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20 世纪 30 fF ¢%, F.J. Murray 和 J. von Neumann 创立 了 算 
子 代数 理论 . 现在 这 一 理论 已 成 为 现代 数学 中 一 个 起 领头 作用 的 
热门 分 支 ， 它 与 量子 力学 ， 微 分 几何 ,线性 系统 和 控制 理论 ， 甚 至 
数论 以 及 其 他 一 些 重 要 数学 分 支 都 有 着 出 人 意料 的 联系 和 相互 渗 
4. 它 是 非 交 换 数 学 的 基础 ， 例 如 是 由 Alain Connes 发 展 的 非 交 
LATA h D. Voiculescu 发 展 的 非 交 换 概率 论 或 非 交 换 自 由 概率 
论 的 基础 . 

对 于 算 子 代数 ， 常 规 的 研究 课题 主要 是 探讨 代数 的 结构 ， 利 
用 同 态 喘 射 研究 代数 的 分 类 . 然而 , 由 于 算 子 代数 结构 极其 复杂 ， 
即 梗 是 性 质 最 好 的 von Neumann 代数 和 C*- 代数 ， 分 类 问题 也 远 
ARR. 另 一 方面 ， 算 了 代数 作为 特 珠 的 Banach 空间 ， 对 其 上 的 
线性 上 映射 以 及 这 些 上 映射 对 代数 结构 的 影响 却 研究 极 少 ， 过 去 仅 限 
于 态 、 导 算 子 、 等 距 、 完 全 正 及 完全 有 界线 性 映射 的 讨论 ， 近 20 
年 来 ， 国 内 外 许多 学 者 另 牌 潭 径 ， 开 始 注意 到 根据 算 子 本 身 的 特 
殊 性 ， 与 算 子 理论 相 结合 ， 开 展 对 代数 上 把 算 子 或 代数 的 某 种 特 
征 作为 其 不 变量 的 线性 映射 的 研究 ， 为 算 子 代数 研究 的 突破 带 来 
一 线 瞩 光 ， 这 就 是 所 谓 的 线性 保持 问题 的 研究 ， 且 已 取得 一 系列 
AA LRA RR, 形成 20 世纪 末 本 研究 领域 的 一 个 新 亮点 . 
自前 ， 算 子 代 数 上 线性 映射 的 研究 越 来 越 受 到 人 们 的 关注 ， 成 为 
当今 算 子 理论 和 算 子 代数 的 一 个 非常 活跃 的 交叉 研究 领域 之 一 . 
此 项 研究 不 仅 直 富 了 算 子 代数 理论 的 研究 ， 而 且 作 为 副产品 ， 刺 
激 了 算 子 理论 中 新 结果 的 出 现 ， 进 而 ， 其 成 果 往 往 从 新 的 角度 揭 
示 了 站 子 代数 的 国有 性 质 以 及 与 其 上 线性 映射 的 联系 ， 例 如 ， 在 
许多 情形 下 ， 这 样 的 线性 映射 是 代数 同 态 或 代数 反 同 态 . 这 表明 
在 某 些 条 件 下 ， 算 子 代数 上 怠 射 的 线性 董 镁 其 可 乘 性 ， 从 而 使 人 
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们 进 -- 步 加 深 对 算 子 代数 的 认识 和 理解 ， 算 子 代数 上 线性 保持 冲 
周 研 究 的 最 终 目 的 之 一 是 利用 线性 手段 探讨 和 解决 据 扑 代数 的 何 
题 ， 即 道 过 刻画 保持 代数 元 某 种 特征 不 变 的 线性 喘 射 、 切 等 线性 
映射 等 ， 反 馈 算 子 代数 的 整体 结构 性 质 ， 从 新 的 角度 提供 对 算 子 
代数 分 类 的 信息 ， 这 在 理论 上 和 应 用 上 都 有 着 重要 的 意义 .如 果 
把 M O= B(C*)) 看 作 是 有 限 维 复 空间 上 的 算 子 代数 ， 那 么 线 
性 保持 问题 的 研究 可 人 进 渭 到 19 世纪 未 G. Frobenius 的 开创 性 J: 
fe. 近 40 SER, 和气 阵 代数 上 线性 保持 问题 研究 一 直 是 矩阵 理论 
中 最 活路 最 富有 成 果 的 领域 之 一 ， 大 们 对 无 限 维 算 子 代数 上 线 忻 
保持 问题 研究 的 普遍 关注 则 是 近 十 几 年 的 事 ， 并 得 到 快速 发 展 ， 
所 用 的 方法 与 有 限 维 情形 也 不 同 ， 本 书 的 目的 主要 是 以 作者 在 这 
方面 的 - 些 工 作为 主线 ， 介 绍 国内 外 在 算 子 代数 上 线性 保持 问题 
方面 研究 的 概况 ， 现 状 以 及 最 新 进展 . 

& HH 108. 第 一 章 是 预备 知识 , 简单 介绍 Banach 空间 ， 
Hilbert 空间 算 子 理论 和 算 子 代数 方面 的 基本 概念 以 及 本 书后 面 党 
用 的 一 些 性 质 . 这 部 分 内 容 大 岁 可 在 泛 函 分 析 基 础 教程 中 找到 . 对 
于 那些 普通 教程 不 加 介绍 的 概念 和 结果 ， 我 们 都 指出 参考 文献 ， 
以 方便 读者 查阅 、 第 二 章 介绍 保持 算 子 秩 不 变 或 秩 不 增 的 线性 各 
可 加 映射 的 刻画 . 注意 到 , 可 以 把 算 子 代数 看 作 环 而 更 一 般 地 研究 
KAD WRT ORB, Ai, RVR A RE RE ae 
线性 的 假设 下 进行 讨论 ， 本 章 是 线性 保持 和 可 加 悍 持 疝 题 研究 的 
基础 之 一 ， 因 为 算 子 代数 上 线性 和 可 加 映射 的 保持 问题 在 许多 博 
形 可 转化 到 保 秩 一 或 秩 一 不 增 的 情形 ， 并 借助 于 该 章 的 结果 遇 科 
到 解决 .第 三 章 用 统一 的 方法 处 理 标准 算 子 代数 上 保持 或 压缩 各 
种 谱 函 数 ， 保 持 各 种 与 可 道 性 有 关 以 及 与 算 子 的 零 空间 和 值 域 性 
质 有 关 的 线性 和 可 加 映射 的 刻画 问题 . 第 四 章 则 给 出 Banach 代数 
和 C"- RA LEASE RM, 保 各 种 可 逆 性 , 保 极 大 理想 , He 
径 不 增 的 线性 映射 以 及 von Neumann 代数 上 保 零 积 或 完全 迹 秩 不 
增 的 线性 映射 的 刻画 ， 并 且 在 注 记 一 节 中 介绍 著名 的 Kaplansky 
问题 研究 的 史料 和 进展 情况 .第 五 章 介 绍 von Neumann 代数 上 可 
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加 保持 问题 研究 的 一 些 工作 ， 主 要 对 保 堆积 ， 保 正 交 性 以 及 与 算 
子 函 数 |. 上 交换 的 可 加 映射 进行 了 讨论 第 六 章 对 算 子 代数 上 保 
某 个 给 定 多 项 式 的 零 化 元 不 变 的 线性 和 可 加 岗 射 进行 了 较 详 尽 的 
研究 ， 作 为 应 用 ， 还 获得 标准 算 子 民 数 上 保 谱 半径 可 加 映射 的 具 
KE. BARS ABM (nest algebras) 上 线性 保持 问题 的 研 
RR. SAMIR, 4A RRR EEA Banach {È 
数 ， 而 且 是 一 类 最 重要 的 非 自 伴 算 子 代数 ， 它 的 有 限 维 模型 就 是 
上 三 角 拨 答 阵 代数 ， 而 无 限 维 情形 则 要 复杂 得 多 ， 对 于 套 代 数 上 
线性 保持 问题 的 研究 ， 目 前 还 仅 停留 在 上 三 角 矩 阵 代数 的 范围 

本 章 是 第 一 次 对 无 限 维 套 代数 的 情形 进行 系统 的 探讨 ， 主 要 考虑 
套 代 数 上 保 秩 一 性 ， 完 全 秩 不 增 ， 保 千 等 性 ， 保 零 积 ， 保 数值 域 闭 
包 ， 保 数值 半径 等 的 线性 映射 ， 并 由 此 获得 套 民 数 的 自 同 构 ， 局 
部 自 同 构 以 及 Jordan 同 构 的 新 刻画 . 初等 算 子 是 算 子 代数 上 一 类 
重要 的 线性 映射 ， 是 联结 算 子 理论 与 算 子 代数 的 桥梁 之 一 ， 第 八 
章 介 绍 初等 算 子 及 其 保持 问题 ， 获 得 保 冉 伴 牲 初等 算 子 ， 正 初等 
算 子 ， 完 全 正 初 等 算 子 及 保 谱 初等 算 子 的 刻画 ， 同 时 还 获得 有 限 
秩 初 等 算 子 和 初等 算 子 局 部 线性 组 合 (线性 插值 ) 的 刻画 ， 初 等 算 
子 虽 然 一 直 是 人 们 研究 的 重点 对 象 ， 但 除 定义 外 再 没有 其 他 等 价 
的 抽象 刻画 ， 本 章 利用 完全 秩 不 增 性 质 ， 给 出 初等 算 子 的 一 个 等 
HA. 第 九 章 研究 Hilbert 空间 情形 初等 算 子 作 为 算 子 理想 Cs 
上 线性 算 子 时 的 性 质 ， 并 在 更 一 般 的 算 子 张 量 积 的 框架 下 进行 讨 
论 , 主要 是 获得 初等 算 子 限制 到 Cz 上 成 为 自 伴 算 子 ， 正 规 算 子 ， 
亚 正规 算 子 , 拟 正 规 算 子 , BAT, ERKAT, C 类 算 子 等 的 充 
分 必要 条 件 ， 以 上 涉及 的 都 是 线性 或 可 加 映射 ， 然 而 除 加 法 和 数 
莱 运 算 外 ， 算 子 代数 中 还 有 一 种 基本 的 代数 运算 ， 邵 乘法 运算 

因此 ， 类 似 地 也 可 考虑 可 乘 保持 问题 .我 们 在 最 后 一 章 ， 即 第 十 
章 介绍 算 子 代数 上 可 和 寺 保持 问题 方面 的 一 些 结果 ， 内 容 包括 抵 阵 
代数 上 可 乘 映射 的 刻画 及 保 正 性 、 保 本 性 可 乘 映射 的 刻画 ， 标 准 
算 子 代数 上 秩 一 不 增 可 乘员 射 和 保 穆 可 乘 映射 的 结构 性 质 ， 保 谱 
{或 谱 半 径 ) 和 保 数 值 域 (或 数值 半径 ) WR AI A t 
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第 一 章 预备 知识 


本 章 我 们 将 给 出 在 后 面 儿 章 中 经 常用 到 的 有 界线 性 算 子 ，Ba- 
nach 代数 ， C*- 代数 ， von Neumann 代数 和 套 代 数 的 一 些 概念 
及 结论 . 


§1.1 Banach 空间 及 算 子 


定义 1.1.1 设 天 是 实 或 复线 性 空间 ， 如 果 在 天 上 定义 了 非 
fh 2 HK || - ||, 满足 下 列 公理 : 

(1) 三 角 不 等 式 ， 对 任意 的 z, y € X, |x + yll < lell + livil 

(2) 对 和 任意 的 x CX, 任意 的 数 有 llaz|| = |alllzl|; 

(3) lzl| = 0 当 且 仅 当 z=0, 

称 为 赋 范 空间 ， 进 而 ， 如 果 还 满足 

{4 对 文中 的 任意 Cauchy 序列 {£n} (Ei 4 n, m — oo; [len 一 
Eml — 0), FH z EX HS limy,.oltn 一 zl = 0， 

则 称 X 是 Banach 空间 ， 

满足 (1) 一 (3) BERAR ||-|] RA X EAR. 满足 {1) 一 (2) 
的 非 负 函数 称 为 半 范 数 . 

SAX LRH. WR | fll =supyey<rlZ(z)| < 00, 称 
fAX EMBRAER. 记 Banach 空间 X 上 的 有 界线 性 泛 
AAA X*, UX? 按 通 常 函 数 的 加 法 和 数 怀 法 成 为 线性 空间 . 
(X*, 上 :从 也 是 Banach 空间 ， 称 此 空间 为 X 的 共 罗 空间 . 

我 们 有 时 也 用 (z, f) Raw f Ex SA f(z). 

wX MY 是 Banach 空间 T:X >Y 是 线性 映射 .如 果 
Ti =supjap Tel < co, ETER TABANABRATE 
有 界 的 ， 而 ITI 称 为 工 的 范 数 . 


在 Banach 空间 及 算 子 理论 中 , 通常 认为 开 映射 定理 、 ABE 
] > 


理 ， Haho-Banach 延 顶 定理 和 一 臻 有田 诛 理 是 最 基 本 的 定理 ， 我 
们 列举 如 『: 

定理 1.1.1 ( 开 映 射 定理 ) T Æ Banach [i] X 到 Banach 
空间 站 的 外 界线 性 算 子 ， 且 TX =Y, WT 为 开 映 射 . 

定理 1.1.2 (ABH) RT: X + Y *# Banach ia) X t 
Banach 空间 Y WAAR T, AT 的 图 像 {(z Tx) | xe X} 为 
XxY HMR, BAT RAAB. 

定理 1.1.3 (Hahn-Banach REM) ME S AX 的 闭 线 性 
Teh MARAE ww, W 地 可 保 范 地 延 折 为 X 上 的 有 界线 
FIZ A. 

定理 1.1.4 (一 致 有 界 原理 或 共鸣 定理 ) 设 {[Tabaen 为 Ba 
nach 空间 X 到 Banach 空间 Y 中 的 一 族 有 界线 性 滤 子 . 如 黑 对 
任意 的 se xX, 有 supfllzazl | a € A} < co, 那么 sup{|[Ty!] | o€ 
A} < 00. 

MX BY 的 所 有 有 界线 性 算 子 的 集合 记 为 BX,Y); 如 里 
X =Y, MWA B(X) MT TETAK, B(X,Y) 成 为 Banach 4 
间 ， 范 数 定义 的 拓扑 又 称 一 致 折 扑 ， 除 范 数 拓扑 外 ， B(X, Y} 
还 有 其 他 一 些 重要 的 算 子 拓扑 ， 下 面 是 本 局 常用 的 几 种 . 

定义 1.1.2 ił X,Y 是 Banach 空间 . 

(1) 由 半 范 族 


toes) = Ke, S| fee X fe Y"} 
确定 的 B(X,Y) 上 局 部 凸 拓扑 称 为 弱 算 子 拓扑 ( 简 记 为 WOT), 
(2) 由 半 范 族 
eC) = ell | €X} 


确定 的 BXY) HAR tM ART mth ( 简 记 为 SOT). 
(3) 设 p 是 B(X,Y}) 工 的 线性 泛 国 ， 如 果 存 在 序列 {r} cX 
各 {fi} C YS 使 得 >》 ileal? < 00 且 对 所 有 的 工 E B(X,Y), 


. 2. 


有 p(T) = DIzs, fi), 则 称 p 是 ow 连续 的 . 由 所 有 o-w 连续 线 


PEE RR EH BX,Y) 上 局 部 凸 拓扑 称 为 BUX, Y) 的 o-w fh- 

设 了 <E B(X,Y), 符号 rag(T) 和 ker T AHMAR T HARA 
Sa. AFT BX Y) 称 为 有 限 穆 的， 如 果 了 的 值 域 mg(T) 
是 有 很 维 子 空间 ，rmg[I) 的 维 数 也 称 之 为 工 章 秩 . 用 大 (外, 了) 表 
示 B(X,Y) 中 所 有 有 限 秩 算 子 的 集合 yey, fe x* +e, 
则 由 xz (a, fy 定义 的 算 子 是 一 猴 的 ， 通 常 记 为 yo f. BX,Y) 
中 的 每 个 一 狭 算 子 都 可 表示 为 这 种 形式 . 

命题 1.1.5 BXY) 中 的 获 n 算 子 可 表示 为 n 个 一 秩 算 子 
的 和 . 

命题 1.1.6 BX) PARRA MME B(X) 中 按照 弱 算 子 
拓扑 是 稠密 的 . 

命题 1.1,7 BX) HRB PAIN, BN Te BX) 与 BCX) 
中 每 个 算 子 S 都 交换 (TS = ST), 则 存在 数 A EA T =A, 其 中 
了 表示 X 上 的 恒 等 算 子 . 

定义 11.3 STEBX,Y). 由 了 按 如 下 方式 可 定义 男 一 算 
FT": 

T*(fje=f(Pr), vee X, fey’, 


T* 是 Y* IX HAHA, BT AT WHAT. 易 验 证 了” 
AAA TI = ji 

定义 1.1.4 ik X Banach SRA T e BX). 如 果 存 在 多 
项 式 p(t) 使 得 p(T) = 0, RT ERRAT: 如果 对 每 个 =E X, 存 
在 与 xz 有 关 的 多 项 式 pz(t) 使 得 ps(T)x = 0, 称 全 是 局 部 代数 算 
子 . 

定理 1.1.8 (局 部 代数 算 子 的 Kaplansky 定理 181]】 局 部 代 
数 算 子 一 定 是 代数 算 子 . 

定理 1.1.9 (Liouville 定理 ) 设 zf 是 复 平面 C 到 Banach 空 
fal X 中 的 有 界 解析 函数 ， 则 存在 X 中 的 固定 元 co, 使 得 对 任意 
的 zEf 有 zfz] = zo, 即 整个 复 平 面 上 定义 的 有 界 解析 向 量 值 函 

.3 ， 


Ste W AM. 

定理 1.1.10 {次 调和 函数 的 Liouville 定理 [9]) 整个 复 半 面 
Liha A Re eR. 

定义 1.1.5 HX BB Banach 空间 且 卫 < BX). 

(1) T Wit oc(T) BRE [AECA -T EBX) PRA MH J. 

(2) T 的 左 谱 of{T) 是 集合 LA CCIAI-T E BX) 中 不 左 
可 逆 ). 

(3) 了 WA o,(T) 是 集合 人 ECT 和 -了 在 BX) 中 不 右 
GESA . 

(4) T 的 点 谱 op(T) 是 集合 {eC REEERE ze X, 使 
# (AI — T)x = 0}. 

(5) T 的 近似 点 谱 ou (T) 是 集合 [ACC | 存在 单位 向 量 序列 
fra}, CX 使 得 WOT - Drent — 07. 

(6) T ASH o (T) B {ACC | AI-T)X # X}. 

(7) T 的 压缩 洪 o (T) 是 {A E Ch rmgeM -T) EX PRR 
 }. 

(8) T 的 谱 半 径 7(T) =sup {)A] | A € ofT)}(Hlim naoli% 
< ITI.) 

以 后 ， 我 们 也 常 把 算 子 AL -T 简 记 为 A-T. 

命题 1.1.11 2X BS Banach ZAH Te BX). 则 下 列 成 


(1) gaplT) © oD). 

(2) o,(T) C or( TY. 

(3) 集合 o(T), o(T), o-(L), 10(T), Sop(T) 和 os(T) 都 包含 
do(T), 其 中 集合 Bg( 了 ) ART OMAR, voll) 代表 o(T) 的 多 
MAGE, MA T Hw (full spectrum). 

证 骨 只 需 证 明 (3) 成 立 ， BRA REY oap(T) 和 oT) 都 
包 合 8c(T) 即 可 . 事实 上 , 由 [51; p.215, 命题 6.7) WM, Bo(T) C 
Cap(T). 下 证 BoT) Co,(T). 设 和 入 E ðo(T) {8 à € eT), WA 
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mg(\—T) 满 且 和 -了 不 是 单 射 算 子 ， 由 [196; p.285, 问题 le] 知 ， 
和 属于 oT) 的 内 部 ， 矛 盾 ， 所 以 G0(T) C os(T). 证 毕 . 

M116 i X MY Æ Banach Si}, T € B(X,Y). 

(1) MRT CAARRRAW Ke, RT EKAT. B X,Y) 
中 的 紧 算 子 全 体 之 集合 记 为 KUKLY X = Y 时 简 记 为 K(X), 
它 是 BUX) 的 范 财 理想 ). 

(2) 称 商 代数 BX)/K(X) 为 Calkin 代数 ， 记 作 CCX). 设 x(-) 
是 B(X) 到 B(X)/K(X) 的 商 映 射 ， 如 果 (7) 是 B(X)/K(X) 中 
AO AT wis, We T 为 Fredholm 算 子 . 

T #4 Fredholm 算 子 当 且 仅 当 他 AAA MA dim(kerT) < 
co, dim(rng(T))+ < œ. KET T 具有 许多 类 似 于 有 限 维 空间 算 
子 的 谱 性 质 , 例如 的 每 个 非 零 谱 点 都 是 点 谱 ( 即 特征 值 ) 且 只 要 
入 关 0, 入 一 荆 就 是 Fredholm BF. 

EX 1.1.7 设 五 是 线性 空间 ，(.,.) 是 其 上 的 一 个 二 元 函 
B MRO, 关于 第 一 个 变 元 是 线性 的 而 关于 第 二 个 变 元 是 共 
RAEN, AME THAT: WHE z yeH, 

(1) (z,2) > 0, ii (2,7) =0> z =9; 

(2) (2,9) = Q, 2), 
WHC.) AH EAR. & A 是 Banach 空间 且 具 有 内 积 
(-,-), WRH EHZ] | EARTH, MERR seH, 
有 llel = (2,2), 则 称 H 为 Hilbert 空间 . 

% H #4 Hilbert 2, Moye H 满足 wy} =0, Re 5 
y EX. 如果 {ei 1iEA} 是 互 中 一 族 相 互 正 交 的 单位 向 量 ， 且 其 
线性 张 在 H PHE, WEA H 的 一 个 标准 正 交 基 ,， 此 时 ， 企 
Boch 可 惟一 表示 为 z = 》,(z,ei)ei. 可 分 Hilbert 空间 存在 可 

ith 

数 标 准 正 交 基 . 

定义 1.1.8 i$ H Æ Hilbert 空间 HARA (C, -PAE 
B(H). WEE A* € B(H) 使 得 对 任意 my E A 都 有 (Az,y) = 
(c, Aty) 成 立 ， 称 4* 为 4 的 共 辆 算 子 或 伴随 算 子 . 

.总 ， 


(1) 如 果 4* = A, 称 A 是 自 伴 算 子 . 

(2) ME A APR MEH zeH, A (Azz) > 0, W AREA 
+. 

(3) ME AF =A, 称 A 是 MRSA, HPA BR 

数 ; 2- PESAT RY RENT 

(4) WR ARM ki At = 0, RABRERT, 如果 
A =0 4H At! £0, KAA k- MEFAT. 

(5) UR 4 是 正 算 子 且 4 是 2- 阶 和 车 等 算 子 ， 称 A BIE. 

(6) 如 果 44* = A'A, 称 4 是 正规 算 子 . 

(7) WR AA* 二 AtA=T,PRARWEF, MHA ART, W 
4 是 等 距 算 子 ; 如 果 AA 和 AA+ 都 是 投影 算 子 ， 称 4 是 部 分 等 
BAT, hi AAA AA 分 别称 为 4 的 始 投影 和 终 投影 . 

(3) 如 果 存 在 自 规 算 子 B 及 瑟 的 不 变 子 空间 MR A= 
Blm; 称 4 是 次 正规 算 子 . 

(9) WR ATA > AA, KA 是 亚 正规 算 子 . 

对 Banach 空间 情形 同样 可 定义 攻 零 算 子 ， 太 RSA TA 
k- BREE FER. 

定理 1.4.12 ([176]) Ke H BRAK Hilbert 空间 ， 则 对 任 
RET E BH), T 可 表示 为 BH) 中 有 限 多 个 平方 零 算 子 的 和 以 
及 有 限 多 个 帘 等 算 子 的 和 4H HREM, THR RABE 5 
CHRER EMM, BSS 个 千 等 算 子 的 和 以 及 有 限 多 个 投影 的 
线性 组 合 . 

命题 1.1.13 WH E Hilbert SMH T € BIH) ETERS 
子 ， 则 rt{ 了 二]. 即 ， 亚 正规 算 子 的 谱 半 径 等 于 其 范 数 . 

定理 1.1.14 (FERS FH Fuglede-Putnam 定理 [97 BH 
是 Hilbert 空间 . 4 7, S c BCH) 是 亚 正 规 算 子 . 对 于 W € BU, 
ME TW = WS, K TW = WS", HEB Thaw 和 Shew 是 
此 等 价 的 年 规 算 子 . 

定义 1.1.9 设 AEB(X) 月 MCX 是 闭 线 性 子 空间 如果 
对 任意 的 zzE 邓 ,有 4zeE 邓 , 称 邓 是 由 的 不 蛮 子 空间 ， Lata 
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表示 4 在 蕊 中 的 所 有 不 变 子 空间 的 集合 ; WE CC BCX), 则 
Lat£ = /NaecLatA. 

命题 1.1.15 it H fi Hilbert 空间 . MH A, Pe BH) AP 
RE AF Sil M 上 的 投影 , 则 M ELat4 当 且 仅 当 AP = PAP. 

命题 1.1.16 i X Æ Banach 空间 ， A, P € BCH). we 
P? = P, 则 rng(P), ker P cLatA 当 且 仅 当 AP = PA. 

M1110 BX Æ Banach MAM EBX HES. $ 
M+ ={feX*| (M) = 0}, # M+ BM 的 零 化 子 . SXR 
Hilbert 空间 时 ， 有 MEC X, Be M+ OM 的 正 交 补 . 

3M 1.1.11 HA Æ Hilbert SHAM BAF SA. 4 
Aé B(A). 如 果 M, M+ cLatA, 称 M ZAE A, BM OA 的 约 化 
子 空 间 . 

显然 M AE A 当 且 仅 当 ME (LatA)Nn{LatA"). 命题 1.1.16 
Big M 约 化 4 当 且 仅 当 到 M 上 的 投影 与 4 交换 . 

EX 1.1.12 BABA) 如 果 4 不 存在 任何 非 平 开 约 化 
子 空间 ， 称 4 是 不 可 约 算 子 . 

命题 1.1.17 ((69], (71) it H Hilbert 2H T, 5 € B(A). 
则 下 列 陈述 等 价 ， 

(1) mg(T’) Crags. 

(2) 存在 算 子 Re BH) 使 得 全 = SR. 

(3) 存在 正 数 5 使 得 TY* < S95". 

定义 1.1.13 设 吾 是 Hilhert 空间 . $ {elic A} BAW 
一 组 标准 正 交 基 ， A © B(H). 对 于 1<p< co, 定义 

tr(A) = J (Aez, ei), 
EA 
lAlle = (tr(tAl?))>, 


tr(4) 称 为 算 子 4 的 迹 . 易 验证 ， 迹 与 标准 正 变 基 的 选取 无 基 . 
如 果 ||Allp < 00, 称 A Æ Schatten p- XAT., 而 当 p = 二 1 时 , WA 


HWAT, 5 p=2 时 ， 称 A Æ Hilbert-Schmidt HF. 
a a 


H 上 全 体 有 限 秩 算 子 , 全 体 紧 算 子 ,全体 Schatten p 类 算 子 
RRMA FH), K(E) (= Coo(H)) M CH). 

WH 1.1.18 ik H J Hilbert 空间 . 

(1) I-l <p < co) 是 Cp(H) 上 的 范 数 . 

(2) (G), [| - (lp) (O < p < oo) Æ Banach 空间 . 

(3) 对 任意 的 A, B € C2(H), 定义 (A, B) =tr(B*A), W (-, +} 
E (H) 上 的 内 积 ， 且 小 :中 Eh (C, o eR, CM) 
是 Hilbert 空间 . 

(4) FIH), K(H), C,(H) (1 < p < 00) 是 BCA) 的 理想 . 

(5) FIH) C (H) C (H) Se C Cp(H)E -E K{H) H 
F(H) 在 CH) (1 < p< co) 中 按照 范 数 ||- lip AE. 

(6) 如 果 H 可 分 ， 则 紧 算 子 理想 CH) 是 BH) 的 惟一 非 平 
凡 财 双边 理想 ， 

定义 1.1.14 ACK A) BRAT. WEE H 的 一 纽 标准 
正 交 向 量 列 {en} 使 得 


\Alz = (A*A)?x 一 > An{Z,enien, Va € A, 
其 中 A 是 非 仙 不 增 且 赵 于 零 的 数列 ， 我 们 把 An} KA A R s 
x, fl cy FR. 
命题 1.1.19 HLA} 是 AEK) WHARA. 则 对 于 p (1 < 
p< so}, ff 


Alle = (2, ret . 
n=l 

定理 1.1.20 ([179; p.215) 4 H M K Æ Hilbert “fH 1 < 
p< œ. Wj A€ BH, K) 属于 GH) 当 且 仅 当 对 所 有 的 S Ee 
Elh, H) A T € Be, K), E ((ASe,,Te:)) € lp, EF {ei} Æ l W 
一 级 标准 正 交 基 . 
定义 1.1.15 设 {en}%o 是 可 分 Hilbert 空间 五 的 一 组 标准 
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TERR. FEM Sen = enti (n =0,1,2,---), WS KAD MOBILE 
子 . 

命题 1.1.21 WS Hilbert 空间 吾 上 的 单 侧 移 位 算 子 ， 出 
下 列 断 育成 立 : 

(1) S| = 工 且 3 是 等 距 ， 

(2) ofS) = {A EC| [AL <1}, 

(3) 5 是 不 可 约 算 子 ， 即 没有 非 平 凡 约 化 子 空间 . 

命题 1.1.22 设 3 是 Hilbert 空间 五 上 的 单 侧 移 位 牌子 ， 如 
OW © BH) 使 得 SW = WS", W W =0. 

定义 1.1.16 HP, Qe BH), 

(1) BRA PQ 一 QP 的 算 子 称 为 交换 子 ， 记 为 [QP] 

(2) PS PY 的 交换 子 记 为 [P= P*P-PP*. 

命题 1.1.23 ” 紧 算 子 各 恒 等 算 子 非 等 常数 倍 的 和 不 是 交换 子 . 
换 句 话说 ， 换 位 子 的 平移 不 是 紧 算 子 . 

在 本 节 的 剩余 部 分 ， 我 们 介绍 算 子 的 笋 值 域 和 数值 半径 及 其 
常用 的 一 些 性 质 . 

ES 1.1.17 BH Æ Hilbert 空间 ， 对 任意 的 AC BIH), A 
的 数值 域 和 数值 半径 分 别 定义 为 


W(A)= {(Ax, x) | z € H, || 2 l= 1}, 
w(A} = sup{[A| | à € W(A}}. 


下 面 是 有 关 数 值 域 和 数值 半径 的 一 些 基本 结论， 关于 这 两 个 
概念 更 多 的 信息 ， 读 者 可 参考 文献 [95] 的 第 一 章 和 文献 [84]. 

命题 1.1.24 ([84]) i H Æ Hilbert 空间 且 A € BCH). 

(1} W(A) = W(A*), 其 中 A" 表示 A 关于 瑟 的 任意 但 预先 
固定 的 标准 正 交 基 的 转 置 . 

(2) 对 任意 的 西 算 子 Ze BCH), W(A) = W(UAU’). 

(3) 对 任意 的 和 AEC, WIAA) = AW(A). 

{4) 对 任意 的 和 EC WOI+ A)=A+ WA). 


命题 1.1.25 ([84]) iZ A © BH), W WA) 总 是 凸 集 ， 特 别 
地 ， 如 果 A & M2(C) 本 相似 于 ( a N ) 那么 W(A) 是 焦点 
2 


为 和 1 和 Ao, 短 轴 长 度 为 | MUL, AP MO 代表 2x2 复 
矩阵 我 数 . 
RR 1.1.26 ((84]) A € BUA), 那么 W(A) = {A} MALL 
4% A=XM. 
MH 1.1.27 ([84, 95) B N CH 是 闭 子 空间 且 Ac BR), 
BA | 
W(PwAlw) CW(A) E w(PyAln) < wfA). 


命题 1.1.23 (95; §1.2.9]) 设 4E M,(C) 使 得 A+A 分 别 
Kan 和 和 作为 最 大 和 最 小 特征 值 ， 那 么 


Ar An] = {2 +2| 2 E W(A)}. 
命题 1.1.29 ([84]) WE 4 E BA) 西 相似 于 A B Az BA 
W(A) = conv{W(A1) UW (A2)}. 


其 中 conv{Q) 代表 集合 OK fh. 
HH 1.1.30 ([84]) w() Æ B) 上 的 范 数 且 这 个 范 数 等 价 
于 通常 的 算 子 范 数 . 


§1.2 Banach 代数 


一 般 地 ， 我 们 指 的 算 子 代数 是 von Neumann 代数 ( 常 简 记 为 
vN 代数 ), C*- 代数 或 更 一 般 地 是 Banach 代数 . 本 节 及 后 面 两 节 ， 
我 们 将 分 别 介绍 Banach 代数 ， CH- 代数 ， vN 拭 数 和 套 代 数 的 
概念 及 一 些 在 后 面 章节 中 经 常用 到 的 基本 结论 ， 其 证 明 及 详细 讨 
论 ， 参 见 文献 |64, [133], [142],[168] 和 [184]. 

定义 1.2.1 设 .4 是 一 个 代数 ， | 是 .4 上 的 范 数 ， 如 果 A 
. 10 ， 


HAKA Banach 空间 ， 且 满足 
{ABI < |/ABll VA, BEA, 


则 称 A % Banach 代数 ， 

设 .4 是 Banach 代数 , 则 存在 Banach ia] X BAA: AS 
B(X) 73 r(A) 是 B(X) 的 闭 子 代数 , 称 7 是 4 在 久 上 的 表示 . 
因而 Banach 代数 也 可 看 作 是 算 子 代数 . 

定义 1.2.2 HARSH LW Banach 代数 且 AC A 
A {相对 于 A 的 谱 of4) 与 谱 半径 (A) 分 别 定义 为 


oA) =fAEC|A-AK A PARA BH}, 
r(A) = max{|A| | A € of A)}. 


A 中 每 个 元 的 谱 者 是 复 乎 面 C MARS RTE. 如 果 4 的 谱 半 径 
等 于 0, 称 是 氢 短 零 元 . 
有 时 为 明确 起 见 ， 用 ot(4) RR A 相对 于 代数 A RA. 
定理 1.2.1 设 A 和 8 是 包含 单位 元 的 Banach RRA BCA 
& A&B, I o4(A) CoP (A), os (A) C Bo4(4)， 
命题 1.2.2 (9) 谱 半 径 是 次 调和 国 数 . 
定理 1.2.3 ([9) $ AM B 是 Banach HRA BEM. $ 
种 :一己 是 线性 满 射 .如果 更 是 谱 半径 不 增 的 ， 即 ， 对 任意 的 
AEA, r(O(A)) < r(A), 则 更 连续 . 
EX 1.2.3 设 A 是 包含 单位 元 工 的 Banach RHA 4 A. 
记 
H(A) = {f 1f 是 在 olA) 的 某 个 领域 中 解析 的 复 值 画 数 二 
mS fe H(A), W 
1A = g [FOGI -A'iz 


其 中 工 是 了 的 解析 区 域 中 可 度 长 的 封闭 曲 绕 ， 并 县 包围 ofA). 
-li> 


定理 1.2.4 (函数 演算 ) HA 是 包含 单位 元 的 Banach 代数 
HAEA. 

(1) f= f(A) È H(A) BA 中 的 (代数 ) AA, 

(2) & fa, J € H(A), FEE ofA) 的 某 个 紧 领 域 中 ， 一 致 
MWA F, WW f(A4) 一 F(A); 

(3) 设 f{z) = J arz" 在 {z EC | fel < r} 中 解析 ， 其 中 

k>0 
r > r(A), W f(A) = 》 ar4x, 右边 的 级 数 依 范 数 绝对 收敛 . 
k>0 

定义 1.2.4 设 A Æ Banach 代数 ， 未 必 和 包含 单位 元 ， 假定 
了 是 A 的 线性 子 空 间 且 TAA 如果 AJ = {AB|AEA, 
BEDCI(RM IACI) AIBA NAMM (或 右 理想 ). 如 
果 了 距 是 A 的 右 理想 又 是 4 的 左 理 想 ， 称 7 是 A 的 双边 理想 
或 理想 . 

令 radA 代表 Banach 代数 A 的 Jocobson 根基 ， radA 的 等 
价 定义 很 多 ， 在 这 儿 我 们 只 给 出 一 种 定义 (参见 文献 gj 和 [64]). 

定义 1.2.5 rad(A) = {4 eA4| 对 所 有 的 BEA, AB 都 是 拟 
FFK }. 

显然 radA 包含 在 ANMAUERSRHRA P. 

定理 1.2.5 ((9]) 设 4 是 Banach RR. 则 下 列 陈述 等 价 ， 

{1} A EradA, 

(2) PEM MWS re Q € A, r(A+Q) =0. 

EX 1.2.6 7 A Æ Banach 代数 . 

(1) 如 果 .4 不 包含 任何 非 平凡 闭 理 想 ， 称 4 是 简单 的 . 

(2) ME radA = {0}, 称 4 是 半 单 的 . 

(3) HERH T, 5 CA, ME TAS — 0 BMT =0 RS =0, 
RA 是 素 的 . 

例 1.2.1 设 互 是 可 分 的 Hilbert 空间 , 则 Calkin 代数 8(H)/K( 
是 简单 的 ， 素 的 . 

1.2.2 (1) i A Banach (tH, Jl] A/rad(A} 是 半 单 的 . 
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(2) it X 是 Banach 空间 ， 则 B(X) 是 半 单 的 ， 素 的 Banach 
代数 . 

定义 1.2.7 SRR ABT, HO: RAR 是 可 加 映 
射 . 如 果 对 任意 的 A, B ER, 6(AB+BA) = 6(4)0(B)+ o(B)O(A), 
$ o A Jordan fel AR. MEA E 的 特征 不 等 于 2 则 o 为 Jordan 
fal 4 AR SERA A E R, pA?) = lA). 

SUH Jordan fl ABA Jordan 同 构 , 显然 同 构 和 反 同 构 是 Jor- 
dan 同 构 ， 然 而 也 存在 不 是 同 构 或 反 同 构 的 Jordan 同 构 . 

例 1.2.3 ERFA EHR EZR Ri 和 R 以 及 两 个 度 间 
攀 的 非 交 换 环 Ro MRL ER =R OR, R= ROR A 
b hi: Ri o> R AAW, 2:2: > Ri ERAR. EX 
P:R — R pla, @ a = pila) © galaz), 则 p 是 Jordan Fj 
构 . 但 容易 验证 y 既 不 是 同 构 也 不 是 反 同 构 ， 事实 上 ， Herstein 
[92] 有 关 Jordan 同 态 的 研究 表明 ， 只 要 环 RAR 其 中 之 一 包含 
两 个 乘积 为 零 的 非 替 理想 ， 则 可 找到 异 于 同 构 或 反 局 格 的 Jordan 
局 构 . 

定理 1.2.6 (193]】 SRAR BATH, EA:RGR 是 满 
值 域 的 Jordan AA. WHER 是 素 环 ， 则 少 是 同 态 或 反 同 态 ， 

定理 1.2.7 (28) 户 部 和 矩阵 代数 上 的 Jordan 同 态 是 同 态 与 
反 同 态 的 和 . 

定理 1.2.8 ([1]) (1) 实数 域 到 其 自身 的 环 同 态 是 便 等 映射 . 

(2) ARAH A ESE EA A E ER a HE GR 


81.3 C*- 代数 和 von Neumann 代数 


EM 13.1 AE Banach 代数 ,如果 A 中 具有 对 合 运算 
+ :凡人 一 所 且 满足 下 面 的 四 个 条 件 ， 称 4 是 C*- RM: 
(1) (aA+ SB)" = aA* + BB", 
(2) (AB)* = B*A*, 
(3) (A*)* = A, 
. 13. 


(4) || A*A =] 4 HP. 

定义 1.3.2 BARC 代数 且 A BEA 

(1) 如 果 A = A, RA RAPER. 

(2) 如 果 A BH ofA) CRY, 称 4 Bic, APR 代表 
非 负 实数 集合 . 

(3) 如 果 A? = A, AK A RREN. 

(4) SO ARIES, BA 是 投影 . 

(5) 如 果 AM BERKA 4 =O, A AM BEE. 

(6) 如 果 ATA = AA", # A HIE TC. 

类 拟 于 定义 1.1.8 也 可 定义 Ct 代数 中 的 十 元 等 . 

命题 1.3.1 每 个 Ct 代数 部 是 半 单 的 . 

证 阴 HAEC. 令 了 Erad4 WA ZZ* EradA. 从 市 
2Z* 是 谱 为 {0} 的 自 伴 元 ， 因此 22* = 0,2=0, 即 radA = {0}. 
所 以 A 是 半 单 的， 证 毕 . 

定理 1.3.2 ([34) i A E Ct- 代数 ， 则 .A 是 实 秩 零 的 当量 
充当 A 中 在 交 自 伴 咎 等 元 实 线性 组 合 的 全 体 在 AKA LRG 
中 是 稠密 的 . 

定义 1.3.3 如 果 4 是 包含 恒 等 算 子 的 BA) 的 C*- FRE 
且 具 有 前 对 侦 ， 妈 存在 Banach 空间 Y 使 得 了 HOA SMA A, 
则 称 A 是 von Neumann 代数 (APM ICH vN 代数 ), 其 中 五 是 
Hilbert 空间 . 

EX 1.3.4 设 4 是 von Neumann ({%, E, FCA BRE. 

(1) 如 果 代 数 EAE 是 交换 的 . RE 是 交换 投影 . 

(2) 如 果 存 在 部 分 等 中 VE 信使 得 VV* RE BV*V =F, % 
ER F Sh, aA B~ F. 

(3) 如 果 不 存 在 EN AAES TR BS 五 Str, WE BAR 
Re, MRE 是 无 限 投影 . 

(4) 如 果 已 是 无 限 投影 且 对 每 个 中 心 投 影 P, PERLAR E 
么 是 无 限 投影 ， 称 吾 是 真 无 限 投影 . 
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(5) ORE 的 每 个 非 零 正 交 子 投影 族 是 可 数 的 ， 称 E 要 对 于 
代数 A 是 可 数 可 分 解 的 . 

定义 1.3.5 设 4 是 vN RMAT EA, WT OP ORR Cr 
ERY I-P, 其 中 P 是 A 中 满足 PT =0 的 所 有 中 心 投影 Pa 
的 并 ， 即 Cr 是 ZA) 中 满足 8T =T 的 最 小 中 心 投影 Q, 其 中 
Z(A) 代表 A 的 中 心 . 

定义 1.3.6 BAB VN 代数 . 

(1) 如 果 .4 包含 一 个 交换 投影 且 其 中 心 惠 盖 是 单位 算 子 也 称 
扫 是 工 型 的 ， 如 果 届 等 算 子 了 可 表示 为 nn 个 等 价 交 换 投 影 的 和 ， 
PA 是 I 型 的 . 

(2) 如 果 .4 不 包 售 任何 交换 投影 ， 但 有 一 个 有 限 投影 具有 中 
心绪 盖 是 单位 算 子 RABUN, MRI BARRY, WA 
EIL H: WEIHE, AE Ito 型 的 . 

(3) WH .4 没有 任何 非 零 有 跟 投 影 ， 称 4 是 II 型 的 . 

(4) 如 果 A 不 是 III 型 的 ， 则 称 A 是 半 有 限 的 . 

(5) 如 果 恒 等 算 子 了 是 真 无 限 投影 ， 称 代数 .4 是 真 无 限 的 . 

(6) 如 果 恒 等 算 子 了 是 可 数 可 分 解 的 ， 称 代数 A 是 可 数 可 分 
解 的 . 

(7) 如 果 4 的 中 心 Z(.-0 =C, 称 4 是 因子 ， 其 中 C 代表 复 
Fy ish. 

定理 1.3.3 (133) vN 代数 有 限 当 且 仅 当 它 有 一 个 忠实 的 正 
规 中 心 值 迹 . 

定理 1.3.4 ([133]) 设 p 是 在 有 限 vN 代数 4 的 中 心 上 恒 等 的 
正规 中 心 值 迹 , E, F € ARRE. WE ~ 4 ARS p(B) = pF) 

定理 1.3.5 (133) 每 个 有 限 因子 是 简单 的 - 

定理 1.3.6 ([133]) 每 个 可 数 可 分 解 的 III 型 因子 是 简单 的 . 

EM 1.3.7 ([133]) 设 丸 是 下 数 可 分 解 的 He IL. BAF. 
则 具有 有 限 值 域 投 影 的 算 子 构成 的 理想 的 范 数 财 包 是 史 的 惟一 真 


范 闭 双边 理想 . 
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命题 1.3.8 ([184]; 命题 2.9.24, 2.9.25, 2.9.26) A, z% III 
型 ， 或 半 有 限 但 其 换 位 真 无 限 的 因子 von Neumann 代数 的 *- A 
AW S 是 空间 的 ， 即 存在 西 算 子 5 使 得 对 代数 中 任意 元 工 都 有 
S(T) = UTU*. 


$1.4 ERK 


前 一 节 介 绍 的 C*- 代数 和 von Neumann 代数 都 是 半 单 代数 且 
是 自 伴 代数 ， 本 节 介 绍 一 类 重要 的 非 半 单 、 非 自 伴 的 算 子 代 数 ， 
即 套 代数 ， 的 一 些 基本 性 质 . 

定义 1.4.1 Banach 空间 X 上 的 套 (nest) A 是 包含 {0} 和 
X 且 在 任意 闭 线 人 性 张 (由 V Ba) 和 交 (由 人 表示 ) 运算 之 下 封 
闭 的 xX 的 闭 子 空间 链 . SEN 相应 的 套 代 数 记 为 AlgA/， 


AlgN = {T c B(X) | WHEN NEN,A TN CN}. 


AlgFA =AleN N F(X) 代表 AN 中 的 有 限 秩 算 子 集合 ， 对 十 
NEN, ic 


N =aA{MeN|N cM}, N_-=V{MEN|M CN}. 


命题 3.4.1 iN & Banach FH X EME, AigV 是 相应 
的 套 代 数 ， 则 Ale 是 BCX) 的 弱 闭 子 代数 . 

俞 题 1.4.2 MR e eX RSX, KAT cof EAlgzN 
当 且 仅 当 存在 NEN #BeeN ASfe Ni. 

命题 1.4.3 (164) EN Æ Banach 空间 下 上 的 套 ,， 卫 EAIgN 
WT 是 一 秩 算 子 当 且 仅 当 对 任意 9, R EAlgN, STR = 0 Hid 
37 =0 或 了 局 = 0. 

命题 1.4.4 套 代 数 中 的 秩 n 算 子 可 写 为 该 套 代 数 中 nn 个 秩 
一 算 子 的 和 ， 且 大 代数 中 有 限 秩 算 子 的 集合 在 该 代数 中 按照 强 算 
子 拓扑 是 稠密 的 . 

命题 1.4.5 套 代 数 的 换 位 是 平凡 的 , 邯 套 代数 的 换 位 由 便 等 
算 子 的 倍数 组 成 . 


HN Æ Banach =m) X LBE. WEN = {{0},X}, 则 相应 
的 套 代数 是 平凡 的 ， 因 为 AlgN = B(X); WEN {0X} 我 
们 称 是 非 平凡 厌 ， 相 应 的 套 代 数 称 为 非 平凡 套 代 数 . 

命题 1,.4.6 非 平凡 套 代 数 不 是 半 单 的 . 

定理 1.4.7 RN 和 AM BH Banach 空间 并 和 了 上 的 两 
个 非 平凡 套 , 如 果 存 在 可 道 算 子 3 € B(X, 了 ) 使 得 S(N) = [S(N) | 
NEN} =M, NA FM 相似 .显然 由 bs(N) = S(N) 所 定义 的 
gs 是 A 和 wwit 之 间 的 保 维 序 同 构 . 

定义 1.4.2 GA Æ Hilbert ZA H LHE. mR NECN 
ENON- -Z0 RK NON_AN HEFT; WEH ON 的 原子 张 
E, RN BATE; WRN AGEART, KN 是 连续 套 ; 如 
果 是 原子 套 且 所 有 的 原子 都 是 一 维 的 ， 称 N 是 极 大 原子 套 . 

在 本 章 结束 之 前 , 我 们 再 介绍 一 些 本 书 常 采用 的 符号 . XY 
是 Banach 空间 ,对 于 了 e B(X), 用 mE) 表示 me(T) HAA. 
RAB BX) 的 子 代数 ， 用 GLA) RHA 中 的 可 逆 元 群 . + M 
是 X DFZ, H dimM 表示 M WHER, 符号 rank(T) 代表 
T Wk, Gf rank(7} =dim mg(T); Tlu 表示 了 到 对 的 限制 ， 
M+={feX*| 对 任意 的 x€ M, A f(s) = 0} BM 的 等 化 
子 ， 正 如 通常 一 样 ， 我 们 用 C, R, , Z 和 入 分 别 表 示 复 数 域 ， 实 
数 域 ， 有 理 数 域 ， 整 数 集 和 自然 数 集 . 
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第 二 章 F(X\LORRREMA MH 


A GE X AY BRP (了 为 实数 域 及 或 复数 城 C) 上 
维 数 大 于 2 的 Banach 空间 . B 更 : F(X) 一 F(Y) 为 一 映射， 上 
EERS, WME OFX) 中 的 每 个 天 秩 算 子 映 为 FOY) 中 的 大 
RAT, WHO 是 保 天 秩 的 ; 如 果 更 保持 每 个 有 限 秩 算 子 的 秩 不 
变 ， 则 称 更 RR. 如 果 更 把 每 个 物 算 子 映 为 秩 不 大 于 k 的 算 
子 ， 则 称 更 AR 上 不 增 的 ;类 似 可 定义 秩 不 增 映 射 的 概念 . 本 章 
讨论 秩 不 增 和 保 秩 线性 映射 以 及 可 加 上 映射 移 表 示 问 题 ， 是 后 续 一 
些 章节 的 基础 . 因为 不 少 保 持 问 题 的 讨论 都 可 转化 为 保 秩 一 或 秩 
一 不 增 的 情形 . 第 一 和 第 二 节 讨 论 线性 的 情形 ， 分 别 刻画 了 秩 不 
增 和 完全 秩 不 增 , 保 秩 和 完全 保 秩 的 线性 映射 . 第 三 、 四 、 五 节 则 
讨论 更 一 般 的 可 加 情形 ， 分 别 给 出 秩 不 增 、 保 秩 一 徊 等 性 以 及 保 
秩 一 颇 零 性 可 加 映射 的 具体 形式 . 


§2.1 RRA ERT 


本 节 讨 论 保 秩 和 秩 不 增 线性 映射 的 表示 问题 . thee x, fe 
X" (X MEPS), 用 张 量 积 >@ 表示 一 秩 算 子 (. ,了 f)z. 下 面 
定理 在 以 后 经 常用 到 . 

定理 2.1.1 BO: F(X) 二 (了) 是 线性 映射 ， 则 更 RR 
当 且 仅 当 下 列 之 一 成 立 : 

(i) EER EER ASX >Y AC: X* 3 Y* 使 得 更 (z@ 朋 = 
ArOCf 对 所 有 zw EX 及 feEX* PRY; | 

(ii) 存在 线性 映射 4:X* OY AIC. X > Y* HG O(e@s) = 
Af QCr 对 所 有 x EX 及 fe XX* 都 成 立 ; 

(iii) 存在 线性 映射 p: F(X) — Y MREZA 加 cY" 使 得 
WHEE Te F(X), 有 (T) = p(T) @ fo; 
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(iv) 存在 向 量 zo E Y 和 线性 映射 y: F(X) > Y* 使 得 对 任 
意 的 TE F(X), A (T) = zo @ Y(T). 
先 给 出 两 个 基本 引 理 ， 设 z eX, fex 


Le={z@g|gEx*}, Rp={z@f| ze X}. 


引 理 2.1.2 HO: F(X) + F(Y) 为 线性 映射 ， 且 把 一 秩 算 
子 映 为 秩 最 多 为 一 的 算 子 ， 则 下 列 之 一 成 立 : 

的 对 所 有 的 2 eX BH BL.) C Lye); 

(ii) 对 所 有 的 2E BA OL.) C Rje 

证 明 为 叙述 方便 ， 不 妨 设 Y =X. 

如 果 对 每 个 x E X, OL.) 都 是 最 多 一 维 的 子 空间 ， 则 (G) 
和 (ii) 都 成 立 . 下 设 存 在 zo 使 得 dim@(L,,) > 2， 如 果 B(L,,) 
WIR TT Le 又 不 会 于 某 个 Ry, WEE fi, fo EX 使 得 
Pizo @ fi) = 71 O91, Plo 2 f2) = 228 g2, 其 中 zl 5 22,9 H p 
都 是 线性 无 关 的 . 此 蕴涵 Oro (fi + fe)) 为 秩 二 算 子 ， 与 假设 条 
FI. Bit o(£.,.) 要 么 包含 于 某 个 Lo 要 么 包含 于 某 个 Rj- 

现在 设 了 (La) C Ly. & M = {x € X | (Lz) C Ly}, N = 
{z € X | O(L.) C Rye) A dim&(L,) > 2}. BRA MON = 
MUN=X. WRN Z0, B a EN, WEE fe Xx’, 有 


(zo f) = yo @ golf), Piz @fp=n(Mon, 


B((t9 +21) BH) = yo @gl(f)+ nlf) On. (2.1.1) 


不 妨 设 zo 十 z1 E N (AFM 的 情形 可 类 似 处 理 ), 于 是 Brot 
z1) F) =w(f) @ g2, 由 (2.1.1) A 


vo @ golf) t nlf) Dg = yol f) @ go. (2.1.2) 


A dimO(L,,) > 2, 故 存在 了 使 得 a(S) 与 yo 线性 无 关 ， 从 而 由 
(2.1.2) 式 知 存在 复数 a 使 得 go = ag, 但 由 此 导出 dim(Z,,) < 2, 
FG. 所 以 M =X, 即 GG) 成 立 . 

. 19 . 


类 似 可 证 ， 如 果 D(L) C Ry, 则 必 有 (ii) MSE. UE. 

EHF OR) 的 情形 有 下 面 的 结论 . 

引 理 2.1.2 设 如 同 引 理 2.1.2 所 设 ， 则 下 列 之 一 成 立 ， 

G) 对 所 有 的 f © X* 都 有 DR) C Ry sp; 

(ii) 对 所 有 的 fe X* BA O(Ry) C Lys). 

引 理 2.1.3 $ A,Be B(X). WHA z€ X, Az 与 Bx 都 
线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 下 列 之 一 成 立 ， 

{1) A fl B 线 性 相关 ， 

(2) 存在 zo CX 以 及 ffa E X HHA=mOf, B= 
20@ fo. 
特别 地 ， 如 果 还 满足 ker B C ker A, 则 存在 常数 入 使 得 B= AA. 

证 明 充分 性 显然 ， REECE Wi, BÆINA z < 
X, Ac 与 Bx 都 线 狂 相关 , 但 4 与 B 线性 无 关 . 容易 看 出 ， 
kerANkerB #kerA H kerANkerB 2 kerB. 于 是 可 取 到 X 中 
fa] to A yo 使 得 Azo 关 0 Byo # O mi Ayo = Bzo = 0. 4 
M =span{kerA,kerB}, W Alar 和 Bla 都 是 从 M 到 关中 的 一 秩 
算 子 ， 从 而 也 有 相同 的 值 域 ， 我 们 断言 M =X. 如 车 不 然 ， 则 4 
和 器 中 至 少 有 一 个 的 秩 大 于 1, 不 妨 设 4 的 秩 大 于 1, 那么 可 找到 
向 量 x € X\M 使 得 4z 与 Ar REER, MIA A(x + zo) 
与 B(z 十 wo0) 线性 无 关 ,， 和 与 假设 矛盾 . KM =X, MAME 
具有 相间 值 域 的 一 秩 算 子 ， 即 (2) 成 立 ， 证 毕 . 

引 理 2.1.4 40: F(X) > F(Y) 为 线性 映射 . 

(i) Aa xe X, J e X" MA HL.) C Lo BRIC Refy 
且 存 在 线性 无 关 的 (21), (ez) (或 r) rah 则 存在 线性 算 子 
A:X oY #lC: X* 9 Y* 使 得 O@@f) = Ar@cf 对 所 有 
rex Ff ex" 都 成 立 ; 

(ii) 车 对 ee X, f EX* 都 有 BL.) C Raap (Ry) C Lrf 
上 生存 在 线性 无 关 的 (1), p(x2) (MR ri), r(f2)), 则 存在 线性 算 子 
A:X* Y, C: X + Y* #@ O(c @ fy) =A oC 对 所 有 ww EX 
A f E X* 都 成 立 . 
，20 ， 


证 明 (i) 显然 盏 把 一 秩 算 子 映 为 至 多 一 秩 的 算 子 . 不 妨 设 有 
rif) 与 +(f2) 线性 无 关 且 X =Y. 由 条 件 知 ， 对 每 个 SEX 有 
关上 的 映射 y; 使 得 


B(x @ f) = pr) orif), (2.1.3) 


H5 rf) AOM, of) EX LAMAR. REM YER Ynt 
由 


¥(x)Or(ft fo) = Bergit) = dpe) Or(f) +p, (2) Srl) 


知 , 对 任 和 着 的 sE X, by, (2), trle) 都 与 Wir) 线性 相关 , H yir) = 
0 当 且 仅 当 
wy, (2) = bp, (2) = 0, 

利用 引 理 2.1.3, 存在 复数 a, A WE oy, = ov, bp, = BY. 对 任意 
的 f ex", Hr(f) = 0, T pr = ob; MR rf) #0, 则 它 必 与 
r(fi) 和 rij) 之 一 线性 无 关 ， 结 合 前 述 论 证 得 多 仍 与 多 线性 相 
关 ， 因 而 {w |F EX) 张 成 的 线 狂 子 空间 是 一 维 的 ， 令 ”fj) 吸 
收 一 个 适当 的 常数 ， 然 后 记 为 Ch, 则 存在 区 上 的 线性 上 映射 4 使 
B O(n @ f) = Ar @Cf, 显然 C 是 XX" 上 的 线性 映射 

类 似 可 证 结论 全 ) 成 立 、 证 毕 . 

定理 2.1.1 的 证 明 设 现 是 秩 不 增 的 . 根据 引 理 2.1.2, 可 分 下 
面 两 种 情形 . 

1. 对 所 有 的 x eX 都 有 O(L.) C Lore). 此 时 如 果 存 在 x, 
ty E€ X 使 得 yr.) 与 p(w2) 线性 无 关 , MEA, HEAK FEX 
MA PIR) C Rap MHS 2.1.4 知 结论 (i) 成 立 ， 如 果 对 所 有 
的 x E X, ple) 都 与 so 了 0 线性 相关 ， 即 ole) = T(z)xwo, 其 中 
rtz) 为 复数 ， 则 可 得 


plz @ f) = zo @ r(z)re(f). 


id Ax @ f) = r(x)ro(f). h E KRET, AC) 能 惟一 扩张 为 
定义 于 F(X) 上 取 什 于 X 中 的 线性 映射 ， 故 (iv) 成 立 ， 
. 2. 


2. 对 所 有 的 x € X 都 有 OL.) C Roa 此 时 若 有 p(z1) 和 
plr) 线性 无 关 ， 则 对 所 有 的 JE X*, 都 有 (RE) C Ly), 由 引 理 
2.1.4 得 结论 (ii) 成 立 ， 如 果 对 所 有 的 ze X, efz) 都 与 某 个 fo & 
性 相关 ， 则 存在 线性 映射 S): F(X) 一 X 使 得 结论 Hi) 成 立 . 
证 毕 . 

注 2.1.1 定理 2.1.1 中 情形 (ii), (iv) 是 可 能 出 现 的 ， 例 如 
取 {ea}, ka CX, (fila © X*, $ d(T) = > (Tea fui, 
&(T) = 5(T) ® fo. = 

下 而 推论 由 定理 2.1.1 立 得 ， 

推论 2.1.5 HO: F(X) 一 下 (Y) 是 秩 不 增 的 线性 映射 ， 如 
果 存 在 T € F(X) 使 得 O(To) WHAT 1, MO DASH IA11 中 
形式 (i) (i) 之 一 . 

定理 2.1.6 线性 映射 P: FX) AY) BRR SARS 
定理 2.1.1 中 情形 (i) 或 (ii) 成 立 ， 且 线性 映射 ALC 都 是 单 射 ， 

证 明 RD RR, BRM 2.1.5 中 条 件 被 满足 ， 故 更 取 
定理 2.1.1 中 的 形式 (i) 或 (i). X, WR 4 或 不 是 单 射 ， 则 更 
把 某 个 秩 一 算 子 映 为 0, 因此 不 可 能 保 秩 ， 所以， 条件 是 必要 的 ， 
下 证 条 件 的 充分 性 . 不 妨 设 外 成立, 即 O(c @ f) = Ar @Cs, 其 中 
A,C 都 是 线性 单 射 、 设 下 E (XX) 为 nn BEF, 于 是 有 线性 无 关 
组 {a} CX, {filha CX RAF =) oh. BR {Ar}, 

z=1 


和 {CA BERERA, M D(F) = J An oCh Bi n tk 


的 ， 这 就 证 明了 D 的 保 秩 性 ， 证 毕 . 

推论 2.1.7 F(X) 上 线性 映射 更 保持 秩 不 变 的 充 要 条 件 是 
& 为 保 一 秩 的 且 存 在 0 E F(X) 使 得 G(T) 的 秩 大 于 1. 

当 更 按 某 个 算 子 拓扑 连续 时 ， 有 更 具体 的 表示 ， 

定理 2.1.8 HO: FX) FY) 是 有 界线 性 映射 DDK 


不 增 当 且 仅 当 下 列 之 一 成 立 ， 
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提存 在 4<B(XKY7Y) 和 CsBX"7*) E4 O(T) = ATO* |y 
对 任意 了 Ee F(X) 成 立 ; 

(ii) FE A € B(X*,Y) AIC e B(X,Y*) 444 (T) = ATC ly 
对 任意 TE F(X) 成 立 ; 

Gii) 存在 有 界线 性 映射 p : F(X) + Y 和 线性 泛 函 fo E Y* 
E S(T) = p(T) @ fo HEE T € F(X) 成 立 ; 

(iv) 存在 向 量 zo CY 和 有 界线 性 上 映射 少 : F(X) OY HA 
P(T) = zo @ HT) MEM T € F(X) 成 立 . 

Fo, MIBESRERT HEB, ROA 

定理 2.1.9 WS: BX) > BY) ABSARAERH BI 
—-HFRARS-KRWAT, WS 必 具 有 下 列 形式 之 一 : 

G) 存在 A € B(X,Y), B € BY, X) 使 得 对 任意 的 卫 E B(X), 
&(T) = ATB; 

(ii) 存在 A € B(X*,Y) Al B € BY, X") 使 得 对 任意 的 了 e 
B(X), O(T) = AT*B; 

(iii) FER - SIE BEARERS S): BX AX B fo eX” 
得 对 任意 € B(X), S(T) = å(T} 8 fo; 

(iv) FEB- ER ER AO): BX) 一 X* Rao eX ff 
REER T € B(X), O(T) = £o QAT). 

证 阴 AREA, 更 具有 定理 2.1.1 中 的 四 种 形式 之 一 .如 
FEHB 2.1.1 (i) 成 立 ， 利 用 更 的 弱 连 续 性 及 闭 图 定理 知 A, C 都 
有 界 且 C RES * 连续 的 ， 因 而 有 


ORX CRX, 


其 中 上 为 天 到 天 中 的 典型 嵌入 . + B= 610K € BX), 则 对 
每 个 一 秩 算 子 ， 从 而 也 对 每 个 有 限 秩 算 子 PF, 有 OP) = APB. 由 
于 有 限 秩 算 子 全 体 在 BX) HRA, HOt T BX) 都 有 G(T) = 
ATB, 即 本 定理 的 情形 (i) 成立， 其 他 情形 可 类 似 处 理 ， 证 毕 . 


对 于 保 一 秩 线 性 映射 我 们 有 如 下 推论 . 
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推论 2.1.10 HOE BX) 上 弱 连 续 的 线性 映射 ,如果 存在 
Ty E B(X) 使 得 HT) 的 秩 大 于 1, 那么 理 保 一 秩 的 充分 必要 条 件 
是 种 为 下 列 形式 之 一 : 

(i) 存在 单 射 算 子 Ac BX) 和 稠 值 域 算 子 Be BX) 使 得 对 
任意 的 Te B(X), $B(T) = ATB; 

(ii) 存在 单 射 算 子 4E BUX", X) APRA FT B EBX, X*) 
使 得 对 任意 的 T€ B(X), OCT) = AT*B. 

证 明 利用 推论 2.1.5 和 定理 2.1.9 易 得 . 证 毕 . 

对 于 有 限 维 情形 ， 我 们 有 下 列 结果 . 

推论 2.1.11 线性 映射 Oo: MaE) > Mm 秩 不 增 当 且 仅 
当下 列 之 一 成 立 : 

(i) 存在 mx n EE A Al nxm HE B RR OCT) = ATB ži 
任意 工 e M,(F) 都 成 立 ; 

(ii) FE m x n EBR A Ail nxm MDE BER OCT) = AT" B 
SER Te M,(F) Brie, HoT om T PER, 

(iii) 存在 mm xn 矩阵 Arne Ar 和 向量 zzr € F, 


fo € F” 使 得 O(T) = 》 AT: @ fo) 对 任意 了 < MaF) 都 成 
立 ， . i=l 

(iv) 存在 nx m 矩阵 Bi,… ,B 和 向 量 有,… fe € F”, 
zo EF” 使 得 G(T) = X (208 A)T B, 对 任意 TE Mo(E) 都 成 立 . 


i=1 


HEAR ”由 定理 2.1.8, 我 们 只 需 证 明 (iii) 和 (iv). WR OAD 
理 2.1.1 (iii) 中 的 形式 ， 则 奔 在 线性 映射 p : Mn(F) 一 F 和 向量 
fo E F" RHEE T € M.F), A OT) = p(T) @ fo. 因此 存在 
M,(F) EÉ m TREZE ps 使 得 p(T) = (yp1(T),… ,pm(T)) = 


Dpr(T)ens 其 中 {enh E E 的 标准 正 交 基 . 对 任意 的 上 e RN 
k=1 
存在 Ekt s Bhras fibt s frr € F° 使 得 p(T) = S {Tops fri) 
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从 面 
(T) -| 5 T Tki, fri | ® fo 


i=l 


k=1 
=} | (ep & fri | TTi ® fo) 


t=1 


= > AxT (24: ® fo), 


k=l 


其 中 Ar = 》 (er @ fei). 类 似 可 证 (iv) RI. TEM. 
i=1 

推论 2.1.12 KO: M(E) > M,(F) 是 线性 映射 . WO RR 
当 且 仅 当 下 列 之 一 成 立 : 

(i) PAE RT BR A, BE ME) 使 得 对 所 有 的 了 E M(B)， 
有 O(T) = ATB; 

(i) FER MEM A, B € MaF) 使 得 对 所 有 的 工 € M,(P), 
有 S(T) = AT" B. 

下 而 讨论 保 秩 一 短 等 算 子 的 线性 映射 . 

定理 2.1.13 BO: F(X) 一 FY) 为 线性 映射 ， 如 果 更 把 
一 秩 禾 等 算 子 映 为 一 秩 窟 等 算 子 ， 且 每 个 一 秩 客 等 算 子 都 属于 更 
HER, MO 必 为 下 列 形 式 之 一 : 

他 存在 可 逆 算 子 4 € BY) 使 得 对 任意 的 T, (T) = 
4 了 4 一 1; 

(i) 存在 可 逆 算 子 A E B(X*, Y) 使 得 对 任意 的 T, O(T) = 
47*"4 -1 且 在 此 情形 X AY 是 自 反 的 . 

证 了 朋 RAR X=Y 的 情形 ， 非 零 一 秩 算 子 zx @f ARAN 
充 要 条 件 是 (x, fl =1, 因此 只 要 (x, f} 40, RA (ze 用 是 一 秩 
AS. 如果 (z, f) = 山 取 zl ro E kerf, 使 得 ri 与 za 线性 无 关 且 
z = at, + Bez, 再 取 yo E X HH (m f)=l $ y = yotar, 


yo = yo — fz. W (x f) = 1, WEE u € X, g E X EB 
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O(y; ® f) = 4; Ogi, 1=1, 2. 同样 ， 对 和 任意 的 te [0, 1], 有 
O((ty 十 (1 — ty2) @ f) = 1 @ ge, 
即 有 
tui @ gi + (1 — tu B g2 = v WH. (2.1.4} 

EIB g 与 g2 线性 相关 或 与 u: 线性 相关 , 所 以 bag f) = 
Pln — yz) @ F) 的 秩 最 多 为 1, 即 更 是 秩 一 不 增 的 . He, BR 
存在 To 使 得 O(To) 的 秩 大 于 1, 根据 推论 2.1.5, 更 必 为 下 列 形式 
之 一 : 

(1) 存在 线性 映射 AX — X, C: X* X* BB O(n Bf) = 
Az @Cf; 

(2) 存在 线性 映射 A: X* 3 X, C:X + X* ER te f) = 
AJ B Cz. 

因为 更 保持 秩 一 冤 等 性 和 秩 一 赛 零 性 ， 我 们 必 有 (Az,Cf) = 
(z, f) MAM ce X MM fo X* 成 立 或 (AS, Cr) = (2, f) 对 所 
HH zE XM FEX 成立， 无论 哪 种 情形 我 们 都 有 C= (A). 
HFA 总 是 闭 算 子 而 C 是 处 处 有 定义 的 ， 故 由 闭 图 定理 知 ， A 
KCRAK. 显然 4 和 C 都 是 双 射 . 

设 更 具有 形式 (1). Me,yeX, fe X*. 注意 到 (rof) = 
(Ar @Cf)y = (p Cf) Ar = (Aly, fAz = (A(z @ f)A)y, & (i) 
得 证 . 

假如 情形 {2) 成 立 ， 容 易 证 明 对 任意 的 ce eX, fe X* 都 有 
Prg f) = 4(7@z)4-1= Al OJA), k a RA (D HBR. 
FEX 是 自 反 的， 对 任意 的 ge X Ag AO Rye X HB 
{y,9) = 1, HERRA yeg emeld), 时 存在 To € B(X) 使 得 
ATA =y@g, AM Tj = Amy @ A*g. MILB A*g €X, 即 
有 mg(A*) C eX. 由 A* KAME KX =X", MUX AR. 证 
H. 

4X A Hilbert 空间 时 , 上 述 结果 中 形式 (ii), (iv) MAE EMR I 


A, BAAC) MERAH AEB. ik BR Be A EE, 
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如 果 对 所 有 的 复数 a, 6 RAM u, v, 都 有 S(out Sv) = Sut ssv 
成 立 . 


62.2 完全 秩 不 增 线性 映射 


本 节 讨论 完全 秩 不 增 的 线性 映射 . 
设 X，,… ,Xa ABIR F (= R 或 C) 上 的 Banach 空间 . 令 
X= OFX), OX = {8 = (ais sn) | ms € XG}, 其 中 范 数 定义 


A |lé|| = È bi ， 对 任意 的 TE BX), T 可 表示 为 nxn 算 


FH T = (Tj), 其 中 Tiy € B(X; Xi). WRX = 二 … =X, = X, 
我 们 用 X RX. 假定 At 是 BX) 的 线性 子 空间 ， 对 任意 的 正 
整数 nn M MalE) = {(Tii)axn | Ti; E M} 是 BCX") 的 线性 子 空 
fal. 

定义 2.2.1 HMC F(X) MAN C FY) 是 线性 子 空间 ， 
更 : MON 为 线性 映射 ， 如 果 对 任意 的 正 整数 n, ,: Me 
M,(F) > N S Mal) 秩 不 增 (或 保 秩 ), KO 完全 秩 不 增 (或 完全 
RE), 其 中 O, 定义 为 En((Tiy)) = (O(N). 

并 非 每 个 秩 不 增 的 线性 映射 都 是 完全 秩 不 增 的 . IE tr : 
MF) > F 是 秩 不 增 的 但 不 是 完全 秩 不 增 的 . BEE, > By 
(ij = 1,2) 是 Ma(F) 的 矩阵 单位 ， 即 Ey 在 G7) 处 的 值 是 1， 
其 余 位 置 的 值 为 0 则 (E) € Mz(F) @ Mo(F) 是 一 秩 元 ， 但 是 


(tr)o((Eiy)) = (tr(Bij)) = ( x 1 具有 秩 MAN, EXE: 


Ma(F) -Ma( 四 为 B(T) =T*, M & RAM, 但 S2((By)) = (Eh) 

RAK 4, FURBRERAR NH. ROMBREED [A | 入 E 

A} C B(X,Y) # {By | à € A} S B(X,Y) ERREA T EM, 有 

&(T) =lim,A,TB) (SOT 或 WOT), RS ZARTE. WARD 
命题 是 否 成 立 ? 即 我 们 有 下 面 的 问题 . 

问题 2.2.1 MM CF(X) 是 线性 子 空间 而 至: M 一 FY) 
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是 有 界线 性 映射 假设 亚 是 完全 秩 不 增 的 ， 是 理 一 定 存 在 算 子 网 
{Ax | à € A} C B(X,Y) 和 {Ba | à € A} E BY, X), 使 得 关 
FRAT HH WOT (或 强 算 子 拓扑 SOT), MER T E M 都 有 
®(T) = lim, A, TB? 

我 们 首先 考虑 M= F(X) 的 情形 ,下面 的 定理 给 出 此 情形 的 
肯定 回答 . 

定理 2.2.1 He: F(X) FY) 是 有 界线 性 映射 。 则 下 列 
论断 等 价 : 

(1) ® 完全 秩 不 增 ; 

(2) 亚 2 秩 不 增 ; 

(3) 存在 A € B(X,Y) 和 C € B(X*,Y*) 使 得 对 任意 的 工 E 
F(X), A BL) = ATC*|y; 

(4) 存在 Ac B(X,Y) 和 网 {Bal AE A} C BY, X) 使 得 对 任 
Mw T e F(X), A S(T) =lim, ATB, (WOT). 

证 明 m (4)>(1) (2). 

(3)=>(4). 假定 (3) 成 立 . 对 任意 的 有 限 子 集 入 = {u fi | 
i=1,:--,n}, Hey EY Bf eX", FE B € BIY,X) 使 得 
Bayh} = (FC), t= -.n FA 是 所 有 有 限 集 入 的 集 
合 ， 定 义 集合 间 的 包含 关系 为 AHO, BP Ai > Ae 当 且 仅 当 
Ay 了 Xe 对 任意 的 AC A, 取 Ba, Watt yc Y Rf ec x", 
都 有 lim, (Bay, D = Uf, Cy). BER TE F(X), 我 们 有 
P(T) =lim, ATB, (WOT). 

(2)>(3). BE SAORRLRTON, MAEM 21.7, 更 取 
定理 2.1.7 中 的 形式 全 一 (iv) 之 一 . 我 们 必须 证 明 O AR (i) 的 形 
式 . 注意 到 ， dimX > 2. 

假定 更 取 定 理 2.1.7 (ii) 中 的 形式 ， 即 对 任意 的 工 A tT) = 
AT*C*|ly. M2,6X BR fe X*,i=1,2. W 


r= (8h 21 ® fe 


F(X} @ M, 
er non Ne (X) @ Ma(F) 


. DR. 


具有 一 秩 是 P(T) = Ah@Cn AfeCe, | 


Afi Cr; Afz9 Cra 

如 果 rank(4) > 2 或 rank(C) > 2, 例如 假定 rank(4) > 2, 那么 
存在 fi cX 使 得 Af, 与 Ah 线性 无 关 . 容易 验证 rank(G2(T)) > 
2,50, 秩 不 增 矛 盾 . 如果 4 和 C 都 具有 一 秩 , 令 A=w@v， 
C=g%bh, 其 中 EY,veEX** geEY* 且 heX*. 则 对 任意 的 一 
RAF 2@ fe F(X), BNA 


ar ® f) = Af @Cf = v(flu® h(z)g = (u8 h)(z 8 f)(v Bq), 


所 以 宣 具 有 (0) 中 的 形式 . 
假定 全 具有 定理 2.1.7 (i) 中 的 形式 ， 即 OT) = p(T) fo. 
nej nef 


S 一 秩 元 S= F(X) o MaF), 
对 任意 的 一 秩 元 (ner nef )e (X) ® MaF) 


s= ( vB ele 8 fr) ® fo } 
2(5) = 
plr2@ fi} ® fo vlr2 @ fa) @ fo 


具有 一 秩 当 且 仅 当 (vine) ) 和 (vee te 线性 相 

p(z: ® fi) plzz ® fa) 
X. 取 z1 和 五 使 得 oe. @fi) 40. WHA ce XR 
f eX'*, 有 


( visi f) ) -an| ela @ fr) ). 

piz ® f) ple ® 1) 

容易 看 出 , als, f) € F RAF x, BUH al, f) = alf) Hae X*. 
& Az = p(z fı), WA € B(X,Y). HL S(O f) = af f)Ar@ fo = 
A(z @ f)(a @ fo) BIRAM T EFX), 有 O(T) = AT(a® fo), 


此 情形 仍 化 为 形式 (i). 


MET 具有 定理 2.1.7 (iv) 中 的 形式 ， 即 更 (2 = xo OT). 
i 。 39 . 


令 5 是 如 上 的 一 秩 线 性 变换 ， 则 


zo Q pizi Q fi) 2% @ H(z; @ fa) ) 
zo Bz Bh) To @ (z2 @ f2) 


p(z ® fi) (zz ® fi) 
_ 线性 
具有 一 秩 当 且 仅 当 (sree 和 (year ) 相 


关 ， 取 zl Mf, EA yp Of) 40 BREE PEX 使 得 对 所 
有 的 Ee 下 及 feX*, 有 


( Wg fi) ) = te) ( (a1 hi) . 
v(z ®@ f) p(z 8 f) 
对 任意 的 f Ee X*, $ CF = plz 9 f), MC e B(X*,¥*). 所 以 
(zg f) = ro @A(2)\Cf = (08A (19 f) 且 对 所 有 的 卫 E F(X), 
有 OT) = (ao 8 A)TC*. 1#. 

推论 2.2.2 4 X MY BF LAA Banach 空间 ， 假定 
$: F(X) 一 FY) 是 有 界线 性 映射 ， 则 下 列 陈 述 等 价 : 

(1) 更 完全 秩 不 增 . 

(2) Bo 秩 不 增 ， 

(3) 存在 A € B(X,Y) M B E BY, X) 使 得 对 所 有 的 全 E 
F(X), 有 O(T) = ATB. 

注意 到 如 果 M FX) DAF, Mee RIE 
Rat: M 一 FY) 可 能 具有 问题 2.2.1 中 的 形式 ， 但 却 不 具有 
定理 2.2.1 (3) 中 的 形式 . 


例 2.2.1 em=tr=(% 7 ) ema 其 中 F=C 
或 及 到 序列 {an} CF 使 得 an #0, E janl 2 0, $ A, = 


(1 ox) a= (1 ) mwa 


$3(S} = ( 


lity ;yoo AnT Bh = limn sco (ex + B 十 an7) =at B = ir(T). 
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因此 迹 函 数 到 M 的 限制 是 完全 秩 不 增 的 ， 但 不 存在 任何 A, B 使 
HHF TEM, 有 tr(T) = ATB. 

对 于 完全 保 秩 线 性 映射 ,我 们 有 下 列 结论 . 

推论 22.3 WO: F(X) > FY) 是 有 界线 性 映射 则 下 列 
陈述 等 价 ; 

(1) © 完全 保 秩 ; 

(2) Bo RA; 

(3) 存在 单 射 算 子 4 E BX, Y) MIC € BX", Y*) 使 得 对 所 有 
的 Te F(X), # B(T) = ATC'ly. 

特别 地 ， 我 们 有 

推论 2.2.4 设 更 : Mn(F) > MP 是 线性 映射 ， 则 下 列 陈 
ES th: 

(1) $ 完全 保 秩 ; 

(2) Bo 保 秩 ; 

(3) © 完全 秩 不 增 且 把 某 个 可 逆 和 矩阵 映 成 可 逆 瓶 阵 ; 

(4) Bo 秩 不 增 且 把 某 个 可 逆 窍 阵 映 成 可 逆 矩 阵 ! 

(5) FEA WE A, Be MF) 使 得 对 所 有 前 T & Maf, 
有 OT) = ATB. 

由 例 2.2.1 和 推论 2.2.4, 问题 2.2.1 ZEA ETE i F. 

问题 2.2.2 设 MC MF) EFE S: Mo M.F) 是 
ARR. MES 是 完全 秩 不 增 的 ， BFE BWP As, Bi € 
M(E 使 得 对 尾音 的 Te Ma, 有 OP) =lim,,..AnTB, T 

问题 2.2.2 与 另 一 未 解决 的 矩阵 组 的 渐 近 联合 相似 性 问题 密 
WARK. HT = (Ta Tm) MS S (S1, Sm) Am HA, 
HH T, S: € M,(F). + 


S(T) = {ATA = (AT, A1,- , ATA!) | A E Ma (E) Bt. 
则 了 和 8 浙 近 联合 相似 当 且 仅 当 8cST) H Tessy. 如 


RF=C, 在 文献 [63] 中 ， Curto 和 Herrero HM S € S(T) 


当 且 仅 当 对 任意 的 非 交 换 多 项 式 P, 有 rank(P(S)) <rank(P(T)). 
. 31 . 


设 Flt1,… ,tm] 是 具有 变量 t--- tm 的 所 有 非 交 换 多 项 式 线性 
空间 ， 令 ME) = {P(T) = P(T, Tm) | P € Flt ,tin]} 是 
由 {T Tm} 生成 的 MF) 的 子 代数 ， BM Y: MT) 一 
M(S) € Ma(F) A U(P(T)) = P(S}, 则 更 事实 上 是 代数 同 态 ( 即 
线性 ， 保 单位 且 可 和 恢 }. Curto 和 Herrero 的 猜测 等 价 于 S € 5S{T)- 
SAR TATH. 然而 ， 正 如 在 文献 [88] 中 所 指出 的 ， 这 个 猜 
测 的 回答 是 否定 的 ， 合 理 的 猜测 应 为 

猜测 2.2.3 Se S(T})- 当 且 仅 当 更 完全 秩 不 增 . 

显然 ， 如果 猜测 2.2.3 成 立 ， 则 下 列 猜测 也 成 立 . 

猜测 2.2.4 SH TAHERA T 完全 保 秩 . 

WBS € S(T), WHEW MEE A, 使 得 S =lim, ;wo A,TA; | 
现在 对 每 个 Pe Flt, ,tm], 我 们 有 P(S) = lim... An P(T)A;', 
EAR UD) =limy yoo ADA). 故 完全 秩 不 增 ， 所 以 猜测 的 
充分 性 显然 ， 然 而 我 们 不 知 猜测 的 必要 性 是 否 成 立 ? 但 如 果 我 们 
能 肯定 回答 问题 2.2.2, 则 上 述 两 个 猜测 都 是 对 的 ， 事 实 上 ， 如 果 
T CERRY, WERE Ar, Br € Ma 使 得 对 每 个 非 
交换 多 项 式 P = P(t, …, tm), P(S) = limy.oAgP(T)By. A 
为 G(T) = 1, 因此 limg 0 An Be = 了 从 而 lime sc0(ApBe) = L. 
所 以 P(S) = limg..0.AgP(T)Bs(An Be)? = lims yoo Ak P(T} A; 
于 是 存在 矩阵 Ar E Mn(F) 使 得 对 每 个 P E Flti,… tal, BA 
P(S) = limg 0A, P(T)A,*. 特别 地 ， 我 们 有 


一 (Se Sim) 
= limpo l ArT Az, ,AxEmAz!) = imgs Ak TAZ". 


进击 如 果 于 ERR, WO MA 亚 -1 : AM(S) 一 M(T) 完全 
RA. AEE WE Br 使 得 T = lim... B,SB,', BS A 
TREKKA. Me F=C H MT) = {P(T) | Pe Cle} ( 即 
m=1), ZX VU: MT) > M(S) ® ¥(P(T)) = P(S), 则 猜测 成 
X. 在 此 情形 下 ， Y 保 秩 已 蕴涵 SAMT BD, BPE RT 
AEM, (C) EF S = ATA~! (WLM [89]; 定理 2.1). 
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下 面 我 们 给 出 问题 2.2.2 和 上 述 两 个 猜测 的 部 分 回答 . 

推论 2.2.5 设 M 是 MO 的 半 单 子 代数 且 亚 : M 一 
M,(C) 是 线性 映射 、 则 下 列 陈 述 等 价 ， 

(更 完全 秩 不 增 (或 保 秩 ); 

(2) Bo RAM (或 保 秩 ); 

(3) 存在 矩阵 (SAT DRE) A, Be M,(C) 使 得 对 所 有 的 全 < 
M, 有 (T) = ATB; 

(4) 穿 在 可 道 矩 阵 序列 (或 一 致 了 有 界 可 逆 矩 阵 序列 ) {Arh 
{Bu} C Mn(C) 使 得 对 所 有 的 了 < M, 有 ET) =lim roo4zT Be. 

证 明 ”因为 Af 半 单 ,由 Molin RE, M= Qj Ma. (OC). 现在 
除 (1)>(3) 对 于 完全 保 秩 的 情形 外 ， 推论 显然 成 立 . 俱 定 更 完全 保 
#. A no =max{rank(T) | T € M} = Soni. 把 更 认为 是 从 MC 


i=l 
Mn (C) 到 M,(C) 的 线性 映射 ， 则 由 §2.1 中 的 结论 ， 存 在 铁 为 no 
的 nxn RER A 和 By 使 得 O(T) = ATB. 如 果 m <n, $ A 
是 Cr 土 的 算 子 使 得 ker Ap =rng(A1) H rug(Az) =(rng(41))!; Be 
满足 ker(B2) =1ng(B1) H rng(Ba) =(rmg(B,))". W A = Ay + Aa 
A B= 3B, +B, THAW ENR T €M, & OT) = ATB. 
$44 我 们 将 看 到 ， 矩 阵 代 数 的 任 一 子 代数 上 保单 位 完全 秩 
不 增 的 线性 映射 事实 上 是 代数 同 态 . 


§2.3 Pre AT DB 


本 节 讨 论 保 秩 可 加 映射 . 它 比 线性 的 情形 要 复杂 得 多 ， 

设 下 为 实 或 复数 域 ， 革 和 YY 为 上 的 Banach 空 独 并 记 
Fy = F\ {0}. 对 于 任意 给 定 的 zx & XM SEX, 其 诱导 的 极 小 右 和 
左 理想 分 别 记 为 Ls = {28g |g E X*} M Ry = {yf iye X} 2 
F(X, Y) 表示 所 有 有 限 秩 算 子 的 集合 , HS: F(X,Y) 一 了 (X,Y) 
为 可 加 映射 . 如 果 工 的 秩 为 14m OT) 的 秩 也 为 1, 则 称 是 保 


KEN, WRT 的 秩 为 1 蕴涵 OT) 的 秩 不 大 于 1, WH e E 
,， 33 ， 


一 不 增 的 . id rank(T) AT HK, BHR, rakiy Bg +n) < 1 
4AM} tn 和 ys 或 qr 和 go 线性 相关 . 

EX 2.3.1 me (FT) c FO(T) 对 每 个 有 限 秩 算 子 全 E 
F(X,Y) (或 ， 对 每 个 一 秩 算 子 了 ) 都 成 立 ， 则 称 t RARR T 
的 线性 张 (或 ， 保 一 秩 算 子 的 线性 张 ). 

设 保有 限 秩 算 子 的 线性 张 (或 ， 保 一 秩 算 子 的 线性 张 ). + 
TE F(X, YNET 为 一 秩 算 子 ). 如 果 A eF 使 得 SAT) = 0, W 
么 (T) = O(A“AT)) e FO(AT) = {0}. 因此 ， 可 如 映射 更 保 
Fi RRA REF 了 的 线性 张 当 且 仅 当 存 在 单 射 可 加 明 效 
op : F — F 使 得 BAT) = Tr(a (T). 

定义 2.3.2 HV, Ve PRR LAS, 7: F OFA 
EAA A (BB, 7 WAAR). 如 果 可 加 映射 AVE 
Alr) = 7A) Ac SAH 入 EF M2 eV, WEY, WRK A E T- 
拟 线性 的 ， 

为 简便 起 见 ， 以 下 假定 下 = 了. 如 不 作 特 别 说 明 ， 则 总 假设 
D: F(X) > F(X) 是 秩 一 不 增 的 可 加 映射 . 

引 理 2.3.1 $ V, V 为 F 上 的 向 量 空间 T+:F 一 下 为 
EMEA. 设 4, BY Oh, 是 两 个 7- 拟 线 性 算 子 且 dim 
span(rng(A))> 2. 如 果 ker A C ker B, 且 如 果 对 所 有 疝 量 ze W 
都 有 Ar 与 Br 线性 相关 ( 即 4 与 如 局 部 线性 相关 ), 则 存在 入 EF 
使 得 B= dA. 

证 明 类 似 于 引 理 2.1.3 TERRA GL, WARS. WEE. 

引 理 2.3.2 对 每 个 之 E XX, 要么 存在 y EX HA OL.) C Ly, 
要 么 存在 fe X* 使 得 O(L,) C Ry. 

证 肯 WR, OL.) 是 F(X) 中 由 秩 不 大 于 1 的 某 些 算 子 构 
成 的 加 法 子 群 . 如 果 下 理 的 结论 不 成 立 , 则 存在 算 子 yoo, z 印 了 € 
O(L,), 使 得 y 和 z g 和 了 都 线性 无 头 ， 于 是 OL.) 中 包含 一 个 
秩 为 2 的 算 子 y@z2+290f, 与 的 秩 一 不 增 性 矛盾 . 证 毕 . 

引 理 2.3.3 下列 氢 述 至 少 有 一 个 成 立 : 

(1) WERE ze X, 存在 YEX 使 得 OL.) C Ly; 
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(2) 对 任意 =E X, 存在 fe X* 使 得 Olla) C Ry. 

类 似 地 ， 下 列 氢 述 至 少 有 一 个 成 立 ， 

(1') AER f eX", HH gE X* 使 得 GR;) C Ry; 

(2) 对 任意 F EX", FE yE X WS G(R) C Ly. 

证 明 ”如果 spand(L,) 的 维 数 小 于 或 等 于 1 AO Fyege 
O(L,), 那么 显然 有 F(Z.) C Fy @g, 此 时 ， 根 据 需要 ， 我 们 既 可 取 
BILs) C Ly, 又 可 取 OL.) G Ry. 

FRR 20,21, yo € X UR g EX" HB (La) E Ly, 
(La) C Ra, B dim spand(L,,) > 2, dim span®(L,,) > 2. F 
Fe, O(L2,)\Fyo Dg £ 0 MERE h E X* E Dooh) = wg 
Ag So, 线性 无 关 . 类 似 地 , 存在 ke X 使 得 D Ok) = 2Oqy 
E yo 与 z 线性 无 关 . 令 mE X FB Gay eh) =ywom 由 于 算 
F (zo+2,) Ok E-KN, HERH S THR yw Omtzaq 的 
秩 不 超过 1, 由 假设 ，wo 与 z RK, RHA 和 使 得 m= àg, 
Wil Eizo @k) = yo BAG. 类 似 地 ， 通 过 考虑 算 子 (zo + 21) VA, 
可 导出 存在 py EF EA S Oh) = py On. HH, AF yo z, 
gt +a So 是 两 个 线性 无 关 组 ， 故 


P((zo + 21) Q (h + k)) = yw B (g + (A + Hg) +z 8h 


的 秩 等 于 2 FA. 

第 二 个 论断 类 似 可 证 ， 证 毕 . 

引 理 2.3.4 i rog(d) ERETI Ly, RAAF R,. 
进而 ， 假 设 引 理 2.3.3 (1) 成 立 ， 则 对 每 个 f © X*, 存在 g € X* 
使 得 ER) CR. 另 一 方面 ， 假 设 引 理 2.3.3 (2) 成 立 ， 则 对 每 个 
SEX", HE ye X WH ORs) E Ly 

证 明 只 考虑 引 理 2.3.3(1) 成 立 的 情形 ， 情 形 (2) 的 证 明 类 
似 . 

用 反 证 法 . 假设 存在 z EX, EX 使 得 同时 有 更 (也 =) C 
Ly, 和 (Rj) CL, RY. WEAR 2.3.3 的 证 明 ， 可 以 假设 dim 
span(®(Lz)) > 2, dim span(®(Ry)) > 2. 于 是 ， 存 在 线性 无 关 的 线 
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PEZA g', g” UR RPE Bk, k", 使 得 
Prok) =yog, Srgk"}=y8g". 


因为 ® 的 值 域 不 包含 于 Ly, RAE zl Oki 使 得 更 (zl @ k) = 
neg FOB yw REER. 因此 BL.) C Ly,, 从 而 存在 ww € X* 
使 (2) o k)=y Ou. 注意 到 O((r+2) OK) =y@/¥/+mn Ou 
是 一 秩 的 ， 所 以 存在 复数 和 使 得 u = Ag’. 

更 在 考虑 两 种 可 能 的 情形 ， 首 先 设 A A 0, 即 更 (zi gk) = 
an Oy £0, HMB yO Minog AO Ry) 中 两 个 线性 无 
关 的 算 子 . H (Re) C Ry, 且 不 存在 满足 O(R,) CL, 的 向 草 
2EX. 于 是 根据 引 理 2.3.30), 我 们 也 有 BR) CR, HET g 成 

HK, Bk 0 = Oz; Ok’) = B(x, @k") = F(z 8 k). WY 
Pilz + 21) BK + k1)) = Prek) + Er Oki) = yD tm Sa. 


因为 上 式 右 边 的 秩 不 大 于 1, DA g = Bo MHP Be F 成立 ， 
而 (e, Ski) 关 0 BH BAO. FRR” RR A, BW g” 
gil= Bg’) REEMA, FB. 证 毕 . 

$23.1 BR, OAc @ fs) C D) NGRA Alt, we 
O(c @ f) #0, 则 由 引 理 2.3.4 可 得 SAze@ f) C Fo(z @ f) 进而 ， 
在下 闸 引 理 中 ， 我 们 将 证 明 O(Ae @ f) —0 @ A=0, Mild © HK 
秩 一 算 子 的 线性 张 . 

引 理 2.3.5 在 引 理 2.3.4 的 假设 条 忻 下 , 我 们 有 , 对 所 有 zE 
X, EA OL.) = 0, BA dim span(@(L,)) > 2. 类 似 地 ， 对 所 有 
了 E BA O(Ry) =0, Z4 dim span(H(Ry)) > 2. 

证 明 只 需 考 虑 引 理 2.2.31) 成 立 的 情形 . 

显然 ， 更 的 人 域 不 含 于 任何 L, REAR, 的 假设 条 件 等 价 于 
存在 21 Of; M22 @ fo PH O(2, 8 ft) = yga @ = 1,2), EP 
Sy AR g 与 gz 是 两 个 线性 元 关 组 . 由 引 理 23.4, (2,0 fi) E 
O(L5,)0 BORE) C Ly N Rg Cy Og) 1,7 = 1,2. 所 以 ， 存 在 
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œz, 001 EF ER} 更 (21 8 fz) = ergy O92, O(22@ fr) = any Ogi. 
RANA 


亚 ((zl + #2) @ (fi + fa)) 
=W Oo t+ y2 @ got aay @ go + aay Ogi 
= y: @ (gr + a12ga) + y2 @ (aig + g2). 


HF EKTK, 故 右 边 算 子 的 秩 不 大 于 1, 因而 必 有 oer = 
1. 所 以 B(x; 8 fj) = ayy @ g (ij = 1,2) 是 4 个 线性 无 关 的 算 
F. . 

ME OL.) #0, MOA Oe @f)=yOge HL). WA, 至 
少 有 一 个 ie {1,2}, 也 至 少 有 一 个 了 E {1,2}, EA y 5 yg 5 g 
线性 无 关 . 分 别 用 rSf A zO fj RE O fi Marg fan HER 
上 述 论 证 ， 可 知 S(2@ f) = yOg M Eg f;) = ay g E Dlr) 
中 线性 无 关 ， 这 就 证 明了 dim span($(L,)) > 2. WF B(Ry) #0 
的 情形 ， 可 类 似 证 之 . 

最 后 证 明理 保 秩 一 算 子 的 线性 张 . 假设 不 然 , 则 根据 引 理 2.3.4 
ANTE 2.3.1, 存在 算 子 zo @ fo RIES A MBM Too : F — F HB 
(zo fo) = yo @ go A 0, SCA ® fo) = ToolA)yo @ go. An fE BT 
的 讨论 ， 可 以 设 y Fw 以 及 go 与 各 都 是 两 个 线性 无 关 组 ， 从 
而 Pirs @ fi) = ayo Sqr, B(z1 @ fo) = at @ go. FAYE 2.3.1, 存在 
可 加 (可 能 不 是 单 射 ) 函数 r: P+ FOE 

ATi 四 万) = tN Er ® f) YAEF :3,7=0,1. 
FR pe F, 则 
@((uro + 21) ® (fo + fi)) 
1 
= yo ® (To0(#)g0 + at01(4) 91) + 11 8 (s + a) . 


因为 右边 前 秩 小 于 或 等 于 1, 我 们 必 有 Tolu) = Tila), Bl 700 = 
To. 由 假设 ， 存 在 非 零 的 Mo EF 使 得 To01(X0) = Toà) = 0. 于 是 


®((Apto +21) fo+A)) = (roo(jsXo)yo + 二 mm @otmOn- 
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然而 , 由 于 右边 算 子 的 秩 不 大 于 了 故 对 所 有 的 p, 有 Tolupio) 三 0. 
所 以 0 = Too(Fào) = Too(F), 此 与 ruo(1D) =1 矛盾 . 证 毕 . 
FRNA RAT RERI RRA e. 
定理 23.6 4&6: F(X) > F(X) 为 秩 一 不 增 的 可 如 映射 . 
设 enge(F) ETETEA Ly 又 不 售 于 任何 Ry 则 下 列 之 一 成 立 : 
(1) 存在 环 同 态 r: 了 一 正 以 及 7- WREEK A: XXH 
C:X* + X* 使 得 


(re f) = Ar @Cf 


对 所 有 xz € R f EXX* 都 成 立 . 
(2) FERA T: Fa FUR Tr- 拟 线 性 变换 A: X* XH 
C: X > X" 使 得 
S(z@ f)= Af @Cz 


对 所 有 x EX 及 EXX* 都 成 立 . 
证 明 假设 对 每 个 z CX 都 存在 y COX 使 得 BL) C Ly 
{于 (上 2) C Ry 的 情形 可 类 似 地 讨论 ， 从 而 可 得 到 结论 (2)). 
固定 z, MEETME C, : X* — X* 使 得 O(2 @ 了 ) = 
yOCrf. HC. #0. 由 引 理 2.3.5, FEM IRM FF 
使 得 
CMF =T NC  VAEF. 


因为 Cy #0, 引 理 2.3.5 蕴涵 dim span(rng(C.)) > 2. 于 是 存在 
fg E X* 和 使 得 Cf 和 Cig 线性 无 关 ， 由 于 


CoN + Ag) = To, f+g (NM (Caf + Cag) = Tap (A) Caf + Tag A)Cag, 


BE Tef = Testo = Teg 如 果 Cof M Cog 非 零 但 线性 相关 ， 可 找 
Bj h c X* 使 得 Ch 与 Ce 也 有 Ceh 与 Cig 都 线性 无 关 ， 从 
而 仍 得 到 Tef = Tah = tog 所 以 对 所 有 f Z kerC,, to, 都 是 相 
同 的 ， 我 们 把 它 简 记 为 m. 显然 ， 当 fekerC. tt, H31% 2.3.5, 
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O(2 @Af) =O WER ACK ABR. 因此 ,对 这 样 的 了, 我 们 仍 可 
定义 Tr,f = Tx. 这 样 一 来 ， 对 任意 的 À H € F, 我 们 都 有 


Tz(Ap)Crf = Co(Auf} = Te(A)Ca (uf) = Te{A)T2(L)Cexf, 


从 而 元 是 可 乘 的 ， 即 ， 7. 是 与 f HAMAESH MA. 

下 面 我 们 证 明 mr 也 与 > 无关， 由 假设 ， 存 在 线性 无 关 的 向 
Bn, we, 以 及 向 量 r, co, 使 得 0 A D(L) C Ly, i = 1,2. 所 
以 Ca, £0, FARES J, 9 使 得 Caf 和 Cg 线性 无 关 . 由 
于 Co, £ 0, 如 果 必 要 ， 把 f Ag 加 上 一 个 适当 的 泛 函 h, 进而 可 
设 Caf 和 Cog 中 至 少 有 一 个 不 等 于 0 (如 有 必要 ,用 2h 代替 A, 
仍 可 保证 上 述 过 程 不 破坏 Caf 和 Cs,g 的 无 关 性 ). 现在 ， 对 任意 
A u EF, 更 把 秩 一 算 子 


T = 2, @ (Af + ug) +22 @ (Af + ug) (2.3.1) 
RAAF 


S(T) = y1 @ (Ta, (MCof + Ta, (4) Ce,9) 
+42 ® (Taa (A)Caa f + Taa (1)Cz29), 


其 秩 不 大 于 1 A yny 线性 无 关 . 分别 取 à= 0 和 u= 0, 不 难看 
出 存在 常数 wo ER 使 得 Crag = Cz, Caaf = vy, f. RAL 
式 并 令 A= 1,4 


y1 @ (Cu, F + Ta (u)Cr.g9) + Y2 @ WC, f + ot, (#)Cz,9) 


为 秩 小 于 或 等 于 1 前 算 子 ， 且 vCs,f 和 oCz,g 中 至 少 有 一 个 非 
Z. Am, FE a cF 使 得 ar = 1, te,(u) = aor, (4). AT 
Ta (1) = 1 = Teg(1), RAIA v = 0. 所 以 Te (H) = Te (ph). 最 
后 , Bre xX 是 满足 0 并 OL.) CL, WE-AM, BA {ym} 
和 {yy} 中 至 少 有 一 对 是 线性 无 美的 ， 对 此 重复 上 述 论证 ， 不 难 
得 到 7% = Ta, = Te, = T. 
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到 此 , 我 们 已 证 明了 , 只 要 C, £0, AT 就 与 x 无关 . BK, 
当 Co = 0, 对 任何 同 态 7, Cz 都 是 7- 拟 线性 的 ， 从 而 028 f) = 
T(A}y @ Czf, BI E EE T- 拟 线性 的 . 

下 面 我 们 证 明 如 何 把 C 重新 定义 使 之 成 为 与 > 无关 的 算 
F. 在 方程 (2.3.1) 中 令 A= 1,4 = 0, 则 得 秩 不 大 于 1 的 算 子 


®((21 + x2) @ f) = BC+ = V1 8 Co, f +92 Cs, 


WC = Cy, ten) 并 注意 到 ,ys 线性 无 关 , 不 难看 出 Caf 和 Caf 
都 与 Cf 线性 相关 ， 进而， kerC = kerCs, mkerC 而 引 理 2.3.5 
WAZE Z, dim span(rog(C)) > 2, 24 C 二 0. 根据 引 理 2.3.1, 存 
在 a, BEF 使 得 Co = oC, Co = PC. 因此 ， Cr 与 Cr, 只 相 卷 
一 个 常数 因子 ， 把 这 个 常数 因子 吸收 到 张 量 积 的 第 一 项 ， 则 算 子 
Cz 就 与 s 无 关 ， 从 而 有 Ca = C. 于 是 ，. 


G(Az @ f) = rfA)y @ CF. 


现在 , RY chy 显然 是 可 加 的 且 满 足 Azi TCO)y. 定义 hz = y, 
则 定理 得 证 ， 证 毕 . 

FARA, MEO HERASERT Ly F, WS 不 再 有 这 
么 好 的 性 质 . 

2.3.1 令 {zijier 和 {fi}ier PRE BRF E X X 的 
Hamel 基 {众所周知 , 它们 的 基数 相同 }. 进而 , 令 {Xajaez 是 下 关 
于 有 理 数 域 全 的 Hamel 基 . WA, ar: hda AK) RFQ 
的 Hamel Æ. WE {gi,j,aji,j,a 是 一 族 泛 隐 ， 则 存在 惟一 的 秩 一 不 
增 可 加 映射 P: F(X) + Ly, 其 定义 为 Par: O fj) = yo 8 ija 

我 们 现在 要 说 明 更 不 必 具 有 定理 2.3.6 中 (1) 或 (2) 的 形式 . 
为 此 ， 取 可 能 最 简单 的 例子 ， 即 令 下 = 了 及 且 dimX =2 由 定理 
1.2.8 知 ， 区 的 惟一 非 党 同 态 就 是 R LORS. MO, EH 
2.3.6 中 的 4 H C 是 线性 的 . 令 mi, :下 一 及 是 两 个 不 连续 的 可 


加 双 射 (其 存在 性 参见 [1; p.14,15]). 那么 映射 


è: ( à Ag } o ( rildi)  Te(Az) ) 
Xs Aa 0 0 
是 可 却 的 ， 秩 一 不 增 的 且 非 连续 ， 从 而 不 可 能 具有 定理 2.3.6 中 所 
述 的 两 种 形式 之 一 . Rit, PMR) = La 其 中 el = (1,0) € X. 

如 果 增 加 保 秩 一 算 子 线性 张 的 条 件 ， 则 可 以 得 到 例子 2.3.1 中 
类 型 的 秩 一 不 增 可 加 映射 的 完整 刻画 ， 由 于 证 明 较 繁 且 本 书后 面 
没有 用 到 ， 我 们 在 此 只 列 出 结果 ， 证 明 可 参见 [139]. 

定理 2.3.7 O: FU) > Lp RS: F(X) + Ry 是 保 一 
秩 算 子 线性 张 的 可 却 映 射 . 进而 ， 设 dim span(rng(@)) > 2. WH 
在 环 同 态 7 :于 十 F 使 得 是 7- 拟 线性 的 ， 且 具有 下 列 4 种 不 同 
的 形式 之 一 : 

(1) EB(z@f)= Ar@CF, EP A: X> X MC: X> X* 都 
是 了- MAEM; 

(2) O(c ® f) = Af@Cz, KP A: X* 9X AHC:X 4X* 都 
是 r- 氢 线 性 的 ， 

(3) lz 8 f) = m Del @ F), HP 0: F(X) > K” E rM 
性 的 ; 

(4) Be @ J) =pl 8 f) Og, EF p: F(X) > X Ær- OR 
性 的 . 

现在 讨论 保 秩 一 性 的 可 加 上 映射， 由 定理 2.3.6, 下 面 结 果 是 显 
然 的 . 

定理 2.3.8 46: F(X) > F(X) 为 保 秩 一 性 的 可 加 映射 . 
设 mg) ETETEN Ly, 又 不 合 于 任何 Bo. 则 下 列 陈 述 之 一 
成 立 : 

(1) FEBS T: Fo FORMS > 拟 线性 变换 A: 
XOX HC: X* 3 X* 使 得 O(2@ f) = Ac OC MRA rex 
及 了 EX* 都 成 立 . 
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(2) FERRARA TS FOF 以 及 单 射 +- 拟 线性 变换 4 : 
X* 3X MCX X WH Oe @ fl =Af aCe MMA rc xX 
及 FE 天 都 成 立 . 

注 2.3.2 4 F=RE0 X ASM Banach SAM, X ERI T- 
拟 线 性 变换 事实 上 是 线性 的 . 从 而 ， 在 上 面 定理 238, MES 
是 满 射 ， 则 算 子 4 和 C 都 是 双 射 . 但 是 当 F=C 时 ， 要 得 到 同样 
的 结论 ， 我 们 必须 要 求 更 是 双边 保 秩 一 性 的 . 

定理 2.3.9 4 X AMM F E Banach 空间 ， 更 : F(X) 一 
F(X) 为 双边 保 秩 一 性 的 可 加 满 射 ， 则 下 列 陈 述 之 一 成 立 : 

(1) FERRARA TIF ORF ER 7r- URW ASK >X 
AC: X* + X* EA or) = Arot HMA «eX BFE X* 
都 成 立 . 

(2) 存在 环 自 同 构 7:F >F AA r- MRENAH A: X* >X 
MC: X 3 X* HB Ore f)= Afece WMA ze X Bf e xX* 
都 成 立 . 

证 明 只 需 考虑 下 = C 的 情形 . 令 4Cr 为 定理 2.3.6 中 
定义 的 映射 ， 由 于 ® RRA, MRP x eX, OL) 必 
等 于 某 个 Ly RR, WETA, AMC 都 是 满 射 ， 现 在 证 明 rT 
EHH BH + 不 是 满 射 。 HTH c eX Mf EX", id 
tro fl=-ySg. 因为 了 不 满 ， 故 存在 复数 AEB yog FE 
$C 久 f) 中 的 元 。 由 此 推出 ， 要 么 存在 向 量 4 €E X 使 得 4 与 x 
线性 无 关 而 Cue f)=rAyOg, BAEZ he X* 使 得 与 
f 线性 无 关 而 B(x gh) =Ay@g. 在 前 一 种 情形 ， 选 择 与 了 线性 
ERM REX, WHF cOk+uefRoKRHACE © FH RA 
是 一 秩 的 ， TE BU. BARRIER. 所 以 7 是 满 
St. TE. 

下 面 给 出 一 个 保 秩 一 性 但 不 是 双边 保 特 一 性 可 加 双 射 的 例子 
因此 ， 定 理 2.3.9 中 “双边 ”的 假设 条 件 不 能 简单 地 去 挤 . 

2.3.2 我 们 先 证 明 存 在 不 是 满 射 的 环 同 杰 7:C 一 C. $ 
S CE ECA H-TMBE. MAES, HOTH=S\ {ro}. + 
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:5 一 了 是 一 个 双 射 .对 任意 AE OS), 存在 两 个 多 变量 有 理 系 
RAMA p 和 g, 使 得 


Da 
q(t, "we Hn)’ 


其 中 ja,.… ,pn 是 8 中 相 异 的 元 ， 定 义 


_ PUF GH). Flite) 
a) = Oa) Fen) 


由 于 S 是 超越 基 ，9 无 层 异 地 在 QS) 上 定义 了 一 个 取 值 于 OT) 
的 函数 .不 难 验证 ， g BIPM AR. 

“考虑 由 所 有 9g 的 环 同 态 延 拓 组 成 的 集合 , 并 按 延 拓 赋 予 伪 序 . 
直接 应 用 Zorn 引 理 ， 知 存在 极 大 元 7 :I C. 我 们 将 用 反 证 法 证 
明 I=C. 如 果 I 关 C, $ jo EC\I, BR, wo 在 了 上 是 代数 的 . 
令 Plu) =u” tap" lH H am 为 惟一 使 得 P(po) = 0 HAR 
在 I 中 的 不 可 约 首 一 多 项 式 ， 取 a EC 使 得 


O= ep +7(a) H + Tlam). 


对 任意 上 = 》 bing, 其 中 be El, 定义 


i=0 


k(u) =$ (bda. 
ic0 

AER HH, ok TA po 生成 的 域 上 的 环 同 态 ， 这 和 与 7 的 极 大 性 
Fis. Bit, I=C. 

现在 证 明 7 不 是 满 射 . 为 此 , 假定 存在 复数 v HE rv) = 
HT v EQS) 上 是 代数 的 ， 故 复数 Ay BH TAS) CQT) 上 
是 代数 的 ， 而 此 与 各 WYER FFP H- 

令 T:;C 一 CC 是 任意 不 满 的 环 同 态 把 C 看 作 域 ng(7) 上 
的 向 量 空间 ， 而 令 DP. | a EJ} H CHi Hamed Æ. CH 


以 被 描述 为 直接 和 C= aes horng(7). 选取 复 Banach 空间 X 
.43 ， 


及 指标 集 K ERX 关于 人 有 两 个 形 如 {18a |a E J, EK} 
和 {ya 1 2 € K} 的 Hamel Æ. 再 取 X* KFC 的 一 个 Hame 基 
[f| YEM}. 定义 映射 C :XX* > XT: 


C (z mh) = 2 7 (ty) Fy. 
you YEM 

注意 ， 上 面 和 式 中 只 有 有 限 多 项 可 能 不 为 零 . BR, C 是 单 射 可 
mh, FMR, SHAW pe CAM fe Xt, CU 站 =T7TOOCF 而 
每 个 了 E X* 都 可 表 为 了 = 》, ifr py EC, HB f € mg(C) 


TEM 
都 可 写成 了 = 了 》 fy vy E mg(7). 这 两 个 和 式 中 都 具有 有 限 项 
vEM 
PAP. HAX MIM HRA X* = Pacs Xarng(C). 
因 集 合 {taa |a E J, 8 EK} AX KFC fh Hamel Æ, K 
每 个 算 子 EFX) 可 惟一 地 表示 为 


F= > Epa ® fae: 


ab, BEK 


ELD: FIX) > F(X) 如 下 : 


> ( I taa ia) 


ae) EK 


= > Anta D C fh, = 5 yg 多 MaC faa 
oe J, Pek atJ BEK 
BR, & 是 可 加 映射 . 注意 到 {yp 1 8 EK} Æ X 的 Hamel 基 , H 
X* = Macs Marng(C) Bo RH. 假设 已 = SY zp.a@fao 


acd Bek 
是 一 秩 欧 , 则 存在 CX” 使 得 对 每 个 nw cJ e e K BA foa € Cf. 
FA Chef) = TCF, 可知 OF) BRHF, BORAT HR 
一 性 . 但 是 ， 如 果 取 a 5 € JoF#6,K f,geX* 线性 无 关 ， 再 
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取 p EK, WAF tpat ftes Dg 具有 秩 2, RAEES TFH 
像 具 有 秩 1. 所 以 ， 更 并 不 双边 地 保 算 子 的 秩 一 性 . 

对 于 有 限 维 情形 我 们 有 

推论 2.3.10 4 M,(C) nxn BEER. HP EMC) 
上 保 秩 一 性 的 可 加 满 射 ， 那 么 存在 C 的 环 自 同 构 7 UR AT Bi 
阵 A,B 使 得 更 具有 形式 Hgs) = ATi) axnB 或 形式 
B((Ais)nxn) = = ACTA) yn B- 


§2.4 REk— TEE FE R AT RS 


AAG BLE AR IK — FES RE 1G EK BY BY IT. SE 
复 Banach 空间 X 上 的 映射 T RABRRAEH, RT 可 加 
且 对 所 有 ze X MrA€C, F TAs) = Te. 这 样 的 映射 可 以 
看 作 是 实 空间 上 的 实 线性 映射 ， 因 而 闭 图 像 定理 仍然 适用 .对 于 
xz EX 及 fEX*, 我们 用 f(z) 或 {xz, 放 表示 了 在 z 处 的 值 WR 
T:X — X EKARREN, 我们 可 用 关系 式 (T" 了 )(z) = f(T) 来 
定义 本 ASR T: X* Xt BR, T REZA T" 处 
处 有 定义 且 是 连续 的 . 

引 理 2.4.1 i X Æ Banach ZH, &:F(X)—-> F(X) 是 保 
ARRET MRR RETE P E F(X), 都 有 
(FP) C FBP(P) wa, Wl S 保 秩 一 性 和 秩 一 赛 零 性. 

证 明 我 们 先 证 明 t 是 秩 一 不 增 的 ， 如 果 了 SRK 
等 元 线性 相关 ， 则 由 引 理 的 假设 条 件 ， D7) 的 秩 小 于 或 等 于 1. 
因而 可 假设 了 = x @ ERFA. h Habn-Banach 定理 ， 存 在 泛 
BA EX HRA) =1 @h=fA-f BR, Rares 
(i= 1,2) X-H FT, H 


T=P-P=r fi-n fa 


Al OP) = yi 8 gi G = 1,2) ARS, M gly) = 1. 注意 到 
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P= 六 (P+ 肪 ) RAESTE O 是 可 加 的 ， 我 们 有 
EP) = inan) + (Om) 


BER- ESAT. WMU, 要么 yun 线性 相关 ， 要 人 么 m1, 92 线性 
MR. 如 果 yn AERX, PR-H, Tn =w-y 于 是 
OT) =yOn-y@en 是 秩 不 超过 LHRERST. p 与 oo 线性 
相关 的 情形 类 羽 可 处 理 ， 

因为 再 是 满 射 ， 因 此 定理 2.3.6 的 条 件 被 满足 . 设 更 具有 定 
理 2.3.6 中 的 形式 (1), Bl Or @f)= Ax Cf. 如 果 对 某 个 非 零 向 
E zo € X F Aro =0, K fo € X* HF folto) = L WP = Bfo 
ER-BSM 更 (P) = 0, FE. 同 理 可 证 C AHH. HAS 
保 秩 一 性 的 ， 证 毕 . 

定理 2.4.2 X ERSAT 2 的 实 Banach 空间 或 是 无 限 维 
的 复 Banach 空间 ， 设 更 : F(X) > F(X) 是 保 秩 一 千 等 性 的 可 加 
OH, HREM ho Pe F(X) 都 有 BURP) C FP) 
成 立 ， 则 ， 在 实 的 情形 ， 更 具有 下 列 两 种 形式 之 一 : 

(1) AAEM ASX X 使 得 对 每 个 了 F(X), 有 
P(T) = 4T4-1i 

(2) 存在 连续 线性 双 射 4 : X* 一 X 使 得 对 每 个 了 © F(X), 
# ®(T) = AT*A-1; 

在 复 的 情形 ， 现 除 可 能 具有 上 述 两 种 形式 之 一 外 ， 还 可 能 具 
有 下 面 两 种 形式 之 一 : 

(3) FEE AHMAR A: X OX 使 得 对 每 个 一 秩 算 子 
tf MA tro f)= Ar@(A')f RY; 

(4) FEB MH 4 : X* 一 X 使 得 对 每 个 一 秩 算 
子 z 久 f 都 有 tof) = Af o(a RA, Khe: XX" 
BARRA. 

在 证 明定 理 之 前 我 们 举例 说 明 ， 定 理 中 的 条 件 “ 更 ([FP) E 
FO(P) 对 所 有 秩 一 圭 等 算 子 都 成 立 ”不 能 去 掉 . 
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例 2.4.1 存在 双边 保 秩 一 宕 等 性 但 不 连续 的 可 加 双 射 更 : 
M,,(IR) 一 Ma (R). 

证 明 首先 证 明 存 在 可 加 映射 + : 玉 一 下 使 其 满足 条 件 r(1) = 
1, 7(7(t)) =t 对 所 有 tER 把 区 看 作 有 理 数 域 上 的 向 量 空间 ， 
应 用 Zorn 引 理 可 找到 中 的 一 个 基 B= {1} {da | a € JHU {ea | 
a e d}, 其 中 三 个 集合 两 两 不 交 ， 对 每 个 上 E RR, t 可 惟一 地 表示 
为 =p 二》 dadat > rata ÈP P, gata 都 是 有 理 数 ， 定 义 


aed atl 
T(t) =pt+ > Tade + 》 dala: 显然 (1) = 工 旦 (rt 的 ) =t. mE 
CEJ acl 


7 连续 ， 作 为 下 上 的 连续 可 可爱 射 ， 7 必 有 形式 r(t) = ct, 其 中 
c 是 国定 的 常数 ， 而 r(1 = 工 则 追 使 c=1 于 是 对 每 个 wEvy 都 
有 ec = da, 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 7 不 连续 . 

选 定 上 述 T, BMG: Mn(R) 一 Mn(R) (n > 了) 为 8T) = 
T + (r(tr(T)) — tr(T))I. BR è 可 加 并 不 连续 ， 如 果 F(T) = 0， 
MA T = cl, WKAR nrc) =(n- lc. 两 边 癌 时 用 7 作用 ， 得 
(n—ijr{c) =ne. AHE c=0, ROBBER. 为 证 a REAMER, 
ER Se M,(R), 我们 需 找 到 了 使 得 


S= T + (r(tr(T)) ~ tr(THL. (2.4.1) 


上 式 两 端 取 迹 ,得 tr(5) = nr (tr(T))—(n-L)tr(T), 从 而 有 T(tr(5)) = 
ntr(T)—(n—-1)7(tr(T)). 所 以 T(tr( SH) ~tr(S) = —-(2n—D(7T(tr(T))— 
tr(T)}. REB, EPE 


1 


T= 
5+ 


(r(tr(S)) — tr(S))I 


是 方程 (2.4.1) WA, Oo ARH. 

WET ER- RGE, WEES 1, HERA OT) =T. 
反之 亦 然 . 证 毕 . 

定理 2.4.2 的 证明 由 引 理 2.4.1 AS RHE, MT OBA 


定理 2.3.8 中 的 形式 (1) 或 (2). 首先 设 更 具有 形式 (1). 令 4,C 和 
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7 如 同形 式 (1) 中 所 述 . 在 实 的 情形 立 知 4 和 C 是 线性 双 射 . 下 面 
我 们 往 证 ,在 复 的 情形 ，4 和 C 要 么 同时 是 线性 双 射 ， 要 人 么 同时 
是 共 轿 线性 双 射 .为 此 ， 先 证 明 关 系 式 (Ax, g) = 7T({z,C -19)) 对 
所 有 Zz EX 及 ge rmg(C) 者 成立， Rex 使 得 Cf =g mk 
f(x) = 0, 则 一 秩 算 子 cOf RRSH. 根据 引 理 2.41, #28 f)= 
Az 久 Cf HAREM. MA, (Ax, Cf) = (Ax,9) =0= "7((%, f)) = 
t{(z,Co'g)). MR (z, f) #0, W (ef) eof BK-BSR 
子 . AA S(((, zS f) = rie, fy) Ae @ CF, (æ, f) = 
(7T((z, f) HO 保 秩 一 里 等 性 ,我们 有 (Az, Cf) =7((z, f)), 或 
等 价 地 ， 有 《4zr,9) = ri(s, C1g)). 

更 在 我 们 证 明了 = 连续. 反之 , 假定 7 不 连续 , 则 7 在 0 点 的 任 
何 领域 内 都 无 界 . 取 满 足 fill < 1 的 线性 泛 函 Aex, 并 取 单 位 
HE y 使 得 (yi, C7' fi) 40. 因为 + 在 {Xn,C o | [A] < 277} 
上 无 界 ， 故 对 满足 | 和 14| < 277 WET A, B r(A CA) > 1. 
令 21 = Myn W lell < 2-7 BA re CA > 1 BORE 
lf <i fre xX" 使 得 Ce {m}. BROIL Meh 
线性 无 关 ， 这 样 我 们 可 取 单 位 向 量 y © X 使 得 (ye, Co fe) 去 0, 
Hi (yo. C7" fa) = 0. 由 了 在 集合 {Aly C fa) | [AL < 277} 上 的 
无 界 性 ， 存 在 Az 使 得 [rOy fa) > 2. 令 r = Ay M 
leall < 2-? H |r({e,C71fa))| > 2. 假定 所 取 到 的 xz1,x2,… ,wn 
和 fis fay fn 满足 lel < 2% [All <1, BSG ARM, # 
qen Clk = 0, |r({ei, CRDI > i Gk = 1,2,--- nn). 取 jt1 和 使 
得 C fata € {viz2 t En} H ifall <1. 那么 O far € 
apan{C7'fi,---,C' fn) 选择 单位 向 量 voir E X 使 得 Onis 
CT Fria) #0 18 (ya CT) = 0 (¢ = 1,2,---,n) 因为 7 在 
(Alt CT fara) | AL < 2°) 上 无 界 ， 故 存在 满足 Antil < 
2-4) 的 Aner 使 得 Uant OT a H > nn 十 1, 其 中 tag = 
AntiYn+1 继续 这 个 过 程 ， 我 们 得 到 {en}, Wf), 满足 下 
列 条 件 : 

(1) 对 每 个 mo leni] <27 B fall $1; 
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(2) nkt, (£m C fh) = 

(3) [r((en, C+ fa))| > n. 

注意 到 = = J zn € X, 因此 Ave X. 然而 ， 
n=1 


(Az, fa}l = |7({e, C7 fad)| > n, 


矛盾 . er EE. 从 而 由 定理 1.2.8, 我 们 有 (为 三 入 或 r(A Hh 
由 此 可 知 ，A 和 CC 要么 同 是 线性 的 要 么 同 是 共 轿 线性 的 . 现在 由 
定理 2.3.8 知 4 利 口 都 是 双 射 . 

因为 > 保持 秩 ~- 竹 等 性 和 秩 一 竹 零 性 ， 在 实 的 情形 ， 我 们 必 
有 (Ar, CH = 如 ,办 对 所 有 的 z e XA Fe XX* 成 立 对 于 复 
的 情形 ， 要 么 对 所 有 的 EX 和 EX*, 有 {Az,Cf) = (2, f), 
BARNER xe XH FEX, E (Arch = te, f). 无 论 哪 种 
情形 我 们 都 有 C = (4. 由 于 A 总 是 闭 算 子 而 C 是 处 处 有 
定义 的 ， 歼 由 闭 图 定理 ， ANC MER. Blk, CMPRAR 
性 的 情形 (3) 已 得 证 .对 于 线性 的 情形 ， 取 x,y ex, Jex, 并 
注意 到 (Heg f))y = (4z@Ch = (y, Cf} Ar = (A yf) Az = 
(A(e® 有 4-1)y, 而 此 完成 了 定理 中 结论 {1) 的 证 明 . 

MER A 和 为 定理 2.3.8 (2) 中 的 算 子 .类 似 于 前 面 情形 
的 讨论 可 证 A AC 都 是 线性 的 或 都 是 共 轿 线性 的 双 射 . 在 线性 情 
ERITA (Af, Ce) = (ze, 访 ,在 共 轰 线性 的 情形 我 们 有 (Af,Cx} = 
m,f) FRA=(C), 且 由 闭 图 定理 知 4 和 C 都 是 连续 的 . A 
此 ， 定 理 中 的 结论 (2) 或 (4) 成 立 ， 证 毕 . 

4X 是 Hilbert 空间 时 ， 上 述 结论 有 更 好 的 表述 ， 

推论 2.4.3 4 H AMA Hilbert 空间 ， 更 : F(H) 一 
F(T) 是 保 秩 一 等 等 性 的 可 加 满 射 . 如 果 对 每 个 秩 一 赛 等 算 子 P 
都 有 再 (CP)] C CH(P), 则 下 列 陈述 之 一 成 立 ， 

{1) 存在 连续 线性 或 共 斩 线 性 双 射 A: H A, 使 得 对 所 有 
T € F(H) MA O(T) = ATA“; 

(2) 存在 连续 线性 或 共和 线性 双 射 A: H > H, 使 得 对 所 有 

+ 4ġ ， 


T € F(H) 都 有 OT) = AT* A. 

对 于 有 限 维 情 形 我 们 有 如 下 结论 . 

推论 2.4.4 4M, (C) E nxn HERRE. i p E MC) 
LRR- RSE TAS, WEARER P 都 有 
®(CR) C CO(P) 成 立 , MEE C MAE A r AER A tE 
得 更 具有 形式 P((Aiz nxn) = 4(r(Ai))nxn4 或 形式 P(A; nxn) = 
AT) nxn A 


82.5 RRS EA BY OBR 


BR, RATT =c@fe F(X) AR-HFHSERYS 
(æ, f) = 0, 此 时 ， 我 们 也 有 T? = 0, + NX) ER F(X) 中 所 有 
K-BSEANRA. 本 节 讨 论 保 秩 一 才 零 性 的 可 加 映射 ， 主 要 绪 
果 是 下 面 的 定理 . 

定理 2.5.1 2X Aw (= RC) EW Banach 空间 且 
dimX > 3. $ 0 È F(X) 的 子 空间 且 包 含 FX) PHASRES 
F. BED: AN ERARE- REFERUTA, MEE {E 
零 数 cEF 和 于 的 环 自 同 构 7 使 得 下 列 之 一 成 立 : 

(i) 存在 7- 拟 线性 双 射 4 :天 一 天 使 得 对 满足 f(x) = 0 的 每 
PLEX SEX’, E ze fl=cA(e@fja}; 

(ii) 存在 7- 拟 线性 双 射 A: X" 一 X 使 得 对 满足 f(c) = 0 的 
Hit oe X Mf eX, A BeQfl=cA(r esa. 在 此 情形 
F, X -#AR. 

特别 地 ， 如 果 X 是 无 限 维 空间 ， 那 么 4 事实 上 是 有 界线 性 
BS PATER TF. 

我 们 分 dmX >4 和 dm 和 X= 3 两 种 情形 证 明定 理 2.5.1. 

定理 2.5.2 当 dimX > 4 时， 定理 2.5.1 成 立 . 

证 阴 分 几 步 证 之 . 

第 一 步 对 于 ze 及 feEX*, 令 2={x@h|heX* 且 
h(x) =0}, R? = [u9 f |uc X H f(u) =0}. DERN EX, 
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有 HLD) = Li), 或 对 任意 的 ze X, 有 (Ls ) = Riis 
注意 到 Lo 和 RE PR H-KEEATARN O 的 可 加 子 
群 ， 且 在 这 样 的 子 群 中 是 极 大 的 RR BM ERAS we 2 € 
X, 要 么 对 某 个 y E€ X, 有 WLI) C Li, 要 么 对 某 个 9g EX, 有 
而 (L0) C R. BEHI y E X, ALI) C 3。 如 果 等 式 不 成 
立 ， 那 么 存在 真子 集 G c {y} 使 得 OLD) = {y@g1ge GC}. 取 
go E fy} \G. 则 存在 一 秩 宕 零 算 子 08 fo 使 得 O(xn@fo) = yOgo- 
显然 ay So 线性 无 关 ， 否 则 我 们 将 有 yy 久 go € O(L)). 对 任意 的 
f € {£}, S2@ft+m®fo)=yOotySn Z-KEFK, A 
此 xz@f 十 zo 名 用 具有 一 秩 ， 故 各 与 每 个 f€ {z}+ 线性 相关 | 
矛盾 .类 似 地 ， 对 某 个 9€ XX, PL aR RM L) = 
选择 非 零 向 量 zo CX, 我 们 将 证 明 a2) = Lo MR T 
D n 对 每 个 me 三 成 立 且 DL) = Rg BE B(L2) = Rie) 对 每 
个 zexX ASE. 我 们 只 考虑 第 一 种 情形 ， 剩 余人 情形 可 类 似 处 理 . 
用 反 证 法 . 假定 存在 向 量 zE X 使 得 鲁 (三 ) = RY 对 某 个 了 EX* 
成 立 ， 如 果 zo 和 z 线性 相关 ， 则 OLL) = O(L2) = 区 Nn 如 与 
上 段 所 证 明 的 事实 了 矛盾. 另 一 方面 ， 如果 zo 和 z 线性 无 关 ， 我 们 
可 选择 fo € {2,2}+. + Bay O fo) =y¥ Oy, O(2B fo) =u @ fF. 
显然 yf) #0. 事实 上 ， wf) = 0 MM yaf eE LEAR = 
O(L2 )NO(L), KS 更 的 单 射 性 矛盾 ， 因为 mht: fo # 
REPAY, HySg+u®f L-KESHRY. Mitt ty, f) #0 
和 (y,9) = (uf) = 0 产生 {yu} 和 {o,f} 是 线性 无 关 集 ， 所 以 
yOqtruOf RAK 2, FA- 
第 二 步 下列 陈述 之 一 成 立 : 
(i) WHS ee XB fe X*, B(L2) = Hie ) A (RY) = Fani 
(ii) He eX hfe X*, ELL) = Roin (RY) = Liy 
因此 对 每 个 eX 及 f€ X* Hif) = 0, Oro f) = 
F(z @ f). 
在 第 步 中 我 们 证 明了 要 么 (a) BA  € X, BLE) = 18.5; 
4, (b) 对 每 个 xz E X, O(L9) = AO. 以 相同 的 方式 ， 我 们 可 
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证 明 ， 要 么 (a) 对 每 个 jE X*, BR) = Lepi BA (bY 对 每 个 
f E X*, ORF) = Rory. 

我 们 必须 证 明 (a) A (ay ((b) HH (by) 不 可 能 同时 发 生 . 为 此 ， 
假定 (a) 和 (a) 同时 发 生 ， 即 a) = LY, E OR) = Lip) 对 
每 个 了 EX 及 上 EX Mw. B r, x€ X AR. 取 了 E (21, 20}+. 
假定 

(21 @ f} = Wr) Bg = YF) 8 g3 


且 
B(x. ® f) = ylz) D p = WF) 8 ga. 


则 ylz1) 和 yle) 线性 相关 ， 且 存在 yo 使 得 G(LO) C Lh, 对 任意 
的 EX 成立 ,与 重 的 满 射 性 矛盾 ， 同 理 可 证 (b) 和 b) 不 可 能 
间 时 出 现 . 

除 此 之 外 ， 对 于 x EX, fex* hH f(z) 二 0 和 入 EF, 我 们 有 


PALO F) = O(2 BAS) ED NR = Fyle) ogl) = F(x f). 


Ait (Fr@f) C Fe(2@f). 另 一 方面 , 对 任意 的 和 ER 和 D(z@f) E 
Liia) N Rigy 因此 ， 存在 zı 和 fi 使 得 Srg f) = (zı ® f) = 
Abir D f) 这 产生 zro fi = 21 @ f, 从 而 和 E(x @ f) € tF @ fF). 

第 三 步 ” 假定 在 第 二 步 中 的 (1) 发 生 . 虽 存 在 环 同 构 7 :FF 一 下 
以 及 r- PREM ASX 4X AC: X + X 使 得 对 满足 
(zx, 了 7 二 0 MAR 2 eX, fe X*, A O(c @f)=Axr@cf. 

对 任意 的 zx Ee X, FERAT x HET y E X 使 得 
B(L°) C LL. 因此 对 任意 的 fe {z]+ 及 某 个 ge {y}, O(2@ f) = 
y@g. 定义 Cy: {2} > {y} H fig. BRC, 是 可 加 双 射 ， 

令 z 和 是 二 中 的 任意 两 个 向 量 . 我 们 将 证 明 Ce AC, AT 
空间 {z u) 的 限制 仅 相差 一 个 常数 因子 . 如 果 r u 线性 相关 ， 则 
对 某 个 ACK, u=Ac. 对 任意 的 fe {2}, RNA C = 0af = 
CL(Af) € FC. f. 这样 Co M Cu 线性 相关 . 假定 > 和 + 线性 无 关 . 
BRST fc{au} RENE y, v, A O(c Of) =yOCof, 
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Bus f) =08Caf. 对 每 个 fe {1:9}, 有 3@Cof +v@Cuf = 
O((e+u)® f)EM(X). 如 果 Cs MC, 到 子 空间 {2,u}+ 的 限制 
线性 无 关 ， 那 么 y 和 vw 线性 相关 ， 然而， 这 与 第 一 步 中 证 明 的 事 
XFA. 

所 以 , 如 果 z Aly 线性 无 关 , 则 在 张 量 积 的 第 一 项 中 吸收 一 个 
常数 ， 可 假定 可 加 变换 Cs 和 C, 到 子 空间 {2y} 的 限制 一 致 . 
定义 可 加 变换 C : X* -XX* 如 下 : 


Cuf 如 果 fe {z}; 
Cyf 如 果 f € {y}t. 


WuceX ER. EKRANS-RPRK-—PRAR, WHE 


cn={ 


Cul{z,u}t = Cel f2,u}4 一 Ce 


我 们 将 证 明 Cu SFC 到 子 空间 {w}* 的 限制 ， 不 失 一 般 性 ， 
可 假定 x 和 w 线性 无 关 . 首先 考虑 情形 u gspan{z, y}. RNA 
{z,u}t + {y,u}+ = {uj 因为 对 某 个 数 和 ,有 


Cl {yu} 一 AC yl {y,u}+ = AC | ty ups 


因此 只 需 证 明 A= 1. 取 非 零 泛 函 gE {uzy}. 则 由 Culgeuye = 
Celteujpt, 我 们 得 到 Cug = Ceg. A—H M, Cyle = Caljeyys 
BW Cyg = Cog. MA = 1. WH u Espan{z,y}, Rw eX HR 
dim span{x, y, w} =dim span{z,u,w} 二 3. 在 张 量 积 的 第 一 项 中 吸 
收 一 个 常数 ， 我 们 有 Cw SFC 到 子 空间 {wj}+ 的 限制 ， 如 土 所 
证 ， 
Cul{wuyt = Colfea = Clwt 

WB Cu = Chuja- 

现在 ， 在 张 量 积 的 第 一 项 中 吸收 一 个 常数 ， 对 满足 (x, f) =0 
的 任意 2 ® f, RNA 


P(x @ f)=yOCf. 
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diy = Az, W A: X OX WMA Oe @ f) = Arecs 对 满足 
(z, fp=OMMAcEX, EX 成立, 进而 ATO APH AE 
M(X) 映 到 其 自身 ， 帮 4 和 C BMH. 从 而 我 们 有 (z, f)=-0 4 
且 仅 当 (Aa, Cf) = 0. 

由 第 二 步 知 ， 集 人 台 (COS) | ACF} 是 由 Ch 张 成 的 一 维 空 
fi]. 换 名 话说， 对 任意 的 f eX’, 存在 可 加 一 对 一 号 到 上 的 映射 
ry: FF 使 得 对 任意 的 和 EF XAA CAS) = TNC 成 立 . 
选择 S gE X* ACh 和 Cg 线性 无 关 ， 我 们 有 


COP) = TACT, 
C(Ag) = 7,(A)Co 


COME + 9)) = TH ANCE + g). 


T LANCE 一 Tft ACF = Te q(A}C(g) — Tg{A}Cg. 


由 于 Cf 和 Cg 线性 无 关 ， 所 以 tr, = r MECH A Cg 线性 相 
KR, MAE AX 使 得 Ch 与 Cf, 也 有 Cg REER, Wry = Th = T. 
因此 存在 映射 7 F FE COS) = tAChR fe Xt mR 
Y. 显然 了 BARA (TMA RH). 事实 上 , 对 满足 (x, f) =0 
的 任意 ce X, feX* 及 对 任意 的 和 ,jE 下 有 


OA @ CF =1(A)Ar @C(uf) = Az @ C(Auf) 
= T(n Ax @ C(f). 


因为 (Xz @ f) = Ar) @ Cf = Ar DCAF) = TAA @ OF, H 
我 们 也 有 Ar) = (AAs 对 每 个 入 EF 和 zx EX 成立. 

第 四 步 FEWER c HH (Ar, Ch) = rile, fhe 对 所 有 的 
TE 和 fjEX* 成 立 . 

re X MSE X* 使 得 fle) = 显然 c= lAr Cfo 
Rue X, g e X* I (ug) = 1 A zg = wf) = 0. 则 
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(z - u) @(f +g) € M(X), Aff (Az ~ Au,Cf+Cg) = 0. A 
为 (Au, Cf) = (Az,Cg) = 0, 因此 (Au, Cg) =e + w OA ER 
E (w,h} = 1. 下 证 (Aw,Ch) = e. Boz € kerhn kerf 使 得 
z ¢span{z,w} HIR k e X* 满足 (w,k) = (z, k} = 0 Ñ (z,k} =1. 
正如 前 面 所 证 ， 我 们 有 (Az, Ck) = ¢ H (Az,Ck) = (Aw, Ch), 此 
BW (Aw,Ch) =c, tk (Az, Cf} = r(e, fle 对 所 有 的 TEX 及 
SEX 成 立 ， 
AEF HAARET rof, O(e@f) = cA(z@f)A-1. 
对 任意 的 一 秩 罕 零 算 子 cOfmM@ye xX, RNA 
O(c @ fy = (Ar 8 Cf)y = (y, Cf) Az = (44 ly, Cf) Az 
= T({Av*y, f)}cAz = cA({A~*y, fje) 
= cA(z @ J Ay) = cA(z 8 f)A` ty. 


SAS ME XERE, WANKARA EF, r(A) = 和 或 
对 所 有 的 入 EE r(A) =). 因此 A RX be ER SE oR HE A 
算 子 . 

在 情形 FIR 因为 及 的 惟一 环 自 同 构 是 恒 等 映 射 ， 因 此 对 
所 有 的 Xe r(A) =A. aA 线性 . 现在 假定 了 = C. 我 们 只 需 证 
明 7 连续 反之， 假定 不 连续 ， 则 7 在 0 点 的 任何 领域 内 都 无 
界 . 类 似 于 定理 2.4.2 的 证 明 , 我 们 能 够 找到 向 量 列 {zw} 总 1 ANE 
BAF {fn} 使 得 下 列 成 立 ， 

(1) 对 每 个 mllznl| <27 E [fall $1; 

(2) 4nZ~kR, (£n, O7! fe) =0; 

(3) [rlen Cm! fa))| > n 

注意 到 z = 》 zn E XX, 我 们 有 Ar eX. 然而 也 有 

n=l 


(Az, fn)| = ler({2,C7" fn)| > lejn, 


FE. Ber 必 连 续 ， 
”现在 由 第 四 步 和 闭 图 定理 立 得 A 有 界 ， 即 A 在 范 数 拓扑 下 


是 连续 的 . 
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对 于 第 二 步 的 情形 (I), 我 们 可 类 似 证 明 . FFX HAR, 
可 假定 X 是 无 限 维 的 . 因此 A (BRC) 是 从 X BX RMX a 
X*) 的 可 道 有 界线 性 或 共 耗 线性 算 子 . 进而 ，(A-1)* : X** = X* 
Ay AS X 的 限制 是 C, B C= (Ats He we BM OX BX 
的 自然 嵌入 ， 现 在 由 « OREM, XAR. 证 毕 ， 

AT AGAS RAE dimX = 3. 为 应 用 方 使 ， 对 于 维 数 大 于 或 
等 于 3 的 全 部 有 限 维 情形 ， 我 们 用 统一 的 方法 给 出 定理 2.5.1 的 
证 明 ， 并 用 和 扼 阵 的 形式 来 表述 . 

如 果 dimX =n < œ, AE X HÆ, RATE X 4 P 等 
同 , TE F(X) = M(E). > sla(F) 为 上 所 有 迹 为 等 的 nxn Hi 
阵 的 集合 ， 则 sh 是 MF) 中 包含 所 有 一 秩 赛 零 矩 阵 的 (惟一 ) 
线性 子 空间 . 

定理 2.5.3 设 n>3 且 硬 : sl,() oo, (F) ZMH. My 
© 双边 保 一 秩 各 零 性 当 且 仅 当 存 在 的 环 自 同 构 r, ARE 
A E MF) 和 非 零 数 ce 下 使 得 下 列 之 一 成 立 : 

(i) (fi) = cA(r (tij) JATE 对 所 有 的 (tij) € sin (F) 成 立 ; 

的 B liy) = CAC) A“? 对 所 有 的 (tiz) E€ sln( 四 成 立 . 

证 明 HEE r, f EF, $ L ={r0hk|he P H(z,h}= 
0}, R} = {ug f |uc F H (u, f= 0}. 正如 定理 2.5.2 证 明 中 的 
第 一 步 和 第 二 步 ， 我 们 得 到 下 列 之 一 成 立 ， 

(i) 对 每 个 zf EF, O(L2) = Lge) E (RG ) = Ron; 

(ii) HEREN z, f € F", (22) = Rin BORD) = Ly). 

EXIRET, f) = 0 的 每 个 z, f E, A O(Fr@f) = FE(z@ 门 . 

令 dei EF 的 标准 基 且 把 任意 的 了 € M (F) BR 
上 的 算 子 . 

BH ARE AC E Mn 四 使 得 要 么 

(1} P(e: @e;) = Ae; @Ce; H S((e;—e;) @(e, +e;)) = Ale: - 
ej) @ Cle; + e;), i,j =1,2,--- , ni Ej BA 

(2) Ble: @ ej) = Aes @ Ce; H hle: — €;) 8 (eites)) = Ale: + 
ej} @ Cle- eh 4,7 =1,2,--- ni Fj. 
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如 果 (了) 发 生 ， 我 们 将 证 明 第 一 步 中 前 形式 (1) Ra WR 
(Il) RA, 我 们 将 证 明 (2) 成 立 . 下 面 只 给 出 第 一 个 情形 的 证 明 ， 
第 二 种 情形 可 类 似 得 证 . 

假定 情形 (D 成 立 . 对 任意 的 ep 存在 依赖 于 ei MES yi eI 
使 得 BLS) CLS. 因此 对 某 个 gj, 我 们 有 Ole; @ej) = y Og; Xi 
任意 的 e (天 当成 立 . 对 任意 的 ;= 1 2…… ,n, 定义 线性 变换 
C; : {e} > tub Aer g G Ai). FEC AMC; 到 子 空间 
{e:,e;}+ 的 限制 仅 相差 一 个 常数 因子 .显然 对 于 天 (41,5), 我 们 
有 bleger) =y @ Cie, H Ble; Be.) = yj D Cjer FAK yi @ Cres 
+y; @ Cyex = B((e; +e;) Bex) A-RRSH. MERC; 和 Ci 到 子 
空间 {ei,e;y}+ 的 限制 线性 无 关 ， 那 么 y My; 线性 相关 ， 这 是 一 
个 矛盾 . 

在 张 量 积 的 第 一 项 中 琢 收 一 个 常数 ， 可 假定 可 加 变换 Cl 和 
Co 到 子 空间 {e1,e2}+ MMR. 

WE n= 3, EL 3 x3 MRCP: F k= 2,3, $ Ce, = 
Cier HXtF k = 1,3, $ Ce, = Czer. 在 张 量 积 的 第 一 项 中 吸收 
一 个 常数 ,可 假定 Czer = Ce, H Caez = aCea. EM 3 x3 ERE A 
为 Ae; = y,. 则 Ples Qez) = aAes ® Cez, H P(e: 9e;) = Ae; QCe; 
(i, =1,2,3,j9 42). 我们 断言 a = 1. 因为 更 ((el 一 e2) @ e3) = 
A(e1 — €2) ® Cea H Bles Q (e1 + €2)) = Aes Q Cle, + ae2), 所 以 
HH (I) 41 ®((e1 — e2) ® (e1 + €2)) = Er2A(e1 — e2) ® C {e1 + aea) 对 
Rt &12 © F 成 立 ， 类似 地 ， 存 在 bos, bs EF 使 得 Pile- e) g 
{ez +€3)) = ĉn A(ez — e3) @ C(e + €3), B((E3 — e1) ® (es +€1)) = 
31 A(weg — e1) Q Cles tei}. © 

N = (e1 — €2) Q (e1 + €2) + (€z — €3) @ (e2 + €3) 
十 (es — €1) @ {es + e1) 
= €1 Beg — e2 Me; + €2 Beg ~ €3 Bez + €g Hei — ee 
则 
P(N) = &:2A(ei 一 ez) Q Cle, + aez) + é23Ale2 — e3) ® Olen + €3) 
+63: A(aez ~ e1) @ Ces + €1) 
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= Ale Q ez — €2 Bes + €z Q €3 — aes Q ez 
十 eg Re, — 61 B ez) C". 


HA A,C abate, ik 


fraler ~ €2) B (e1 + €2) + Eas lee — €3) © (e2 + €3) 
+£a1(aez — €1) ® (ea + €3) 
= ê ® eg — €g Mey + eg @ Eg — neg @ eg + €3 B Ej — €1 ® ey. 


比较 上 式 两 边 ， 有 a = &12 = fn = En = 1. HER ij IAG, F 
在 &; EE 了 使 得 B((e; — ej) @ (ei +5) = Ey A(ei — ej) @ Cle; + ey). 
如 上 的 类 似 讨论 ， 又 一 次 我 们 得 到 6; = 1. 完成 情形 m= 3 的 证 
明 . 

WE n > 3, EX nxn BE CME: WE kl, 令 Cek = 
Cier; WE k #2, $ Ce, = Caer. 在 张 量 积 的 第 一 项 中 吸收 一 个 
常数 ， 可 假定 


Ciltlere} = Cillee:}+ = Clie i} 
注意 到 {el,ei}+ + {e26} = {ei}+ 且 对 某 个 为 
Case = ACI |feaes}t = AClfeaec}+- 


取 非 零 元 ge {ee, 61,62}, 则 由 Cilherept = cafe e+， 我 们 有 
Cig = Cig. A-AB, Cilje} = Calero AM Cig = Cag. 
所 以 和 = 1 且 在 张 量 积 的 第 一 项 中 吸收 一 个 常数 ， 我 们 得 到 


Ble, We;)=ywoCe; WiFi. 


iE SCAB AT RRRE A 为 ei ++ yi 则 Ole; @ e;) = Ae; D Ce; (iij) 
容易 验证 Ple — ej) @ (ei + €;)) = Ale; —e;) 8 Cle: +e), I= 
1,2,--- m iF 9). . 

第 二 步 WERE G) 出 现 ， 财 存在 F 的 环 自 同 构 7 使 得 
(Az Qe) = r{A)O(z  e;) G = 1,2, e n) HET z E {e} 
- 5R ， 


(4,5 =1,2,--- ,其 中 入 < 下 任意 . 

因为 对 满足 (2,f) = 0 的 任意 z J € F, 有 (Fz @ f) = 
FO(c @ f), 因此 对 满足 (z, 月 =0 的 任意 x, fo" 及 任意 AEF, 
Wid (Xz f) =72,,)O(z @ f). HE i AS yE {fei} 线性 
EH. 假定 


Ar D ej) = Ta e (A)B(2 @ ei) = tre, Aw B Ces, 


Ri, H (A(ei — ej) B (ei + €;)) = (A) P(e; - ej) @ (es + €3)) 


B(Ay B €i) = Ty ANB (YB ei) = Tye (A)wa B Ce 
且 
TAL + y) @ es) = w(A)B((x +y} @e,), 
RANA 
(Tae: (À) — LAN) wi @ Ce; = (H(A) — Tye, (A)wa ® Cei. 


因为 wi 和 we REEK, H tee, = Tye, WE zy 线性 相关 ， 选 
择 向 量 z EB {2,2} 和 {y,z} 是 fe} 中 的 线性 无 关 集 .如 上 所 
证 ， 我 们 有 Toe: = Tze: = Tye 国 此 对 任意 的 和 ze {ei}+, 存 
在 映射 元 :F 一 下 使 得 


@(Az @ ei) = 7;(A) B(x @ e;). 


BRA 7, = 73. Sr =. Mr AAR, 从 而 由 (Fe; @e;) = 
FB(e; @e;) 得 到 7 是 下 的 环 自 同 构 . 
假定 BAe; — ej) ® (e; + ej)) = my Bllei — e;} @ (ei + e;)), 
1,3=1,2,---,n,¢A4 7. 则 由 第 一 步 知 ， 
Almi; lei — ei) 8 (e: +e;) + Wh(es — er} B (e; + ex) 
+i (ex — 87) © (ex 十))C” 
= ib (es — ej) 8 (ei +e;)) + myn B((ey — er) @ (e; + ex)) 
Hrib (en — ei) D (ex + €4)) 
= T(A) Ale; Q ej — e; ® ei + €j Q Er — €k DE; 
+er ® ei — e; ® ep }C*. 
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于 是 hij = nr = Mes = TA). 

第 三 步 ” 如 果 第 一 步 中 的 情形 (1) 成 立 , We Te (t) € 
sln(F), O((ti;)) = A((r(tiz))B, 其 中 B= C*. 

注意 到 矩阵 (ty) E Self) 具有 零 迹 且 可 表示 为 (t) =D + 
Dz + D3, 其 中 


no} 了 
Di = >» (ee t) (e; — €j41) Q (€; + es) , 


j=l i=l 


n=] j i 
D2 =) (区 -5 w) Ej Bejt (se +5 s) €;41 8 s) 


j=l i=1 i=1 


H 
Ds = > tise; Gù Êj. 
1<i,jin; |i—j|>1 


HRPA, 


(D1) = y (位 T e) (Ae; — Aej+1) @ (Cej + Cessu) ， 


j=l i=1 


n—i j 
&(D2)= >> ((- (bt 一 可 Ae; @ Cej+l + (- (titis) 


j=l i=1 


i 
+ pD read) Aej41 ® ces) 


i=l 


®(D3) = > (ti) Ae; ® Cey. 
1<1,7<n; ji-g|>1 
因此 &((tiy)) = (Di) + B(D2) + PD) = A(7(t,;))B- 
第 四 步 ” 对 某 个 ce B=cA*t. 
HT iZ j, BA Oe; @e;) = Ae; @ Cej, (Aei, Cej) = (ei, 5}, 
故 由 D((e; 一 6) @ (e: + e;)) = (Ae; ~ Aes) 8 (Ce; + Ce;) 知 ， 对 
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FER i j, 有 (Aei Cex) = (Ae; Ce). 令 此 常数 为 c 则 对 任意 的 
z, y E€ F, 我 们 有 (Az,Cy) = ciz, y). 从 而 BA = cl, 或 等 价 地 ， 
B=cA7, 
如 果 第 一 步 中 的 情形 (2) 成 立 ， 则 类 似 可 证 结论 成 立 . 证 毕 . 
现在 ， 由 定理 2.5.2 及 定理 2.5.3 立 知 定理 2.5.1 成 立 . 


§2.6 注 E 


$2.1 中 诸 结 果 由 Hou [98] 获得 ， 其 中 保 秩 一 寡 等 性 线性 映射 
的 刻画 是 Bresar 和 Šemrl [28] 相应 结果 的 推广 ， 锅 .2 取材 于 Ge, 
Hadwin, Hou, Li [79]. §2.3 中 关于 秩 一 不 增 可 加 映射 的 内 容 属于 
Kuzma [139], 面 保 秩 一 性 可 加 满 射 的 结果 属于 M. Omladič 和 P. 
Šemrl [172]. §2.4 中 的 定理 2.4.2, 2.4.3 首先 由 M. Omladič 和 P. 
Šemrl [173] 给 出 ， 但 后 来 发 现 证 明 有 误 . Kuzma [139] 在 讨论 秩 
一 不 增 可 加 映射 的 基础 上 证 明了 引 理 2.4.1, 从 而 弥补 了 原先 证 明 
中 的 漏洞 引 理 2.1.3 纠正 了 Fong 和 Sourour [72] 中 的 一 个 错误 
(Lemma 2). §2.5 来 自 Bai 和 Hou [15], 而 线性 的 情形 首先 由 Šemrl 
[187] 给 出 . 

全 空间 与 某 算 子 值 域 ( 闭 包 ) 的 商 空 间 之 维 数 称 之 为 该 算 子 的 
余 秩 (co-rank). 保 算 子 余 秩 的 线性 映射 也 有 讨论 ， 请 参见 Gyory, 
Molnar 和 Šemrl [83]. 


- 61- 


第 三 章 ”标准 算 子 代数 上 谱 函 数 压 缩 映射 


本 章 总 假定 三 MY 是 复 Banach 空间 并 讨论 标准 算 子 代数 
上 压缩 或 保持 算 子 的 某 些 庶 背 数 的 线性 或 可 加 映射 以 及 其 他 相关 
的 保持 问题 ， 共 分 三 节 . 

& AAC) 代表 下 面 的 九 个 符号 Al), of6), of), oy() 中 
añ (i), BAC), noA(-), oeh 08) Mehl) noA() 之 一 ， 第 一 节 
刻 到 标准 算 子 代数 上 压缩 这 九 个 谱 函 数 之 一 的 线性 映射 ， 首 先 利 
用 这 九 个 谱 函 数 分 别 刻画 了 秩 一 算 子 。 进 而 讨论 了 标准 算 子 代数 
闻 压 缩 这 九 个 谱 函 数 之 一 的 线性 满 射 。 作 为 这 一 结论 的 应 用 ， 我 
们 也 讨论 了 标 难 算 子 代数 上 保 算 子 的 可 道 性 ， 半 可 道 性 ， 左 可 逆 
性 ， 右 可 道 性 ， 满 射 性 或 下 方 有 界 任 的 线性 岗 射 

设 AA.) 代表 下 面 的 13 个 符号 Ai), of(), AO, of 0 
a2), BoA), nA), oC), #0), BO) NAO), of(-), oO). 
oA(.) nod.) 和 AHA 中 的 任何 一 个 ， 第 二 节 刻 画 标 准 算 
子 代数 上 保持 AMO 的 可 加 上 映射， 首先 利用 这 13 个 谱 函 数 分 别 
刻画 了 秩 一 算 子 ， 这 一 结论 本 身 也 具有 独立 的 意义 ， 进 而 证 明了 
标准 算 子 代数 上 保持 这 13 个 谱 函 数 之 一 的 可 加 满 射 是 同 构 或 反 
同 构 .作为 推论 ,我们 证 明了 从 B(X) BBY) 上 的 每 个 保 点 谱 或 
保 压 缩 谱 的 可 加 满 射 是 同 构 . 

用 符号 SR, SF, SE, ZP, ZF, 22, TZ", TZR 和 全 之 分 
MERRER PRADA MRE, RAT MRNRA, Tti 
TALHA, ZATEA, 左 零 因子 集合 ， 右 零 因 子 集 合 ， 拓 扑 
零 因 子 集 合 ， 左 拓扑 零 因子 集合 和 右 拓 扑 零 因子 集合 ， 我 们 把 R 
中 左 可 北三 右 可 逆 的 元 称 为 是 半 可 逆 的 .类 似 地 ， 可 定义 半 零 因 
子 ， 半 拓扑 零 因子 和 半 理 想 的 概念 . 

第 三 节 刻 画 标 准 算 子 代数 上 保 可 道 性 或 苇 因 子 的 可 加 映射 ， 
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首先 始 到 保持 某 个 上 面 定 义 的 集合 不 变 的 可 加 映射 .进而 讨论 了 
PRA MY, RAC (或 右 ， 或 半 ) TEHE, MEAT, RE (或 右 , 或 
H 零 因子 ， 保 拓扑 零 因子 ， 保 左 (RA, RE) ASAT, RH 
仿 射 性 ， 保 极 大 理想 ， 保 极 大 左 (MA, RE) 理想 之 一 的 可 加 满 
St. 特别 地 ， 我 们 证 明了 从 BX) BBY) 的 双边 保 算 子 的 单 射 性 
或 双边 保 算 子 前 值 域 稠 性 的 可 加 狂 射 是 同 枸 .也 讨论 了 标准 算 子 
代数 上 双边 保 堆 积 的 可 加 满 射 的 结构 . 


83.1 谱 函 数 压缩 的 线性 映射 


BT € B(X), 集合 o(T), a 区), 0-(T), 90(TY), no(T), v0p(T), 
F(T), op(T) 和 oc(T) 分 别 代表 算 子 TMB, ER, Hi, Bag 
界 ， 谱 的 多 项 式 凸 包 ， 近 似 点 谱 ， 满 谱 ， 点 谱 和 压缩 谱 ， 这 些 谱 
集合 的 定义 列 第 一 童 定义 1.1.5, 从 而 由 命题 1.1.11 知 ， 集 合 (T), 
o(T), o-(T), no(T), oopz(T) 和 0s(T) 都 包含 Oo(T). 

RE Banach RRA TCR. WREST SER 使 得 
TS =0 (RR ST=0), MKT BA (A) SAT, MAT 既是 左 零 
因子 又 是 右 零 因子 ， 称 人 是 零 因 子 ; 如果 存在 满足 |S. = 工 的 
序列 En} CR EEH n> ott, A TSn 一 D (或 S55T > 0), 
RT BA (MRA) 拓扑 零 因 子 ; WRT 电 是 左 拓扑 零 因子 又 是 右 
HIRAF, RT 是 拓扑 叭 因子 . 

作用 在 X 上 的 标准 算 子 代数 4 是 包含 单位 算 子 了 和 所 有 有 
限 秩 线性 算 子 的 BX) 的 闭 子 代数 (参见 文献 [39]). 对 于 Te A, 
of(L), A(T), OoA(T) Ml noA(T) 分 别 表示 人 相对 于 A 的 左 谱 ， 
右 谱 ， 谱 边界 和 谐 的 多 项 式 凸 包 ， 令 


oA(T) ={AEC|AI-T È A HEE FH, 
OAT) ={AEC(A-THA MAHER F}, 
of (T) ={AEC(M-T BAMEMHFAT, 


oT) = {AEC A -T BRA MAMIE AF}. 
» BB - 


则 对 任意 的 T E A, 有 下 列 关系 式 成 立 ， 
of(T) C 0% (T) C of (L) C oA(T) C yo (7), 

oA(L) Cof(T) CofA (TY) € olT) 

并 且 3a (T) oA (T) No A(T). 


令 AAG) 代表 符号 040), of(), At), of) NoAC), J04(), 
nA), om), fC), ral} oh), 0 40) 080), of) oA) 或 
o#(") U od(-). BR, AAG) = AC 外 对 AREST, 
ACT) 都 是 AD HEM, AAC) 也 是 从 ABI 2 PERN 
( 集 值 函 数 ), 因此 ， 我 们 也 称 AAC) 为 谱 函 数 . 如 果 4 = BX), 我 
们 把 AFCO.) 简 记 为 Al. 显然 对 每 个 了 E A, 下 列 关系 式 成 立 : 


o(T) Eee € of (T), or(T) € oA (7), 
A(T) C 8a(T), no*(T) = no(T); 
RA F(X) CA, AE ARRAS op, Oc, Cap Mo, 时 ,有 AAT) = 


A(T). 
设 妇 是 作用 在 复 ee 空间 久 上 的 标准 算 子 代数 . 令 AA) 
HIME RR oA(-), of AC), eeh FO), Aate), 


of'(.) Nos), ot) ote ， 本 节 我 们 的 目的 是 刻画 标准 
算 子 代数 上 压缩 这 嘱 个 谱 枯 数 之 一 的 线性 映射 

定理 3.1.1 RAMS WAS Banach SA X MY 上 的 标 
准 算 子 代 数 . BES: 人 4 一人 是 线性 双 射 令 AR(-) RENEA 
meth OS rE Caml), OFC), oR() NF (), PON oR), 

oR (-) 和 nol) 2Z—(R=A R B), 则 下 列 等 价 : 

BLT CA AED) Cane) 

(2) 存在 可 逆 算 子 4 € B(X, Y) 使 得 对 所 有 的 了 了 E AH 
S(T) = ATA, 或 者 存在 可 逆 算 子 Ac B(X*,Y) 使 得 对 所 有 的 
TEA # OT) = ATAL MRX RY FAR, 或 者 如 果 
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A®(.) = oF (-), oR(), oR.) RoF() HA PEER TRA 
MRT, BARBED MR. 

为 证 明定 理 3.1.1, 我 们 需要 下 面 的 引 理 ， 

引 理 3.1.2 # ARS Banach Zf X 上 的 标准 算 子 代数 且 
了 EX FE Ne 4 AA) 代表 九 个 谱 函 数 046), ofi), oA), 
cál ailih oC NM FON iE), ac) M gol) 之 一 
HFTEA AEC, MEAT). MACAATI2e°0f) 4H 
MH (A-T) z, fy =. 

证 明 AE no(T) HAC AAT +c@f). mR AA) BAT 
HAR oA(.), ofA(-), 026), 00), FO), BOCA), of (NAC) 
和 8c4(.] Z—, MAAC oAT+2@ f); MR AA-) = nol), 我 
们 将 证 明 仍 有 AC oA(T +2 @ f). 

对 任意 紧 算 子 C, 因为 6c4(T)N\isoo4{T) C oA(T+C) (例如 网 
文献 51]), 因此 no(T)\isono(T) C (Oo A(T)\iso0 A(T)) C no(T + 
C), 其 中 isooA(T) 代表 OAT) 中 的 孤立 点 , 所 以 go(T+C)\no(F) 
H no(T+C) 中 的 孤立 点 组 成 . HAE no(T) E A € no(T +29 f) 
MBX coA(T+2 Of), Ati Ell- Trg f) MA (A- 
T)— 2, f) =1. 

反之 ,假定 (A-T)'s,f) =1 B41 e€ o((A-T)'e @f), 
Me AcCoA(T+c@f)Cro(T+2@f) BAA ne(T), 由 上 面 
的 讨论 知 ， 

à € isooA(T + 2 @ f) Cê (T + 2@ f) 
Cof(T +2 f)noA(T +28 f) 
Cof(T +28 f) (MK oA(T +2 f)) 
CoAt(T+2@ f). 


MAE AC AAT +2 f) HE. 

引 理 3.1.3 设 A 是 复 Banach 空间 X 上 的 标准 算 子 代数 且 
AA.) PRRILT iB mK oA(-), of), oA(.), oft), aoa), ALC) n 
of ofn oA(), ac4(.) M gol) Z—. & REA, 则 下 列 条 件 
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等 价 : 
(1) rank(R) < 1. 
(2) 对 每 个 了 < 4 以 及 所 有 不 同 的 复数 a 和 6, 有 


AA(T + aR) A A(T + BR) C nol T). 


(3) 对 每 个 秩 至 多 为 2 HEFT E A, 条 件 (2) 成 立 . 
(4) MEET < A, 在 在 包含 qo(T) 的 复 平面 中 的 紧 子 集 Kr, 
使 得 对 所 有 不 同 的 复数 a 和 6, 有 


AAT + aR) NAAT + BR) C Kr. 


(5) HETEL 2 的 算 子 E A, 条 件 (4) RS. 

证 明 (1)=> (2)， 假 定 存 在 秩 一 算 子 R, 算 子 了 € A 和 满足 
ay #2 Ho, a, E C EB A € AA(T + a RYN AAT + aR) 1B 
A¢qo(T). 由 引 理 3.1.2 的 证 明知 , A € oA(T +a, R)NeA(T+a2R). 
Wa 70 HA-T-aR = (f-a,RA-T)YOA-T) 不 可 道 
(¢= 1,2), Mii -aR -TR Bay! (i = 1,2) MFR 
一 算 子 RO-T) 的 谱 , SK-HTESAR—TEETE. 
所 以 (2) 成立 ， . 

(2)= (3) = (5) 和 (2)= (4) = (5) 是 平凡 的 ， 接 下 来 我 们 只 
fe uk (5)> (1). 

i R WER (5). KART = 0, 我 们 将 证 明 AAR) RS 
包含 一 个 韭 零 复数 . 事实 上 , RAR) 包含 两 个 不 同 的 非 稚 复数 
入 和 jy, 那么 对 所 有 的 复数 w, BA wE ANATRA u wR). 
ABER AAA wR) NAA wR) 包含 在 复 平 面 的 一 个 紧 
FRA AIG. MORES RR c 使 得 AAR) C {0,c}， 殖 此 
BoA(R) C {0,c}, M ii no(R) C {0,c}, kk oA(R) C {0,c}. 

令 TEX 和 f e X* PAR z € C\{e"}, + G(z) = 
(J —2R)"'2, f). 对 秩 一 算 子 T= 20 利用 条 件 (5), 我 们 将 证 
明 对 每 个 复数 v 满足 | 由 | 充分 大 ， 方 程 Gz) = w 至 省 有 一 解 . 
首先 ， 如 果 Gz) = w, 那么 {(w 一 zwR) te, f) = 1. 由 引 理 3.1.2, 
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wE AMT + zwR). Hw ¢ Kr, Ww ¢ noT) 现在 假定 存在 两 个 
FARA 21 和 zz 使 得 G(z1) = Glz) =w, 那么 


w E AMT + awR)NAAT + wR), 


与 假设 条 件 矛 后， 所 以 x =z 即 方程 G(z) = w 至 多 有 一 解 . 

由 毕 卡 大 定理 ( 见 文献 (155]), 2 和 oo 是 函数 G 的 极点 或 可 
去 奇 点 ， 所 以 G 是 有 理 函 数 . 令 G(z) = P(z)/Qz), Ht PME 
是 多 项 式 满足 对 某 个 非 负 整数 n, Q(z) = (cz - 1)", PË) 40. 我 
们 将 证 明 degP < 1 H degQ < 1 (其 中 degP 代表 多 项 式 P 的 阶 
数 ). 对 所 有 充分 大 的 w, 比如 jw| > r> 0, 我 们 证 明 方程 


P(z) — wQ(z) =0 (3.1.1) 


至 多 有 一 解 . 如 果 degiP-wQ) > 1, PAE (3.1.1) 的 任 一 解 也 
必须 满足 方程 
P (z) —wQ (z) =0. (3.4.2) 


FAULT EE w, 相应 的 解 z 也 满足 多 项 式 方程 
Q(z)P’(z) -R Ple) = 0. (3.1.3) 


WREMA QP -PO BETS, 那么 函数 局 是 常数 , ZREN. 否 
Ri, 方程 (3.1.3) 仅 有 有 限 多 个 解 , 从 而 对 于 集合 {fw EC | lw] > +} 
HARE T w, SHR P- wQ 的 次 数 大 于 1. 所 以 ， 对 于 充分 
AM ,了 一 wQ 的 次 数 至 多 是 1. 因此 degP <1 B deg@ <1. kt 
存在 复数 0,6 和 c 使 得 


az+b 
G(z) =az+b 或 wel 


函数 G 的 形式 表明 G 满足 下 列 微分 方程 之 一 : 


G"(z}=0 或 (cz -1)G"(z) + 2cG"(z) =0. 
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特别 地 ， 0G”(0) = 0 或 G"(0) = 2cG"(0). 直接 计算 有 G'(0) = 
(Ra, f}, G"(0) = 2(Rz, f). Wit, MP ee X RS eX’, 有 
(R22, f) =0; RAW ce XR fe X*, F ((R?-cR)z, f) =0. 
+ FR? =0 ak R? =cR. 

Fii R AAR. 用 反 证 法 , 首先 假定 R? = cR H rank(R) > 
L.SuvuAve RR 和 值 域 中 的 两 个 线性 无 关 的 向 量 . 那么 Ru = cu, 
Ru = cu. i f e X* SB (uy, = Ads fl T= ef. WF 
oA(R) = {0,c}, 于 是 对 所 有 的 复数 a, AA(T+aR) = n4 (T+aR). 
HA E C\ Kr, AW (T + AR)u= àu, (T + AS Rv = dv, 因此 


veat (Tàr) oat (r+ > -Üg R) © Ko, 


FG. Be rank(R) < 工 

Hm R?—-0 H rank(R)> 1.4 wu BR A 
线性 无 关 的 向 量 并 且 u, us © X 使 得 Ru = ug, Rug = uy. 这 样 
U1, U2, Ug, U4 线性 无 关 且 W =span{ur, uz, ts, u} BR 的 不 变 子 
空间 ， 因 此 Rlw 关于 基 {u1, ue, us, us} 具有 和 矩阵 表示 


0 0 ) ( 0 0 ) 
P ， 
1 0 1 4 
& fn fa E Xt 使 得 (uz, 及 = 6; GOP ARS). 定义 秩 二 算 子 
T = u 8 f + 4u O fan WW 是 全 的 不 变 子 空间 且 Tlw RAH 


( (° 9 
向 。 
0 0 0 0 


类 似 地 ， 我 们 能 够 证 明 对 每 个 复数 ACC\ Kr, HAE AAT + 

和 2 有 NA4(T+ 年 RC KT, 矛盾 .所 以 rank(R) < 1. 证 毕 . 
现在 我 们 刻画 标准 竺 子 代数 上 压缩 谱 函 数 AR(-) 的 线性 满 

it. 
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定理 3.1.4 RAAB AER Banach Si] X MY LM 
PRATRMRAS:A>BARRH. $ AR[.) 代表 九 个 谱 函 
Bo), PO (hi ca 人 OFC), ZONER), oF -} NaF), 
9oR(.) Myo) 2-, RPR= ARB. MEME T cA, 
A®(O(T)) C AAT), 则 要 么 对 所 有 有 限 秩 算 子 Ce A, (CG) =0; 
BAO 是 单身 在 后 一 种 情形 下 ， 下 列 之 一 成 立 ， 

(1) 存在 可 逆 算 子 Ac BX,Y) 使 得 对 所 有 的 了 < A 有 
更 (2) = ATA}, 

(2) FEMURS Ac BX*,Y) 使 得 对 所 有 的 了 < A 有 
(T) = 47*4 1. 如果 天 或 卫 不 自 反 或 者 如 果 AR(-) = oF), 
SRC) oZ() Kok) 且 4 中 存在 左 可 道 但 不 可 逆 的 元 ， 那 么 这 
种 情形 不 出 现 ， 

证 明 因为 4 和 8 是 半 单 的 ,特别 地 ， 当 APO = Ri, 
oF(.) 或 v3 NRC) 时 ， 不 难 验 证 定理 41.2 的 证 明 对 于 这 些 情 
形 也 成 立 ， 因 此 更 FARE OD) =]. FEO 是 秩 一 不 增 的 . $ 
ReA Hrank(R) = 1. 由 引 理 3.1.3 的 条 件 (2) WR O 的 谱 函 数 
AR() ER, HEAT Ee A 以 及 满足 a 关 6 的 任 间 复数 a 和 
A, AP(®(T) + a(R) N AP(@(T) + A(R) S no(T). 因为 对 每 
T 5,T € A, A(S) = no(5), A8(8(7)) C AAT), 因此 对 任意 
A Te A, AR no(O(T)) C nolT). HF © MSH go(T) AR 
集合 ， 于 是 由 引 理 3.1.3 的 条 件 (4), 我 们 有 rank(S(R)) <1, AS 
是 秩 一 不 增 的 ， 由 定理 2.1.1 知 ， 

(i) 在 在 线性 变换 ASX GOV RC: X* 3 Y* 使 得 对 每 个 
ZEX 及 feX"*, 有 更 (zt 名 让 = Az 8CF Rv: 或 者 

(i) 存在 线性 变换 A: X OY MC: X + Y* 使 得 对 每 个 
reX R fex, F Beef) = Afo Cr MU. 

现在 假定 更 具有 形式 (G), WER Te A, 有 


OT+2@f)= OT) + Ac acy. 


选择 复数 和 满足 和 g no{T), BAA g qo(P(T)). 如 果 《( 一 
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PT) As, CA 关 0, 由 引 理 3.1.2 以 及 至 的 As(.) ate, 
(A-T) Ar, Cf) = 1 i (CA - Tye, f) = 1. HE, HF 
FeeX, fEex* WR àg nol(T), 


(A- BT) “Ae, Cf) = (A-T) s, f) 


或 者 (A -ETAL Cf) = 0. Fr = min{ IF}, JOTI}. 
如 果 |z| <r, BBA I-T HA RIE T- zT) 在 8 中 可 
wi ee LO ste, HIREA 则 对 所 有 的 ze X, fe X* 以 
及 ze 长 EC1Il< rh BA 


(I ~ 2®(T)) Ae, Cf) = (I — 2T) “1, f), (3.1.4) 


Ba 
(I ~ z6(T))"1 Az, Cf) = 0. (3.1.5) 

我 们 斯 言 对 每 个 全 E A, 要 么 对 任意 的 x E X,fex* Ue 
z2Ee{€EC{ le <r}, (3.14) 式 成 立 , HAEE ce X, f e X* 
WER ze{EeC| lg <r}, 有 (3.1.5) 式 成立 ， 

假定 存在 2) € Mf, c X* 使 得 (一 z 鲁 (T)) Aa, Ch) E 
0. & Xz,¢(2z) = (2T) tE, f}, Z2,4(2) = (EP -2®(2))“' Az, Cf}. 
出 上 面 的 讨论 知 X= Xou X, 其 中 Xo = {2 € X | Zz,7,(2) = 0}, 
Xı = {s € X | Zan (2) = Xani 由 于 区 的 上 述 两 个 子 集 合 都 
是 线性 空间 且 xz1 € Xi, Alt X = {r € X | Zaal) = Xz,7,(2)}, 
即 对 任意 的 ce X, 有 Gotz] = X,7,(z). 类似 可 证 ， 对 任意 的 
eX, 有 Zalo = Xal 现在 对 任意 的 zE 基 和 了 E Xx, 
考虑 所 He fphfz 出线 性 ， 我 们 有 Xe ffz] = Zagi) POTS E 
3E. 

对 方程 (3.1.4) 和 (3.15) Æ 0 点 取 导 数 ， 则 对 每 个 了 € A, 
EARMA EXA Jex, § (Tax, f) = ((T)Ar, Ch 要 
么 对 所 有 的 TE X R FEX, H @(T)As,Cf) = 0. 现在 由 下 
的 线性 知 要 么 对 任意 的 工 < ARERM ce X Hf eX, # 
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(Tz, f) = (O(T)Az, Cf), RAM ERM Te A BREEK ce XM 
f EX*, 有 (@(T)Az,Cf) =0. 在 第 二 种 情形 下 ， 因 为 更 的 值 域 
包含 了 所 有 的 有 限 秩 算 子 ， 因 此 4 =0 或 局 = 山 从 而 亚 (2@ 及 = 
Ar @Cf=0. 故 对 每 个 有 限 秩 算 子 F E A, 都 有 OF) =0. 

如 果 对 任意 的 Te ARRAN ce X MS eX*, A (Te, f= 
(O(T)Az,Cf), 那么 对 性 意 的 yeY AE T, € B(X) 以 及 xy EX 
使 得 OT, Ar, = y MA Ch) = (Tyrni) 于 是 存在 线性 变换 
B:Y +X 使 得 

(By, f) = Cf), (3.1.6) 


BC = Bt BAER re X, f eX, A (Tx, f) = (BOT) Az, f). 
这 样 对 所 有 的 TE A, AT = BOT)A BRO 是 单 射 且 BE 
满 射 . 下 证 B 是 单 射 、 假 定 存 在 某 个 y eY 使 得 By = 0. 对 
任意 的 非 零 泛 函 g CY*, AAS BH, BILE T CARA 
O(T,) =y@g. 所 以 B(T) = 0, 7, =0. Mil y@g = B(T)) = 0, 
wm y=0, B B ER. HA 3.1.6) AaB RAB, Mid 
闭 图 定理 ，B 有 界 . MEH OU) == 了 我 们 有 BA=I H B=A™, 
因此 S(T) = ATA}, 

如 果 到 具有 上 面 所 陈述 的 形式 (i), 类 似 的 讨论 表明 ， 要 么 对 
每 个 有 眼 获 算 子 Fc A, OF) = 0; 要 么 对 任意 的 x € X, fe X* 
以 及 每 个 了 CA, (Tr, f) = (TDA, Ca $ y CY. AA GH 
值 域 包 含 了 每 个 有 限 秩 算 子 ， 故 存在 fy E X*URT, € A 使 得 
O(T,)Af, = y, 因此 


(y, Ca) = (Ty, fy) = (2T; fy)- 
于 是 存在 线性 变换 BLY 一 考 * 使 得 
{y, Ca) = (a, By). (3.1.7) 
FE (3.1.7) WAR EMR BAR, HL (r, T* Ff) = (x, BO(T)AS). 


i BOT)A = T*. 正如 情形 (i) 的 讨论 ， 我 们 有 4 和 B ÆN 
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射 且 B = A. 这 样 bT) = 47*4-1. 显然 ， 在 这 种 情形 下 X 
和 了 AR. 因为 od(T) = of(T*), of = A(T), 因此 当 
AR(.) = oF (-), oF (), oR 或 oR(-) 时 ， 如 果 .4 存在 左 可 逆 但 不 
可 逆 的 元 ， 那 么 这 种 情形 不 出 现 ， 证 毕 . 

定理 3.1.1 的 证 明 由 定理 3.1.4 立 得 . 证 毕 . 

如 果 更 是 谱 函 数 AX) 保持 的 ， 那 么 由 推论 4.2.3, 9 是 单 
St. MA PAB. 

推论 3.1.5 设 4 和 8 分别 是 复 Banach Zi] X AY 上 的 
标准 算 子 代数 且 O: AB RRHH. 4 AFO 代表 九 个 谱 函 
BR aPC), oF (-), oF (+), oR), oF (-), oR) oF (-), oF (-) N ort), 
do*(-) 和 moR(.) 之 一 ， 其 中 R=A 或 B, 则 下 列 等 价 . 

(1) 对 每 个 Te A, AP(S(T)) = AA(T). 

(2) 要 么 存在 可 道 算 子 A < B(X,Y) 使 得 对 每 个 了 < A, 有 
(T) = ATA"; 要 么 存在 可 逆 算 子 A E B(X*,Y) 使 得 对 每 个 
T € A, A (T) = ATA. MRX RY FAR, 或 者 如 果 
AR() = oR(), oF (), oZ(-) Rok) HAHA MME RTH 
的 元 ， 那 么 后 一 种 情形 不 出 现 . 

下 面 的 结论 刻 面 了 标准 算 子 代数 间 保 算 子 的 左 可 道 性 ， 右 可 
逆 性 ， 下 方 有 界 性 或 者 满 射 性 的 线性 映射 iT eB), MRE 
FER a 使 得 对 所 有 的 x CX, 都 有 |Tel > alle, 称 工 是 下 方 
有 界 的 .显然 了 下 方 有 界 当 是 仅 当 人 是 单 射 且 具有 闭 值 域 . 

定理 3.1.6 % AM B PHAR Banach SH X MY EH 
标准 算 子 代数 . 令 理 :4 一 已 是 线性 双 射 且 O) TR. MRA 
中 存在 左 可 道 但 不 可 逆 的 元 ， 那 么 下 列 性 质 等 价 ; 

(1) 6 RAN WH. 

(2) & RA HT BMH. 

(3) 更 保 算 子 的 满 射 性 . 

(4) 更 保 算 子 的 下 方 有 界 性 . 

(5) 存在 可 逆 算 子 4 < B(X,Y) A Be BY, X) 使 得 对 所 有 的 
T € B(X), & BT) = ATB 成 立 . 

» 72. 


证 明 显然 只 需 证 明 (1)--(4) 中 的 任何 之 一 推出 (5) 即 可 ， 
假定 (1) 成 立 ， 令 T= S114, PAV RAW WEB 更 (7) = 也 
从 而 更 ERRAR of (-). 现在 由 定理 3.1.4 知 ， {5) 成 立 ， 如 果 
(2), (3) 或 (4) 成 立 ， 类 似 可 证 崩 (5) 成 立 . HEE. 

相似 于 定理 3.1.6 的 证 明 ， 可 证 明 下 而 的 结论 . 

推论 3.1.7 i AM BES Banach Sih] X MY 上 的 
标准 算 子 代数 且 G:ASB BAYH, IPERS: 

(1) ® 保 可 逆 性 . 

(2) 更 Pee ay wee A OCF) T. 

(3) FERS 4 € B(X,Y) 和 Be BY, X) 使 得 对 每 个 
T € A, # (T) = ATB; 或 者 存在 可 逆 算 子 A € B(X*,Y) 和 
Be BYY,X*) 使 得 对 每 个 了 Ee A, 有 OT) = AT*B. 在 后 一 种 情 
EF, X MY —-H#A. 


§3.2 谱 函 数 保持 的 可 加 映射 


SR ER Banach 空间 X 上 的 标准 算 子 代数 且 ARO 代表 
下 面 的 13 PBB 0% (), oF (-), oF), oF (-) NGF), do*(), 
no®(), oR(), OF (+), Op) Noe), OFC), oF(), oF) NGF (-) 和 
oR() UoR() 2—. AX) 和 TR(.) 是 两 个 谱 函 数 ， 如 果 对 任 
BHT eR, 都 有 ART) CTR(T), HAR) ETO 的 子 谱 函 
数 . 本 节 的 目的 是 刻画 标准 算 子 代数 上 保持 这 13 个 详 函 数 之 一 的 
可 加 映射， 为 此 ， 先 证 明 下 面 的 引 理 ， 它 利用 上 述 谱 函 数 之 一 刻 
夯 了 秩 一 算 子 . 

引 理 3.2.1 it X 2H Banach SH. 假定 Ac B(X) 且 
rank(A) = 1. 4 AC) RAB BAR op(-), def), op() N eel) 和 
Tpl) Uc) 之 一 ， 则 对 每 个 卫 E BX) 以 及 满足 c 关 1 的 任意 复 
Bc, H AT HADAT +eA) C A(T). 

证 明 $ A=rof. 假定 存在 TE B(X) URAMME cA 
fj e e C HB AG AT + ANAT +cA) A g A(T). 
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mE AC) = o), 那么 ker(A-T-2«@ f) # {0}, 因此 
z emg(\—T). RUA uc X 使 得 A-Th=c. HART 
(A~T)(UI—u@f) = A-T-2@f # (A-T)U-cu@f) = 4-T-cer@f 
不 是 单 射 ， 辣 时 A-T 是 单 射 , 因此 {1,4} Co(u@ f) PE. 

如 果 AL) = cc( 小 则 类 似 可 证 结论 成 立 . 现在 对 于 情形 AC) = 
oN ok), 引 理 显然 成 立 ， 

假定 A(-) = op(') Uo), 分 四 种 情形 考虑 : 

(DAEo(T+ANa(T+eA); 

( AEoAT+ANGAT + A); 

(ili) A € 0, (T + A} Noa(T + cA); 

(iv) A € o.{f + A) O o,({f + cA). 

由 上 面 的 证 明知 , 情形 G) 或 (i) 不 可 能 发 生 . 假定 (ili) 成 立 ， 
MA rA¢o.(T + A)Ue,(T+cA). 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 假定 入 = 0. 
Aw 0€o,{(T +A} H0¢o,(T), Ait mg(4) crng(T). 所 以 存在 
il it u c X E Tusa. HF Og op(T+ecA) HO g o,(T)V0.(T), 
于 是 了 +c4=TC+cou BNP 具有 笛 值 域 ， 与 假定 0E (P+ cA} 
FB. 

如 果 情 形 (iv) 发 生 ， 相 似 于 情形 (iii) 的 证 明 ， 我 们 也 得 到 不 
质 ， 所 以 结论 成 立 ， 证 毕 . 

令 FAX) 代表 BX) 中 所 有 秩 不 超过 1 WAF. 下 面 的 引 理 
利用 13 种 谱 函 数 之 一 及 F(X) 中 的 算 子 刻画 了 一 秩 算 子 . 

引 理 3.2.2 设 4 是 复 Banach 空间 二 上 的 标准 算 子 代数 ， 
令 4E4 且 有 关 0. WEAN) 代表 谱 函 数 oA(-), of(), oeh 
of (Noa), Bo4( Jof]ap( Tel), Cal), Fapl-), Capt} Nest), 
apl NEL) 各 op( Ued) 之 一 ， 则 下 列 条 件 等 价 ， 

(1) rank(A) = 1. 

(2) 对 每 个 满足 A(T) AR TE A 以 及 任意 的 复数 < 关 1， 
AAT +A NAAT + aA) C AAT). 

(2) 对 每 个 全 € PX) 以 及 每 个 复数 o #1, AAT + ADO 
AAT + aA) C AA(T). 


(3) 对 每 个 满足 AT) ARI Te A AAT + AVN AAT + 
2A) C AA(T). 

(3°) 对 每 个 Te FAX), AA(T + A)NAA(T 4 2A) C AA(T). 

证 明 (2)=(27) > (3’) 及 (2)=>(3)> (3) BR. 

下 证 (1)>(2). 假定 AM = nof). 由 引 理 3.1.2 知 ， 对 任意 
的 了 E.4zEX 了 EN 以 及 gf BAC no(T +20 f) 4 
AMY (A-T) is, f}=1. 

现在 假定 存在 秩 一 算 子 4A, 算 子 TCAURWE a 418 
a € C HH AC no(T + A) Nnol(T + aA) W A ¢ no(T). 则 由 引 理 
3.1.2,A €E p(T +A) N p(T +04). Fla #0 BR A-T-adA= 
(I-aA(A-T))(A-T) RTA. A -aAA T) RT, 
从 而 oat 属于 秩 一 算 子 AA-T)? 的 谱 , 而 和 Eo(T +A 表明 
1€ of{ A(A—T)*), 这 与 秩 一 算 子 至 多 包含 一 个 非 零 谱 点 承 盾 . 故 
在 这 种 情形 下 (2) 成 立 ， 

BRITE AO) 的 任 一 选择 , 我 们 总 有 AA) C nel), 
且 对 任 一 具有 有 限 谱 的 算 子 T cA, BA AMT) = A(T) = qo(T). 
所 以 对 于 A4{-) 的 所 有 选择 ， 都 有 (2) 成 立 . 

(3)>(1). $ AA(-) = Bo4( 或 op()noc(). 假定 rank[4) > 
1, 我 们 将 证 明 条 件 (3 不 成 立 . 首先 , 假定 存在 泛 函 SeX 使 得 
FLA FAPI 线性 无 关 . 取 向 量 zi (i = 0, 1, 2) 使 得 (zi (A*) f) = 
6:; (4,7 =0,1,2).4 


T = zo Q (3||Al|f — A* f} + 21 8 (3I[AI|A*S — 2(A*)’f) 
+22  (3||Allf — A* f). 
W T E FX) E (T*+A*)f = 3AF, (T*+24A*)A*f = 3] A|| A* f. 
这 样 3 引 4| € o,(T* + A*)N9,(T* +24*) = oc(T+A)Nac(T+24). 
AA (3A -A'T Al (8A -24T 是 秩 二 算 子 ， 因 此 


3l4lle op(T + A) Ne,(T + 2A) N (BoA (T + A) N BoAT + 2A). 


然而 3||Al] g oA(T) = o,(T) N oe(T) = no(T). 
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其 次 ， 假 定 对 任意 的 9 € X*, ZR g, Ay, (4*)2g BRAM 
K HAA 是 次 数 不 大 于 2 的 代数 算 子 ， 从 而 4 也 具有 相间 的 
VER. 邑 存 在 次 数 不 大 于 2 的 多 项 式 p 使 得 p{A) = 0. WE pH 
次 数 等 于 1, 因为 rank(A) > 1, 因此 存在 a £0 使 得 A = af > 
T=y@q 满足 {y, 9) =a, WW o.{T) 一 vp(T) = do0(T) 一 {0,a}. 所 
以 


(ap(T + A)NGAT + A)) N (op(T +2A)N oe(T + 24)) 
= a4 (T 4- A) NOeA(T + 2A) 
= {2a}, 


但 2a ¢ no(T). 因此 从 现在 起 ， 我 们 总 假定 4 不 是 恒 等 算 子 的 倍 
RA p 的 次 数 等 于 2. RARER a 和 8 使 得 p(t) = (t 一 at- 8). 

WEL ao 40,8 4a. 车 有 二 0, AW rank(A) > 2, 因此 
dimker(A—al} > 2;# 840, W AIÑ. HT xX BRAM, A 
此 子 空间 ker(A— a) 和 ker(4 -81) 至 少 有 一 个 的 维 数 大 于 1. 不 
失 一 般 性 ， 我 们 可 假定 dim ker(A — al) > 2. 这 样 存在 X WAT 
空间 Vi, Vo Al Vs 满足 dim Vi = 1 EG X SRW X = Vit, 
A A FAME Ra A 


a 0 0 
A= 0 af 0 A 
0 0 gf 


a 0 
r=] 0 0 
0 0 


则 rank(T) = 1. 显然 AA(T + ADM AA(T + 2A) = {20}, 但 2a ¢ 


no(T). 
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情形 2 a = 68 关 0. AW rank(A) > 1, 因此 存在 线性 无 关 
HZA fifo E X* 使 得 AA = af, Ah =fitef. RA 
zi € X (6 = 1,2) 使 得 (z; fp = ây (j = 1,2). WẸ a +l, > 
T = (21-22) @fi + (az 十 ra) 四 万 . 直接 计算 可 知 T 了 TE Fo(X) A 
o(T)= {0,1 tia}. hF (T*+ A") fe = (a+ Ife, (T*+2A°X fi- 
afa) =(a+1)(fi —afe), MA +1 ET +A) Ns{T +24). 而 
(æa +1- ATA (e +1- 2AT EH 2 算 子 表明 


œ +1 E€ op(T +A) No(T +24) 0 (o4(T + A) N 3o (T + 2A)). 


H0 #a+1 ¢ no(T) WE a = 1, OT = (z1 - w) 8 fi + 
(~m + @ fo, MW T € A(X) A off) = {0,1 V2}， 因 为 
(T + A*)(fi — fe) = 301 — fa), (T* + 2A") fe = 3f2, 所 以 3 < 
o(T+A)No(T+2A). 由 于 3-4 和 3 一 24 可 道 ， 类 似 于 上 面 
的 讨论 ， 我 们 有 


3€0,(T + A) ATT +2A) N (G0A(T + A)N Go (T + 2A)). 


但 3¢ no(T); WE a = —1, $ T = (-21—- 222) @fit(—t1-22) fa, 
W T € F(X) H o(T) = {0,-1i V2}. 因为 (T+A t fa) = 
—3(fi+fe), (T*+2A") fe = —3 fa, 所 以 一 3 € o (F+A)No(T +24). 
由 于 -3-A -3-24 Ht, 我们 有 


—3 E p(T + A) fa,(T TAN (BoA (T + A) N BoA(T + 2A)). 


但 —3 ¢ no (T). 
情形 3 a = 8 = 0. AX rank(A) > 1, 因此 存在 泛 冰 f, 
g X* ER f, Af, g, Ag 线性 无 关 , GA Hh fe = Af, 
广 =g Ja = 4*9. WA E x; € X (i= 1,2,3,4) E4 (xi, fj) = diz 
(ij =1,2,3,4). 9 T = 220 f1 +2248 fa, MT e F(X) HT? =0. 
因为 (T*+A*)(A*g+ V2g) = V2(A*g+ v29), (T* +2A*)X{V2A* f+ 
位 = V2(V24" 了 + 让 ,因此 V2 E (T+A) No(f + 2A). 相似 于 
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情形 2 的 讨论 ， 有 
VŽ € (T + A) Nop(T + 2A) N (e4(T + A) N BoA(T + 2A)). 


然而 V2 ¢ no(T}. 

到 此 我 们 完成 了 (30) 全 (1 中 情形 AAG) = AoA) 或 ap()N 
Tel) 的 证 胡 . 

因为 A4(.) 的 每 个 选择 要 么 以 Bo4(.)] 作为 子 集合 要 么 以 @,(-)N 
oc(-} 作为 子 集合 ， 且 A4(.) 总 是 ngl 的 子 集合 ， 因 此 对 于 AAC) 
的 每 一 选择 ， 【3 全 人) 成 立 . 证 毕 . 

注 3.2.1 设 4 是 标准 算 子 代数 且 4E A. 如 果 rank(4) =1, 
那么 对 每 个 Te A 以 及 任意 的 复数 c +1, 都 有 AAT + ANI 
AA(T + cA) C AAT) 成 立 ， 其 中 AAC) 代表 八 个 谱 函 数 c4( 小 
of(), aji), af{) nete), nal), Fapl), Cal) 和 Capt) N oat) 之 
一 ,然而 对 于 本 节 的 目的 ， 我 们 只 需 算 子 了 具有 有 限 谱 即 可 . 

利用 一 秩 算 子 和 上 面 所 提 到 的 13 个 庶 函 数 之 一 , 下 面 的 引 理 
给 出 了 标准 算 子 代数 中 两 个 算 子 相 等 的 判 斯 准则 . 

引 理 3.2.3 i A 是 复 Banach 空间 X 上 的 标准 算 子 代数 
且 4,B e A $ AA) 代表 13 个 谱 函 数 04), of(), of(), 
of CNoA(), AxA(-}, nal), opl) Tel), oap( Cal), Capt) NTC) 
onf)Jnec() 和 otua) 之 一 . 如 果 对 每 个 秩 一 算 子 RE BX), 
HE AMA + R) = AA(B + R), BAAB., 

证 明 令 A4{.) 是 引 理 中 的 13 个 谱 函 数 之 一 .注意 到 对 十 
AAC) 的 任 一 选择 , EA (Nr) BA ac4(.]  AA(-) 的 子 集 
合 . 固定 数 入 使 得 [A] > max{|[ ll, Bll}. 对 任意 非 零 向 量 > € X, 
& Ar=y RM=a(FfeX*|@&f=a1) mMESe M, 那么 
A€0,{(A-(y-Ac) Of). 因为 有 限 秩 算 子 的 各 种 诺 都 相同 ， 因 此 
A€0,(A-(y—Az)@ f} HAS 3.2.2  (1)=>(2) 的 证 明知 入 属 
F oA(A-(y-Ac)@F) 的 孤立 点 , MA A € deA(A-(y—Az)@ f). 
KH Ac AMHA- (y — Ae) @ f) = AA(B- (y - àr) @ f) C na(B- 
(y—Ax)@f). 由 于 [Al > HB, 我 们 有 属于 AB- (y—Az) 8 了) 
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MMSE, MAC op(B 一 (9 一 Az)@ 了 ). KAAEIEL a uy 使 得 
(B—(y—Az)@ flug = Aup, ML uy = (uz, P(B -A uis). 令 
u = (B-A)}1(y~Az). WOT f EM, 有 (B-(y—Az)@f)u = Au. 
Ma 和 线性 无 关 ， 那 么 存在 FE M 使 得 (uJ) = 0, 因此 
(B-Aju=0 Hu=0, FEFE. 所 以 (B-(y-Ax)@ fjr = Az, 
Am Be=y. 现在 z 的 任意 性 表明 B= A. 证 毕 . 

注 3.2.2 如 果 把 A4(-) 用 算 子 谱 函数 AC) AR, 51H 3.2.2 
和 3.2.3 仍然 成 立 . 

定理 3.2.4 HAM B RAS Banach 20 X AY Li 
标准 算 子 代数 且 b: A> BAM. + ARO ie 13 个 
符号 aPC) oF (), oF (-), oF (NG P(-), Ae*(-), nol), opl), oel), 
Fapl-}s Tal): Tapk) Mel}, MPC) Nae) 和 ap} Vac} 2 其 中 
R=AR B. 如 果 A3(( 了 T) = AAT) 对 每 个 TE A 都 成 立 ， 则 
下 别 之 一 成 立 ; 

(1) FEIERT A E B(X,Y) 使 得 对 每 个 算 子 TE .4 有 
S(T) = ATA-!; 

(2) 存在 可 道 算 子 Ac BY) 使 得 对 每 个 算 子 荆 e 4 有 
G(T) = ATA. WE X EY 不 自 反 或 者 如 果 ABAT S 使 得 
AA (S*) # AMS) E AP() 取 PE oF (-), OFC), oh eal) 
RK oF (-), 那么 这 种 情形 不 出 现 ， 其 中 A, = {T |T EA. 

证 明 ”假定 对 每 个 TE A, AS($(T)) = AT). 

Met 更 是 单 射 且 (E) = 

我 们 首先 证 明 , MRS € 4 使得, 对 每 个 Te A, ATS) CC 
A4(T), 那么 3 =0. 

Wid, BE 540 Seek HH Sezy FAO. RIB 
了 EX 满足 &fp=1 BY, f) £0. BAEC HF Aj > [Sil E 

= (àz -y) Q f, BATEAH AE OATHS) NTS) N 
o(T + 8) C AAP +58). B AMT) = 70(T) = {0, Ae - y, f}} H 
(Ae ~ a. =A- dA FR. MS =0. 


现在 更 的 单 射 性 是 显然 的 ， Beh, WR OS) = 0, 那么 对 
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所 有 的 TE A, AAT 4+ 5) = AS(B(TY) = AAT), 所 以 8=0. 

BAS EMH, 故 存在 算 子 Fc AM OCF) = 工 这 样 对 每 
ST EA AHT +E ~I) =A2(@(T-D+D=14+AT-H= 
MAT), 所 以 B= I. 

断 寅 2 o 双边 保 算 子 的 秩 一 性 . 

TEA H rank(T)=1. 对 任意 的 BE AY), 因为 更 是 满 
St, 因此 存在 Sc AER B= O(S). 如 果 AFO ABBR ol), 
el}, TANA TeC) R apl) Uol), 那么 由 引 理 3.2.1 知 ， 


AMS HTI NAMS 427) C AAS): 


mE ATC) 是 谱 函 数 eP), olh orl oF() NoR(), Ao*(¢}, 
no(+), Fapl-), Os(-) R Fap(-)Noa(-), EMH F, AA AFS) = 
AMS) 表明 S(s) RAAMB4ARY 3 具有 有 限 诬 ， 因 此 由 引 
FB 3.2.2, BANA 


AAS + TN AAS +27) C AAS). 


于 是 由 假设 ,总 有 APB + B(T)) MAB + 28(7)) C A5{B). 再 
次 应 用 引 理 3.2.2, 我 们 得 到 rank(O(T)) = 1, H S 保 算 子 的 秩 一 
性 . 由 于 理 汪 与 更 具有 相同 的 性 质 ， 于 是 更 双边 保 算 子 的 秩 一 
HE, 

断言 3 EKER. 

首先 证 明 o 限制 到 有 限 秩 算 子 理想 上 是 线性 的 .显然 我 们 只 
希 证 明 对 任意 的 一 秩 算 子 zx@@ 了 以 及 任意 的 数 a, 有 Paro f) 
aiz @ f) 成 立即 可 ， 

注意 到 对 所 有 的 有 限 秩 算 子 F, WH ALP) = AAE) = 04(F 
=o(F). 特别 地 ， 对 每 个 一 秩 算 子 ref, ROSA A4(z@ f) 
{0,{z, f)}. 下 证 至 是 线性 的 . 

首先 假定 (z, fp=1. + (zr@ 有 = y 名 yg, HT R AC), 
因此 (yg) = 1. Ry cY, g 6 YY 使 得 io) = (1,9) = 0 
Agn) = 1. 因为 重 是 满 射 且 双 边 保 秩 一 性 ， 于 是 存在 一 秩 算 


at 


ii 


= 


F r8 fi e AG=1,2) 使 得 B(x1 @ fi) = y8 g, D(z2 @ fo) = 
yg. BR ranke f +r: f) =1, 从 而 对 每 个 复数 a, 我 们 有 
rank(az @ f+2;8f;)=1. 所 以 Atlar g f +2; fi) = {0,a}. 
$ Baz d f) = za Bha, 则 Par O f +z: Q Sfi) 是 秩 一 算 子 且 
A5(O(az ® f +2; fi) = {0, a}. 因此 yy 和 zo (BK yi Al za) 线性 
ERE gM ha (或 gi M ha) 线性 无 关 . ME gi 和 hs 线性 相关 ， 
WA y 和 ze 线性 无 关 . 在 张 量 积 zo Sho 的 第 一 项 中 吸收 一 个 常 
数 , 可 令 ha =g. Ml O(ar@f+r2Ofr)=2.8ntn09. 由 于 9 和 
p REFER, 故 存在 数 6 使 得 zo = By, 于 是 更 (az 四 月 = By Bg. 
又 因为 Af (Pn 8g) = Atar @ f) H ig) = f} = 1, k 
得 B=. HR 238 fo E A HR EE(z3 @ fa) = 1 OG, BA 
rank(z Q f+o3@fs)=2. HF yO@gimOn 是 秩 2 RE, 于 是 
AA(c@ f+z3@ fa) = {0,1}. MARA (z, fs) = 0 BA (z3, f} =0. 
从 而 对 任 章 的 数 o, 我们 有 

{0,1,a} = AA(ar@ f + 23 @ fs) = Af (Blar Q f +239 fa)) 

= AF (a + ln @ 91) = {0,0 + 1}, 


FA. HU g Aha SEEK, WAUA y 和 ze 线性 相关 ， 现 
在 不 妨 假定 ze = y, Ay Ay 的 线性 无 关 性 以 及 方程 Glare 
f+m@fr)=y@hatyOg 可 推出 存在 常数 ~ 使 得 ho = yg. 于 
是 Blox @ f) = 7O(2 @f). MAA AA(ar @ 站 = Aite f), 
故 ? 了 = a. 

接 下 来 我 们 只 需 考 虑 (zx, 有) = 0 的 情形 .选择 fo & X* 使 得 
{z, fo) = 1, BA Barg f) = (az ® {f + fo)) — Blar @ fo) = 
a(z @ f). 所 以 对 任意 的 a EC, FERN ce X RSE X*, 都 有 
G(az@ f)=oF(2 @ f). 即 下 限制 到 秩 一 算 子 上 是 线性 的 . 

现在 对 任意 的 一 秩 算 子 Pe 8, 由 断言 2, 存在 秩 一 算 子 REA 
EAR) =P. 因为 更 限制 在 有 限 秩 算 子 理想 上 是 线性 的 ， 因 此 
MER Te 4 及 任意 的 非 零 复数 o, 


AS(B(T)+P)=AAT+R) = LAA(oT+aR)=As (3sem+P) . 
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由 引 理 3.2.3, 我 们 有 O(eT) = oB(T), BS 是 线性 的 . 

断言 4 定理 中 的 陈述 (1) 或 (2) 成立. 

假定 线性 且 对 每 个 了 E A, 有 APT) = A4(T). 

由 断言 1-3, 更 保单 位 元 县 是 双边 保 秩 一 性 的 双 射 . 由 定理 
2.1.1 知 ， 

(i) 存在 线性 变换 4 : 碟 一 了 和 C: 一 工 使 得 对 每 个 一 
秩 算 子 cOofeda, A ce f)=-Arecf 成 立 或 者 

(ii) 存在 线性 变换 A: X* + Y AC: X OY* 使 得 对 每 个 一 
BAT cQfeda, K Oe@@fp=AfeCz Mx. 

AAS 是 双 射 ， 因 此 在 两 种 情形 下 ， AAC 都 是 双 射 . 

假定 情形 i) RE. HEAD EX RE X*, 由 于 {0,{Az， 
CH} = A (Arg Cf) = AA(2@ f) = {0, (z, f)}, 于 是 (Az, Ch} = 
(z, f) 现在 由 闭 图 定理 知 AMC AH, KMH Cy = A7. 

由 引 理 3.1.2 (1)>(2) 的 证 明知 ， 对 任意 的 了 E B(X), x€ 
X, f € X* HAE no(T), RNA AC nwo(T+2ef) 4BR4 
(A-T) 12, f) = 1. 进而 如 果 IAL > {IT I, BA 


AE no(T +28 f) 
SAET T +29 fino (T+2 f}Ndo(T+2@ f} 
S (ATY ts, f) =1. 


这 样 对 每 个 了 E A EEK 2 © X Mf Ee X* 以 及 满足 | 和 | > 
max{||T],|O(7)||} 的 所 有 的 A E C, 我 们 有 入 & ATH 
f) = AS($(T) + Aro Cf) SARA (A -Ts f) = (A- 
(T) tAr, Cf) = 1. 所 以 对 每 个 TE A, ERA @ CX Alf eX" 
以 及 所 有 的 vet 满足 0< lw} < min{fT I-77, (P|), 都 有 


(U — wT) E, f} = {U — we (TT) Ag, Cf). (3.2.1) 
方程 (3.2.1) 的 每 一 边 在 区 域 {w | 9 < lwl < miaf T, ETH} 


内 解析 且 0 为 其 可 去 奇 点 . 对 于 方程 (3.2.1) 在 w= 0 处 取 导 数 , 则 
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(Ta, f} = (®(T)Az, Cf) = (A(T) Az, f). 所 以 对 任意 的 了 < A, 
有 A(T) = ATA“, . 

如 果 情 形 Gi) 发生， 相似 于 情形 (i) EA, 4A: X* OY 
mC: xX > Y* 可逆 且 对 每 个 全 E A, OT) = 4741、 令 
Y> Y Mk: X XM RARRA. HA (4jCz) = (x, fh 
因此 ChA = Ix, AC =. PRY CY) = Y", R(X) = X, 
XAY AR. MEFE To € AER A“ (TG) 关 AAT), 其 中 
A, = {T* |T € A}, BA AP(E(To)) £ AHTo), 因此 更 不 可 能 有 
EREU) = AD AL RM, HN To 存在 只 有 当 APO RHR 
数 oP (-), oF (+), apl), oal), Fap(:) R ol). 证 毕 . 

对 于 ARO 的 每 个 选择 ， 在 定理 3.2.4 中 自 同 构 或 反 直 同 构 
的 任 一 情形 都 有 可 能 发 生 ， 例 如 失 定 X 和 了 自 反 但 不 可 分 ， 取 
A=CI+K(X), HP K(X) 代表 紧 算 子 理 想 . 但 是 如 果 标 准 算 子 
代数 4 包含 半 可 道 但 不 可 道 的 元 且 A 取 符 号 ri Cr, Op, Fey Cap 
或 0。, I & 不 可 能 有 形式 OO) = ACA! 

鉴于 此 ， 我 们 有 下 列 推论 . 

推论 3.2.5 设 4 和 如 分 别 是 复 Banach 空间 X 和 了 上 的 
标准 算 子 代数 且 :A 一 B 是 可 加 满 射 令 AC) RAHM 
 o® (+); oF(-) NoR(.), aoR( 小 7o(-), Tapk) NL), dpl) ncc() 和 
ozfJUee[] 之 一 , HHR=A KB, WHE T E A, AP (AT) = 
AAT) 当 且 仅 当下 列 性 质 之 一 成 立 ; 

(1) 存在 可 逆 算 子 Ac B(X, Y) 使 得 对 每 个 了 EeE A, 有 OT) = 
ATAI; 

(2) FEIERT A € B(X*,Y) EANET Te A 有 
S(T) = AT'A I, 在 这 种 情形 下 无 MY 一 定 自 反 。 

推论 3.2.6 i£ AMBAE Banach 空间 X MY ER 
标准 算 子 代数 且 下 : AS BRD MBH. + AR(,) 代表 谱 函 数 
oP (), OF), Cop), Taf), opl) 或 of), 其 中 对 = 4 或 8 B 
定 4 包 合 半 可 逆 但 不 可 逆 的 元 ， 则 对 每 个 荆 € A, AR(G(T)) = 
AAT) 当 且 仅 当 存在 可 北 算 子 A c B(XX, 了 ) 使 得 对 每 个 工 E A, 

.83 ， 


有 BT) = 474-1 成 立 . 

注 3.2.3 如 果 APC) AC) 代替 ， 定 理 3.2.4, 推论 3.2.5 和 
3.2.6 也 成 立 . 

推论 3.2.7 设计 和 了 ÆA Banach XA & : B(X) > BY) 
是 可 加 满 射 ， 则 下 列 陈 述 等 价 . 

(1) $ RAB. 

(2) 更 REW. 

(3) AAEM MAT 4 e B(X,Y) 使 得 对 每 个 工 E BX), 有 
p(T) = ATA“. 

证 明 我 们 只 需 证 明 (D> (3) 及 (2)-(3). 

(2)=>(3). 由 定理 3.2.4, © 具有 形式 更 (-] = ACA i 更 (.) = 
AC AT. 下 证 第 二 种 情形 不 出 现 . 用 反 和 证 法 . BENA TE 
B(X), 有 S(T) = ATA, IX MY 自 反 ， 由 [151; Ar i 
A, FEY 的 可 分 子 空间 WW 以 及 从 Y 到 WW 上 的 投影 P 满足 
P| = 1. 由 Ovsepian-Pelczynski 的 有 关 全 有 界 双 正 交 系 的 存在 
性 【名 文献 174; 定理 1j), 存在 向 量 序列 {yw} CW MEP 
{9n} C W* =rng(P*) 使 得 

(a) gn (yn) = bmn (m,n = 1,2,- J; 

(b) span{yn} 在 W 中 依 范 数 拓 扑 稠密 ; 

(c) MR yeW EHRE nEN, F only} =0, M y= 0; 

(d) supn|lynl] lgnl| = M < oo. 


令 39= 》 2 "yn Qontl—-P. RAM SEBY) BAH A 


n=l 
ARBAR, 但 不 可 逆 . 事实 上 ,由 条 件 (d) 和 Pll = 1 知 5 有 界 
为 {yn] 人 21 cmg(5), Aut S RATHER. 又 因为 》,2 "yn Bon 


n=l 
RET, 所 以 rng(S) 不 闭 , 从 而 SAT. 现在 © HE Ba 
ERT T EBX) 使 得 OT) = 5S. BR Og o-(S) =9.(T). WHE 
MES IZ fe X*, Sg =T"f (#0). WBE (x, f) = 1 HE 
意向 量 z eX, 8 0¢o,(T* —g@z), 因此 对 满足 (Af, h = 1 的 任 
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Æ h E Y*, 我 们 有 0 E o(O(T) —Ag@h). 所 以 对 满足 (48 及 =1 
的 任意 ACY", FEES Rw E Y* 使 得 Sw = (w, Ag)h. A 
Aw £0, 因此 Sw £0. Mit S* 的 值 域 包含 集合 {he Y" | 
MRT f e X 满足 APA) = 1). 由 于 A © B(X*,Y) 可 道 ， 
TH {fh oY* | 对 某 个 E X* WE CAAA) = 1} = ¥*, 所 以 
rog(S*)=Y"*, KS Wit, FE. 因此 第 二 种 情形 不 出 更. 

类 似 可 证 (1)>(3) 成 立 . 证 毕 . 


§3.3” 保 可 道 性 或 零 因子 的 可 加 映射 


#X MY EE Banach SHA p: X >Y Rih. aE 
9 可 加 且 对 任意 的 数 入 e C MME ze X, A pAr) = iole), Ke 
HEPA. HR, MR 2 可 加 县 满足 对 所 有 的 数 入 EC 
和 向 量 ce X, A er) = Aplr), RP rR CHARM, K 
e Æ r- 拟 线 性 的 . 

设 ARX 上 的 标准 算 子 代数 . 符号 S4, 874, SA, 24, ZA, 
24,724, TZ M TZA 分 别 代 表 A 中 所 有 不 可 逆 元 集合 ,不 左 
可 道 元 集合 ， 不 右 可 道 元 集合 ， 堆 因子 集合 ， 左 堆 因 子 集合 ， 右 
零 因子 集合 ， 拓 扑 零 因子 集合 ， 左 拓扑 零 因子 集合 和 右 拓 扑 零 因 
FRE. & 64 ANA RH 12 PRE S4, SA, SA, ZA, ZA, ZA, 
TZA, TE, TZ4, SANSA, ZAUZA M TZAUT ZA 之 一 . 我 们 
说 04 是 64 的 对 偶 (用 (64? 表示 ), 如 果 用 BCA) RBA, 其 中 
H 是 无 限 维 的 复 Hilbert Si], RNA Te OF) a T* g Q52) 
对 任意 的 了 E BH) 都 成 立 . 由 定义 ， 显 然 我 们 有 (Q4 = 0A, 
(Sf) = SA, (24) = 24, (ZAuzAY = Zf u zj, 等 .本 节 首 先 
刻画 标准 算 子 代数 上 保持 这 12 个 集合 之 一 的 可 加 映射 .为 此 ,我 
们 需要 于 面 的 引 理 ， 其 证 明 思 想 类 似 于 引 理 3.2.1 和 3.2.2, ARE 
适当 的 修改 . 但 为 了 完整 性 ， 我 们 简略 写 出 其 证 明 ， 令 F(X) 代 
表 秩 不 大 于 n 的 算 子 集合 且 CI+ 万 (人 ) = fel +Flae Ca 


F € F,(X)}. 
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引 理 3.3.1 $ AS Banach 2X 上 的 标准 算 子 代数 且 
OA 代表 12 个 集合 S4, SA, SA, ZA, ZA, ZA, TEA T2}, TEA 
SANSA 和 ZAUZA Z—. 对 于 非 零 算 子 ACA, 下 列 条 件 等 价 . 

(1) rank(A) = 1. 

(2) WHER TCA 及 等 个 复数 CALBT+A,T+cA€ 04, 
则 Te 84, 

(2') 对 每 个 工 E Cl + F(X) 及 每 个 复数 c 关 1, FT +A, 
T+cAc 64, Ml Teo. 

(3) THT TEA, HT+A,T+2A€ OA, hl Te OA. 

(3) 对 每 个 下 Ee Cl + F7A(X), # T+ A, T+2A € 84, Ml 
Teor. 

证 明 (2)>(2’))>(3') 和 (2)>(3)>(3) BR. 

(1) 坟 (2). 4A-cOf. 设 存在 Te A 及 非 零 复 数 c 关 1 使 得 
T+A, T+A EOT ¢ OA, 我 们 将 导出 矛盾 . 

如 果 64 = SA, 那么 了 ETERRA SEAR ST =I. 
因为 了 + S4, 了 +ecS4 € SA, 因此 {-1,-c71} C oA(SA) = of SA), 
与 秩 一 算 子 SA 至 多 包含 一 个 非 零 谱 点 矛盾 ， 现 在 假定 64 = 5A 
或 SA, 则 类 似 地 可 证 明 (2) 成 立 ， 从 而 对 于 情形 64 = SANSA, 
(2) 也 成 立 ， 

如 果 O4=TZAUTZA, 那么 T# B+ 药酒 工 是 双 射 且 作 为 
ARAFAT (T 可 能 不 属于 A. 然而 , 秩 一 算 子 T ACA. 
现在 由 上 面 葛 讨 论 知 (2) 也 成 立 . 

如 果 64 一 了 28f ,那么 下 是 单 射 且 具 有 闭 值 域 . 因为 卫 十 4， 
T+c4de7TZ#, 因此 存在 单位 向 量 序列 {rn} 和 {un}, 使 
得 当 nn 一 o tt, F |\(T+ Ajzal| > 0, I(T + cA)unl] 一 0， 因为 
[an 有 人 和 {tn IIS, 是 复 平 面 中 的 有 界 子 集 ， 因 此 存在 收 
RFA. MRA ME, DRE no 时， 有 (tn, f) 一 a, 
(un, f) >b. WAH n soft, Tr, > 一 027, Tu, > —cbz. 由 
FUE TZ, 显然 a 和 45 非 零 ， 于 是 x erng(T). Mue X 使 得 
Tu=a, ATI +u@fp=T+cafeTZz 表明 I+tu®@f 
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Aa. HE, THEW IT +e KTR. 这 样 wf 包含 了 
两 个 不 同 的 非 等 谱 -1 和 一 2, 矛盾 ， 现 在 类 似 可 证 (1) (2) 对 于 
84=TZ4 或 TZ (= TZAT nNTZÍ) 出 成 立 ， 

如 果 @4 = ZA AN T+A, T+A E 2Z7, 因 此 存在 非 零 疝 量 
u Au WR Tu= —(u, fiz, Tu 二 一 c(v, 了 5. AFT ¢ 24, ROT 
ABH, 于 是 4 和 vw 线性 相关 ， 从 而 c ==1, 与 假设 条 和 件 c 去 1 矛 
E. 情形 OA = ZA 或 64= ZAU ZA 的 证 明 类 似 ， 

in OA = 24 (= ZAnzZA) 由 上 面 的 讨论 知 ， 我 们 只 需 考 
ETHAEE ZAZA H T+A ce ZAZA at T g ZAuUzA. 
HX T+A E ZAZA, 因此 存在 向 量 x 使 得 Tw = xz， 由 于 
T(F+eu@fy=Ticde ZAZA, BA (+u f) g ZA, 所 以 
(I+cu@f) Wit, Mii T+cAg ZA, HB. 

(3’)>(1).  O4 = 24. RÆ rank(4) > 1, 我 们 将 证 明 条 件 
(3) 不 成 立 . 首先 , 假定 存在 泛 函 fE X* E S, ATS, (4*)?f 线性 
ER. 取向 量 ro, zi, zz E X HB (xi, (AH) = 6; (4,7 = 0, 1,2). 
+ 

T = (2 + 22) ® (3I|Al[f - A*f) 
+21 ® (3||A||A* — HAPA) — 3]] AIT. 


M Pe C+ F2(X) A {T* + A*)f = 0, (T*4 2A*)AtF = 0. ž 
HE T +A, T+2A€ ZA. Aw (A 一 Sala — 3AT 
34+ 0=T+Ae ZA H (A -IAND iT + SIAN) ARA 
2, 因此 (A — 3ALD T + 3A) +1 € Zf, Mig T+ A € ZA. 
相似 迎 ， 有 了 十 24 eZ. FATIA,T+2A€ 24. 然而 ， 容 易 
验证 了 在 -4 中 可 道 ， 所 以 不 可 能 属于 Z4. 故 (3) 不 成 立 , 

HK, BEM ERS ZR gE X*, MA g, A*g 和 (A*)?g 
REHAR. 则 A 是 次 数 不 大 于 2 的 代数 算 子 ， 从 而 A 也 具有 相 
同 的 性 质 ， 即 存在 次 数 不 大 于 2 的 多 项 式 p 使 得 p(4) = 0. 如 果 
p 的 次 数 等 于 1, 那么 存在 非 零 数 a 使 得 4 = af. 选择 向 量 y EY 
ER (yg =a $T =y@g-20l, BAT EARTE, Ait 
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TEZA T+A, T+2A © ZA, & (3) 不 成 立 . 

因此 ， 从 现在 起 我 们 总 假定 4 不 是 恒 等 算 子 的 倍数 旦 p 的 次 
数 等 于 2. 所 以 存在 数 a 和 p 使 得 p(t) = (t — ait ~ p). 

和 情形 3 240,28 Aa. 如 果 月 = 人 6 因为 rank( 有 4) > 2, 因此 
dimker(4 一 of) > 2; WẸ 2 #0, 那么 ATW. HT X BAH 
的 ， 于 是 子 空间 ker(4 - af) 和 ker{A 一 BJ) 至 少 有 一 个 的 维 数 大 
F1 故 不 失 一 般 性 ， 可 假定 dimker(A - al) > 2. 这 样 看 在 X 
的 限 子 空间 V, Vo 和 Vs E14 dim V, = 1, RAF X 的 空间 分 解 


a 0 0 
X=Vithtvy, 和 有 相应 的 矩阵 表示 4= | 0 oh 0 |, 其 
0 0 Bs 
Ho, Wi ls PHRASE Vo AV, 上 的 恒 等 算 子 ， 令 
—a 0 0 
T= 0 -2als 0 ; 
0 0 -Jaf 


MWPTECI+FA(KEAPYM. WT+AMT+2ALR AMS 
AT, w (3") ERE. 

情形 2 a = 8 关 9 AA rank(A) > 1, 因此 存在 线性 无 关 
RI fi, foe X* HR ASA = ah, Af =fitafe, MAE 
zi € X (i = 1,2) 使 得 (ei, fj) = dy (i,j = 1,2). 如 果 a x +, 
AT = {z1 — r2) 8 fi + (z1 + 22} 8 fh ~ (e +1), WATE 
CI + A(X). 因为 oA(T) = {-a -1, -a + ia}, 因此 全 在 A 中 
T. LAA (T* + At) fe = 0, (T* + 24°) fi- afa) = 0, 所 以 
T+A, TH2A E ZA HERB A- (41) 和 24 一 (at1)7 AM, 
所 以 工 + A, TT 十 24 € ZA, 从 而 T+ A, T4+2A € ZA (3) 不 
成 立 ; WME o =1, $ T= (r1 - 222) @ f + (—21 +22) Q fo —3/, 
WMA T eI + A(X) E off) = {~3, -2 + V2}. 现在 容易 验证 
THA PHRMA (T* + AXA — fo) = 0, (T* +24*)f2 = 0, A 
I_T+A,T+2A € ZA. WABI ~AM 3-24 TM, 相似 于 
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a +L 情形 的 讨论 ， 我 们 也 有 了 + 4, 十 24 & ZA. 这 样 卫 十 4 
和 了 十 24 是 零 因子 但 工 不 是 . 故 (37 不 成 立 ; 如 果 a = -1 $ 
T = (—21 — 222) @ fi + (—#1 -— 22) @ fh +31, MT €Cl+F72(X) A 
o(T) = {3,24 72}. H% (T*+A*)(fi + fe) = 0, (T*+2A*) fo =0, 
ARUT+A,7+246 24. 因为 -31 -AM -3 -2A YR, R 
(ha THA, TT 二 24 € Zf. RHA T+AAT12A 是 零 因 子 但 
了 不 是 ， 故 (3') 不 成 立 . 

情形 3 a=6=0. thet A? = 0. HX rank(A) > 1, 因此 
FEZA f, g © X 使 得 f, Ath g, Ag 线性 无 关 . PAHS, 
h= Af, fs =g, f= 二 Ato. 取向 最 zi € X (i 二 1,2,3,4) 使 得 
{za Ji} = bu (Lj = 1,2,3,4). $ T = 22 @ fi + 204 @ fg - V2. 容 
DRE T € Cl +Fo(X) 在 4 中 可 道生 (T* + A*)(Atg + 72g) =0, 
(T* +2A*)(V2Atf +f) =0. WE A- V21 A 2A— V27 的 可 道 性 
Wine AES yu MoA (T+ Alu = 0, (+ 2A)v = 0. 这 
WT+A,T+2A € 24. & (3) 不成立， 从 而 对 于 情形 4 = 24, 
(3'}=> (1) 得 证 . 

因为 84 的 每 个 选择 都 以 24 作为 子 集 且 因为 04 中 的 每 个 
元 在 A 中 都 不 可 逆 , 因此 对 于 84 的 其 他 选择 ,由 情形 e+ = 24 
的 证 明知 (3)>(1) 也 成 立 ， 证 毕 . 

引 理 3.3.2 ABS Banach 空间 X 上 的 标准 算 子 代 数 且 
A, B € A. $ 04 M04 RERA SA, SA, SA, Z4, ZA, ZA, TZA, 
TZE, TZ, TZ UTA, SANSA 和 ZAUZAZ—. 如果 对 每 
TAT RECI+ A(X), A+ RE OA > B+RERA W A=B. 

证 明 令 04 OA 分 别 是 引 理 中 的 12 ARa. BH 
注意 到 24 C 64 nn4. 对 任意 的 非 零 向 量 re X, $ Az = y. 
固定 数 入 使 得 | 和 | > max{lAll, BI} Hy Arr $ M=ffe. 
X* jiz, f) = 1}. MRS eM, BA A€0,(A-(y—-Az) @f), Mit 
A€0,(A-(y-Ax)@f). 这 样 A-A-(y-Avl@ fc Z4cC e+. He 
E, B-dA~(y-Az)@f ED4 MLL Ac oA*(B—(y—Az) Of). 现在 
JA! > | 如 | 表明 A € op(B—(y—Az)@f), MAES WS u; 使 得 
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(B-(y—ìz)& fus = Auy. BR uy = (up, 17(B 一 和 1(y 一 和 7). & 
u=(B—A)'(y—Az), BARE f E M, (B-(y-Az)@fju = Au. 
如 果 rA u 线性 无 关 ， 那 么 存在 f ce M 使 得 (uf) = 0, 所 
以 (B -Aju = 0, Mi u 0, FR. Ke Au DREMAA 
(B — {y — àz) 9 fie = àx, 因此 Br =y. 由 2 的 任意 性 ， 我 们 有 
B=A. 证 毕 . 

上 入 的 定理 是 本 节 的 基本 结果 ， 证 明了 标准 算 子 代数 间 保 持 
上 述 12 个 集合 之 一 并 且 保 单位 元 的 可 所 满 射 具 有 形式 : 同 构 ， 共 
Me FPS, J Vea] PY Bh Se A ey HY. 

定理 3.3.3 设 A 和 上 8 分 别 是 无 限 维 复 Banach 空间 X 和 
Y 上 的 标准 算 子 代数 目 鲁 : A> 8 是 保单 位 元 的 可 加 满 射 、 令 
OF 是 及 的 下 列子 集合 SF, SF, SR, ZP, ZR, ZR, TZR, 72K, 
TZ", SRNSR, ZRU ZR 或 TZRUTZR, 其 中 驴 二 A 或 858. 如 
果 对 所 有 的 了 E A, (T) e OF 4AR4 T e94, 则 下 列 断 音 之 
— RIE: 

(1) FED MARA IAHR T A: X 一 了 使 得 对 所 
Hii TEA, E OL) = ATA" 成 立 ; 

(2) FEMA FH RE A: Xt 一 使 得 对 
所 有 的 Te A, 有 BT) = AT*A Ry. MEX RY PAR, 
或 者 如 果 .4 包含 元 5 使 得 Se 94 但 5+ g Ot A OAH 
& SR, SP, ZR, ZR, TZE 或 TT2R, 那么 这 种 情形 不 出 现 ， 其 中 
A, = {T* | T EA} 

证 明 我 们 证 明 下 面 的 几 个 断言 . 

断言 1 更 是 单 射 . 

设 亚 (9) = 0, 则 对 所 有 的 Te ATS E O4 => G(T) 6 OF > 
Te 04, 现在 由 引 理 33.2 立 得 8:=0. WS 是 单 射 . 

断言 2 更 双边 保 算 子 的 钦 一 性 . 

$ RE A H rank(R)=1. HERH TE CI+F(Y) CB, A 
A t EHH, 因此 存在 SecA 使 得 SS) =T. MET+ OR), 
T+29(R) E OF, BA S+R, S+2R € OA. 由 引 理 3.3.1 的 (1)=>(3)}, 
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f Seot 再 由 假定 知 TE OF. 应 用 引 理 3.3.1 的 (3), 我 们 
有 rank(®(A)) = 1, 1S RAF MRK. BHA €-1(09) = 04, 
因此 & 双边 保 算 子 的 秩 一 性 . 

由 于 下 可 加 ， 于 是 更 是 从 FIX 到 大 (Y) LMR BIR 
算 子 的 秩 一 性 .由 定理 23.9 知 存 在 环 自 同 构 7: C>CH 

(i) 存在 r- 拟 线性 双 射 4:X GY AIC: X* oY" 使 得 对 所 
AWic eX WM f EX, A lrg f= Az 色 CF 成立 或 者 

(ii) FE r- 拟 线 性 双 射 A: X* + Y MCX Y 使 得 对 
RAK © eX Mf cx", A Dg f= Afo Cr 成 立 . 

(注意 ， 到 有 目前 为 止 ， 还 没有 用 到 HD =I MRE.) 

断言 3 如果 情形 1 发 生 ， 则 对 所 有 的 ze 和 fe X*, 有 
(2 @ f)= A(z @TF)A-1; WREE 2 发 生 ， 则 对 所 有 的 ce X 和 
fEX*, AF Oz@fl= Alg fyrat. 

假定 情形 1 RE. SHERMAN 2 © XM fe X*, K 
(Az, Cf) = r((2, f)). 如果 is, f) =1, PAI-~c@efe z4¢ eA. 
因为 更 保单 位 元 , 因此 I-AreCf < o”, mA (Az, Cf) = 1. 
如 果 amf) = a A 0, 那么 1 = (z, f) = (Alale), Cf) = 
r{a)~{Az,Cf), Br (Az, Cf) = 7(a). 现在 假定 (z, f) = 0. 如 
& (Az, Cf) = 6 #0, WA I~ A(r "(Bal Cf e OF, FZ 
1 一 7-1(8 )\r @ f € OA, t (2, J} =r 8) £0, FE. 

这 样 ， 对 任意 的 秩 一 算 子 z 色 feE A 及 任意 的 ye Y, 我们 都 
有 

B(x @ fly = (Ar @Cf)y = (y, Cf Ar = (AA ly, Cf) Az 

= 7({A~*y, f)) Az = A((A7'y, fz) 
= A(z [Ea Paty. 


ML ise f) = A(z @ fA. 
WARE 2 发 生 ， 类 似 地 ， 对 所 有 的 ce X MEX 我 们 
有 (Af, Ca) = Tt 用) 从 而 断言 的 相应 部 分 成 立 . 
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Mme 4 对 所 有 的 AE Cr(A) = 为 或 者 对 所 有 的 A ec, 
T{A) = A. 

由 定理 1.2.8 知 , 复数 域 上 的 连续 环 同 态 要 么 是 恒 等 映 射 要 么 
BRA, 因此 我 们 只 需 证 > 是 连续 的 .用 反 证 法 .假定 7 不 
连续 ， 那 么 > 在 0 点 的 任何 邻 域内 都 无 界 . 

不 妨 假 定 倩 形 1 发 生 . 取 gy © Y* 满足 jlgil| < 1, 并 且 取 单位 
HE u CX 使 得 (u, Cg) 关 0. 因为 了 在 集合 (Alu, C191} | 
Al < 27} 上 无 界 ， 因 此 存在 满足 A] < 2°) 的 复数 AL 使 得 
Ttun CT) > 1 ay = àm, W lael < 27 8 friz, 
Cigi > 1. 取 满足 lga <1 的 go € Y* 使 得 (21, Co1g2} = 0. 
ER Op 和 C 1 多 线性 无 关 . 因此 可 取 单 位 向 量 wz E X 使 
得 (u2, Cg) £0, 但 (uz, Cig) = 0. 由 于 7 在 {Alu 0g) | 
(A) < 277} EAR, MEE da E Aluan Cg > 2. 4 
T3 = Agua, ABA leall < 2-7 E |r(fza 07g) > 2. 假定 所 到 到 
的 zi za En 和 gis gas ty 9m WERI ljal) < 27%, iall <1 A 
2i ktt, 有 (zi, Cge) = 0, Ir{(z;,C—1g,))] > i (ik = 1,2,0, 
n) 另 取 满足 gnpl| < 1 的 gar 使 得 (zi,C ion} 0 i l, 
… 7), BA Cigntl Fspan{C "gi, +++, Cogn}. 选择 单位 向 量 
unti 使 得 (inst, C7 grat) 关 0, 同时 (unpa gi) = 0 (i= 1, 2, 

ean) RA r E {Aunts C tgn) [AL < 27-9) 上 无 失 所 
以 存在 满足 Anpi) < 274) 的 Anes HEM Ir (Can, C gnal > 
n+l, 其 中 zapi = Antiunt1. 继续 这 个 过 程 ， 我 们 得 到 满足 下 列 
条 件 的 两 个 序列 {ra} 和 {on} P21: 

(1) 对 每 个 n, leni < 27" E iligal] < 1; 

(2) 4 nZkM, (£n, Cg) = 0; 

(3) Uta CT and) >n. 

注意 到 z= Se, 是 多 中 的 向 量 ， 因 此 Ar eY. 然而 ,对 


n=] 
任意 的 me N, 我 们 有 Arl > Az gn) = hrr, Ciga] > n, F 


JB. 所 以 了 连续. 
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断言 5 4 SAAR MMAR. 

在 情形 1 中 ， 由 《4z,CJ) = r(x, fh) (或 在 情形 2 h, H 
(4F Co) =7((2,f))), 断言 4 和 闭 图 定理 昂 知 ， 此 汤 言 成 立 . 

断言 6 对 所 有 的 全 € A, OT) = ATA: 或 者 对 所 有 的 
T € A, HT) = 47*4-1. 

假定 情形 1 RY. WHET CAS UT) = ABTA. 则 
亚 :4 一 .4 是 保单 位 元 的 线性 双 射 且 更 (64) = 04. 由 断言 3， 
对 每 个 秩 一 算 子 cole dA, BA VO fl) = 2c Of. KR 
FERN T e A 及 任意 的 zf E A 和 每 个 复数 和 € C, RNA 
OT) +aA+cefee4 当 且 仅 当 荆 + 入 二 5 多 E ot. 现在 由 引 
理 3.3.2, 有 UT) = T. 从 而 对 每 个 了 E A, BA G(T) = ATA 
成 立 . 

现在 假定 情形 2 成 立 . $1: YY" Alan: X +X" BA 
REA. i H (Af, Ca) = r(x, f)) MB (We, f) = (e, Wf), 其 中 
TA) =A RTA) =A AW BRAT, 我 人 有 CA = Ix, 
AC =n. Ab UY) = Y, kf) =X", IX AY BR. 

& UT) = A*O(T)* (A), W V: ASD A BRB HARE 
WH. BRT ¢ B+ 4 AMY UT) e (64), 其 中 (64) 是 o 
的 对 侦 ， 由 断言 3, 对 每 个 秩 一 算 子 c@ fed, Vee fop=2@ f. 
这 样 对 每 个 Re CT + A(X), 我 人 有 T+ Re o 4BRY 
WT)+ Re (64). 由 引 理 3.3.2, WTD) = 了 从 而 对 每 个 算 子 了 
# ST) = AT*A™ 成 立 . 

如 果 存 在 9E AE S Eom Sgot, jep 和 | 
Te 分 因为 &(S) = 4S*A~! g 95, Hits 64 WHE SF, SF, 
BP, 22,727 或 ZR 时 ， 更 不 可 能 有 形式 B(-) = ACAL GE 
毕 . 

在 定理 3.3.3 中 , 对 于 9B” HEE, o 都 有 可 能 取 到 下 列 
ABBA: BA, Raw, PHAM. fink X 和 
Y 自 反 但 不 可 分 ，A = CI 十 K(X), 其 中 K(X) ERATE. E 


注意 到 在 定理 3.3.3 中 ， 如 果 里 BREN, Boo RARE 
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构 . 

现在 利用 定理 3.3.3, RA ERT AR LARA TAR 
成 竺 空间 性 质 的 一 些 可 加 保持 问题 ， 有 些 结 论 甚至 对 于 线性 的 情 
形 都 是 新 的 , RT BX) MRT REHAB R ARR, KT ik 
拟 仿 射 的 . 

定理 3.3.4 RAAB WER Banach 空间 X MY 
上 的 标准 算 子 代数 且 更 :4 一 吕 是 保单 位 元 的 可 加 满 射 ， 则 下 列 
性 质 等 价 . 

(1) o 双边 保 算 子 的 可 北 狂 . 

(2) & 双边 保 算 子 的 半 可 道 性 . 

(3) 更 双边 保 零 因子 . 

(4) & 双边 保 半 零 因子 . 

(5) & Kid RipthS A FT. 

(6) © 双边 保 尘 折 扑 零 因 子 . 

(7) © Wid RAF OE. 

(8) $ 双 这 保 极 大 半 理 想 . 

(9) FEM MA RRA RIERA: X — Y 使 得 对 所 
HH Te A, A OT) = ATA; RARE MH ARERR 
性 算 子 A: X* o Y 使 得 对 所 有 的 Te A, A OT) = ATA! 后 
一 种 铺展 出 现 只 有 当 义 和 YY AR. 

证 明 BPR (9) Bad RAF (1) 一 (8). 

取 O? = S®, SRNSR, ZR, ZRUZR, TER 或 TZRUTER, 
其 中 及 = 4 或 8. 由 定理 3.3.3 知 ，(1) 一 (6) 由 的 任何 一 个 都 草 
m (9) 成 六 .至 于 (D9), 因为 F(X) CA, Kit T (e A) 作为 
BX) 中 的 算 子 是 氢 仿 射 的 当 且 仅 当 工 既 不 是 4 的 左 零 因子 也 不 
是 右 零 因子 , 这样 (HeT. 因为 一 个 元 可 道 当 且 仅 当 它 既 不 属于 
性 何 极 大 左 理想 也 不 属于 任何 极 大 右 理 想 ， 因 此 (1)9(8). 证 毕 . 

定理 3.3.5 A AB oS CHER Banach 4h] X MY 


上 的 标准 算 子 代数 且 理 :.4 一 后 是 保单 位 元 的 可 加 满 射 ， 则 下 列 
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条 件 (1) 一 (12) 中 的 任何 一 个 都 蕴涵 (14) 成 立 . HAT, WR A 包 
AAA A TRENT, BBA BE (1) 一 (13) 等 价 . 

(1) © 双边 保 算 子 欧 左 可 道 性 . 

(2) > Mid RAT Hy A wy ee HE. 

(3)? 双边 保 左 零 因子 . 

(4) © 双边 保 右 零 因子 . 

(5) © 双边 保 左 拓扑 零 因子 . 

(6) © 双边 保 右 拓扑 零 因子 . 

(7) 更 双边 保 算 子 的 单 射 性 . 

(8) $ 双边 保 算 子 的 值 域 稠 性 . 

(9) 更 双边 保 算 子 的 下 方 有 界 性 . 

(10) 更 双边 保 算 子 的 满 射 性 ， 

(11) 亚 双边 保 极 大 左 理想 . 

(12) 双边 保 极 大 右 理想 . 

(13) 存在 可 逆 有 界线 性 或 共 印 线性 算 子 A: X OY 使 得 对 每 
TEA, A OT) = ATA, 

(14) FEN MA ARERMERRER ST A: X + Y 使 得 对 每 
个 Te A, A (T) = ATA, REET MA HR BS AE 
MTA: X*-+Y PBS TCA, A OT) = ATA. 在 后 一 
种 情形 下 ， X MY 一定 自 反 . 

证 明 由 定理 3.3.3 可 知 ，(1) 一 (6) 中 的 任何 一 个 都 蕴涵 (14) 
成 立 ， 因 为 一 个 元 不 具有 左 逆 当 且 仅 当 它 属于 某 个 极 大 左 理想 ， 
因此 (1)o(11). 类 似 地 ， 有 (2)e(12). XAA AM B 是 标准 算 子 
代数 ， 因 此 容易 验证 (3) 信 (7), (4)<9(8), (5)(9) 及 (6)(10). 所 
以 {1) 一 (12) 中 的 任何 一 个 都 昔 泗 (14) 成 立 . 

现在 假定 A 包 合 左 可 逆 但 不 可 北 的 元 9, 设 R AKRAM. 
那么 5 是 右 零 因子 ， 右 拓扑 零 因 子 但 5* FH, BR 右 可 逆 ， 也 是 
ASAT, AMPPATH K 不 是 .这 些 说 明 不 可 能 取 形 式 
®(-) = AJAT! 因此 条 件 (1) 一 (12) 中 的 任何 一 个 都 与 (13) 等 
ft 证 毕 . 
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特别 地 ， 我 们 有 下 列 结 论 . 

推论 3.3.6 it a: BUH) > BK) 是 保单 位 元 的 可 加 满 射 ， 
其 中 五 入 是 无 限 维 的 复 Hilbert 空间 ， 则 下 列 陈 述 等 价 . 

(1) 现 双边 保 算 子 的 左 可 逆 性 . 

(2) S MARR T H t E. 

(3) $ 双边 保 算 子 的 单 射 性 . 

(4) ® 双边 保 算 子 的 值 域 稠 性 . 

(5) P 双边 保 算 子 的 下 方 有 界 性 . 

(6) E 双边 保 算 子 的 满 射 性 . 

(7) 存在 可 逆 有 界线 性 或 共 斩 线 性 算 子 ASH — K 使 得 对 每 
TCA, OT) = ATA. 

证 明 因为 BCA) EE TT Ac. BA AO 
证 分 子 空间 M 令 SEM 上 的 单 侧 移 位 UT = Sac, 其 中 
Ge BM) Wik. AAS EKER, Mii 了 左 可 逆 但 不 
ayia. TERE 3.3.5 知 本 推论 成 立 ， 证 毕 . 

推论 3.3.7 He B®: BUX) > BY) 是 保单 位 元 的 可 加 满 射 ， 
Et X mY ELRES Banach 空间 ， 则 下 列 陈述 等 价 . 

(1) 更 双边 保 算 子 的 单 射 性 . 

(2) E MRF Hh (a. 

(3) 存在 可 六 有 界线 性 或 共 辆 线性 算 子 ASX OY 使 得 对 每 
个 Te BX), 有 OL) = ATA. 

证 明 由 定理 3.3.5 知 ,存在 可 逆 算 子 4 使 得 OC) = AAT 
或 O(-) = ACA, 现在 由 推论 3.2.7 立 得 反 同 构 不 出 现 ， 证 毕 . 

对 任意 的 ST, WETS =0 当 且 仅 当 B(T)G(S) = 0, 称 映射 
更 双边 保 零 积 . 

定理 3.3.8 设 和 4 和 避 分 别 是 无 限 维 复 Banach ZE] X MY 
土 的 标准 算 子 代数 且 更 :4 一 召 是 可 加 满 射 , 则 更 双边 保 零 积 当 且 
仅 当 存在 非 零 复数 c 和 可 道 有 界线 性 或 共 轿 线 社 算 子 ASX OY 
使 得 对 每 个 个 € A, HT) = cATA™1. 
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证 明 REEDE CRORMURASAFRMURE 
SAT. 由 定理 3.3.3 证 明 中 的 断言 1 和 断言 2 知 ， 至 是 单 射 且 
MAREE, PURE r- MERY 4 和 C 使 得 要 么 定理 
3.3.3 证 明 中 的 情形 的 成 立 ; 要 么 情形 (ii) 成 立 ， 下 证 情形 {说 不 
出 现 . 相反 地 ， 假 定 (ii) 发 生 ， 即 对 每 个 秩 一 算 子 rz@@ 了 Ee .4, 有 
Prf) = AfBCz. Hue XA fe X* HB lu, f)=0. 因为 4 
和 BMH, HEEE xe X Ml he X* 使 得 (Ah, Cr) £0. 然而 
(e@f)(ugh) = 0 BH] O = B(2@s)b(u@h) = (Ah, Cz) Afacu F 0, 
FA. 所 以 亚 具有 情形 @ 的 形式 ， 即 对 每 个 秩 一 算 子 coped, 
A O(2@ f)= Ar @cf. 

其 人 次， 我们 证 明 存 在 非 零 复 数 c 使 得 G(T) = cl. 

HERK Of EA ME (ze, f)=a40, 因为 


Q-a rg f\(e@f) =(18 JI -are f) = 0, 
且 更 保 零 积 、 因 此 
(G(T — Tr(a)" Ar 8 Cf)(Ar @ CH} 


= (Ar @Cf}B(D) — r(a)~1Ar @ CF) 
=0, 


所 以 Plr @ Cf) = (Arg CHOU); ME (a, f) = 0, MAK 
uc X 使 得 (u, f) 40, 那么 由 上 面 的 证 明知 ， 


GD(Ar + Au) @ Cf)) = (Ar + Au) @ CAE, 
&(1)(Au @ Cf) = (Au ® CAEU). 


故 在 这 种 情形 下 ， 仍 有 HA8 Cf) = (Ar 8 CPU). 所 以 对 
任意 的 z 名 fe A, 我 们 都 有 B(1)(Az@ Cf) = (Av @Cf)S(T). 因 
AAMC Rit, 因此 亚 (7) 与 每 个 秩 一 算 子 交换 ， 从 而 是 恒 等 
算 子 的 倍数 ， 即 存在 复数 c 使 得 OT) = cI. 现在 再 的 单 射 性 表明 
c#0. 所 以 ec 再 保单 位 元 且 是 双边 保 零 因子 的 可 加 满 射 ， 现 在 


由 定理 3.3.4 知 ， 绪 论 成 立 . 证 毕 . 
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§3.4 注 id 


本 章 主要 取材 于 Cui 和 Hou [59], [61—62 和 [111]. 历史 上 ， 
Jafarian 和 Sourour [124] 于 1986 年 给 出 B(X) 上 保 谱 线性 满 射 
的 刻画 . 注意 色 保 谱 线 性 映射 保单 位 元 且 双 边 保 算 子 的 可 逆 性 ， 
对 此 类 线性 满 射 的 刻画 ， Šemrl [191] 找到 对 实 空间 情形 也 适用 的 
较 简 短 的 证 明 . 1996 年 Sourour [193] 得 到 B(X) 上 保单 位 元 且 
保 可 逆 性 线性 满 射 的 刻画 ， 但 证 明 繁 复 ， 后 来 被 Braser 和 Semri 
(31) 所 简化 .然而 此 简单 证 明 并 不 适用 于 本 章 讨论 的 其 他 各 种 情 
形 ， 也 不 适用 于 实 空间 情形 ， 有 关 这 方面 的 讨论 ， 读 者 还 可 参考 
文献 [11], [32], [44], (89) 等 ， 本 章 内 容 也 与 著名 的 Kaplansky 问题 
有 关 ， 我 们 将 在 第 四 章 进 一 步 讨 论 . 

定理 3.1.6 中 (3) 和 (5) 的 等 价 性 推广 了 文献 [185] 中 的 主要 
Bee, EMAAR EH BWR AHA OX 是 Hilbert 
空间 ， 推 论 3.1.7 中 (1) 和 (3) 的 等 价 性 也 由 Sourour 在 文献 [193| 
中 得 到 . 

和 注意 到 当 A = B(X) UR AC) = of) 时 ， 引 理 3.2.2 中 
(名 (2) 台 (3) 在 [171] 中 被 证 明 ; 对 于 情形 A(-) = opl), 文献 [185] 
rp BA ey (1)<>(2). 

文献 [114] 中 证 明了 BUH) 上 双边 保 零 积 的 可 加 满 射 是 自 同 
flak ste A AES eS, KP H 是 无 限 维 的 复 Hilbert 空 
间 ; 文献 加 中 证 明了 标准 算 子 代数 上 双边 保 零 积 的 线性 双 射 是 则 
WISER BG. EM 3.3.8 推广 了 这 些 结 论 . 

B(X) 上 保 点 谱 和 加 (五 ] 上 保 满 谱 线 性 满 射 的 刻画 首先 被 Šemrl 
[185] 讨论 , 其 中 AAS Hilbert 空间 , hese HUA BX) 上 双边 
保单 射 性 和 BE) IOLRA TE RARE AB. 保 
谱 可 加 满 射 和 保 点 谱 可 加 满 射 的 刻画 分 别 由 Ondadič, Semel [171] 
和 Wang [197] 得 到 . 本 章 的 结果 都 相应 改善 和 丰富 了 上 述 研究 成 
录 ， 并 对 各 种 不 同 的 保持 映射 用 统一 的 方法 进行 处 理 , 

考察 $3.2 中 的 讨论 ， 下 面 的 猜测 似乎 是 合理 移 ， 对 于 Hilbert 
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空间 和 (? Ei (1 < p< 00), 这 个 簿 测 显 然 正确 .但 是 ， 对 一 般 
的 Banach 空间 我 们 不 能 证 明 其 正确 性 . 然而 ， 如 果 能 证 明 在 每 个 
可 分 自 反 的 无 限 维 复 Banach 空间 圭 ， 存 在 左 可 道 但 不 可 逆 的 算 
子 ,或 等 价 地 ， 每 个 可 分 自 反 的 无 限 维 复 Banach 空间 都 与 其 自身 
的 ~- 个 可 补 子 空间 线性 同 胚 ， 那 么 下 面 的 猜测 是正 确 的 . 

猜测 3.4.1 SX MY 是 无 限 维 复 Banach 空间 且 : B(X) + 
BY) 是 可 加 谐 射 ， 则 下 列 断言 等 价 . 

(1) & 保 左 谱 . 

(2) S 保 右 谱 . 

(3) © RIED A. 

(4) 至 保 满 谱 . 
(5) 存在 可 逆 算 子 4 € B(X, Y) 使 得 对 每 个 了 € BX), 有 
&(T) = ATA. 

定理 3.1.6 和 推论 3.1.7 以 及 定理 3.3.4 和 3.3.5 讨论 了 B(X) 
中 有 关 算 子 值 城 或 零 空间 许多 情形 的 单 边 或 双边 保持 映射 ， 对 于 
保持 算 子 值 域 闭 性 的 映射 ， 甚 至 在 Hilbert 空间 的 情形 ， 得 到 其 刻 
画 都 很 困难 ， 然 而 我 们 有 下 列 猜 测 ， 令 K(X) 和 F(X) 分 别 代 表 
B(X) 中 紧 算 子 理想 种 有 限 秩 算 子 的 集合 . 

猜测 3.4.2 i X MY 是 复 Banach ii] A ©: B(X) 一 BY) 
是 保单 位 元 的 线性 满 射 。 如 果 更 双边 保 算 子 的 值 域 闵 性 ， 那 么 存 
在 满足 FIX) CF) 的 线性 映射  : B(X) > KY) 并 且 下 列 
之 一 成 立 : 

(1) 存在 Fredholm 算 子 A € B(X,Y) 和 B € B(Y, X), 满足 
AB = I- (1), BA=I+K, 其 中 K 是 紧 算 子 ， 使 得 对 每 个 
T € B(X), 都 有 O(T) = ATB + p{T); 

(2) 存在 Fredholm 算 子 A € B(X*,Y) Ml B € B(Y,X"), 满 
Æ 4B = 了 -wp(1), BA=I+K, 其 中 下 是 紧 算 子 ， 使 得 对 每 个 
T € B(X), MA O(T) = AT*B + vo(T). 

我 们 还 可 提出 下 商 的 问题 


问题 3.4.3 假定 更 BMH, 533 中 诸 结 果 中 有 关 双 边 性 的 
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假设 条 件 是 否 可 去 挤 ? 

最 后 注意 到 , 本章 总 假设 X 是 复 Banach 空间 . 另 一 方面 , 本 
章 涉及 的 许多 保持 问题 对 实 空 闻 情 形 也 有 音义， 例如 ， B(X) 上 
保单 位 且 保 算 子 某 种 可 逆 性 或 某 种 与 算 子 值 域 和 等 空间 有 关 性 质 
的 线性 映射 和 可 加 映射 的 刻画 问题 . 然而， 这 些 问 题 至 今 没 有 解 
决 ， 有 兴趣 的 读者 也 不 妨 尝 试 一 下 .特别 地 ， Šemrl 提出 的 下 面 
问题 还 没有 得 到 解决 . 

问题 3.4.4 BEX AS Banach fil, ©: BUX) + B(X) fè 
单位 的 线性 双 射 . 如 果 更 RAF ME, MAR EEA 
同 构 或 反 自 向 构 ? 


AOR Banach 代数 与 C*- 代数 上 的 线性 映射 


本 章 在 更 一 般 的 框架 , BM Banach 代数 ，C*- 代数 和 von Neu- 
mann 代数 上 ， 讨 论 线性 保持 问题 . 设 A 和 #8 是 包含 单位 元 了 的 
复 Banach 代数 . 用 A(.) ERRAR cf al), o-(-), aN rl, 
bc() Kno). 设 下 :4 一 日 是 线性 映射 ， 对 任意 的 Te A, wE 
A(@(T)) € A(T) (或 A(B(T)) = A(T)), 称 理 压缩 (或 保持 ) EE 
数 AC). 

本 章 分 七 节 . 第 一 节 用 统一 的 方法 刻画 了 包含 单位 元 的 半 单 
复 Banach 代数 间 正 缩 上 面 的 六 个 谱 函 数 之 一 的 线性 上 映射 , 证 明了 
这 样 的 线性 满 射 保 赛 等 性 . 利用 这 一 结论 , 也 给 出 了 半 单 复 Banach 
代数 阿 同 态 或 同 构 的 刻画 . 

第 二 节 讨 论 实 秩 零 C*- 代数 上 压缩 上 面 的 六 个 谱 活 数 之 一 的 
线性 映射 , 主要 结果 是 证 明了 从 实 秩 零 C- 代数 到 半音 Banach 代 
数 上 压缩 这 六 个 谱 函 教之 一 的 线性 满 射 是 Jordan Ala. 进而 ， 刻 
画 了 实 秩 零 CG*- 代数 到 半 单 Banach 代数 上 保 (或 左 、 或 右 、 或 半 ) 
可 道 性 的 线性 映射 . 

第 三 节 讨 论 实 秩 零 C*- 代数 上 保 极 大 (RA. RAL RE) 理 
想 的 线性 映射 也 讨论 了 可 数 可 分 解 因 子 WN 代数 上 保 极 大 左 (或 
右 ) 理想 的 自 伴 线性 映射 . 

第 四 节 讨 论 YN 代数 上 保 零 积 的 线性 映射 . 证 明了 从 YN iè 
数 到 因子 Banach 代数 上 保 零 积 的 有 界线 性 满 射 是 同 态 的 非 零 常 
Ak: mE B 的 中 心 存在 极 大 正 交 投影 族 ， 也 刻画 了 从 YN 代数 
AZ WN 代数 号 上 保 零 积 的 有 界线 性 满 射 的 结构 ， 

第 五 节 首 先 定义 了 有 限 vN 代数 中 元 的 迹 秩 概念 ， 并 给 出 了 
迹 特 的 一 些 性 质 ， 通 过 这 些 性 质 可 以 看 到 ， 迹 秩 事 实 上 是 矩阵 和 代 


HRS AR VN 代数 的 合适 推广 ， 本 节 主 要 结果 是 证 明了 
- 101 - 


从 有 限 vN 代数 4 的 线性 子 空间 AM 到 A 自身 保单 位 开县 宪 伞 这 
秩 不 增 (或 完全 保 迹 秩 ) 的 线性 映射 能 延 拓 到 由 M 生成 的 代数 到 
上 4 的 完全 迹 秩 不 增 (或 完全 保 迹 秩 ) 的 代数 同 态 ， 从 而 刻画 了 有 限 
VN 代数 到 其 自身 保单 位 元 的 自 伴 线性 满 射 ， 另外， 还 给 出 这 些 结 
论 在 矩阵 代数 上 的 应 用 . 

第 六 和 节 首 先 刻画 了 Banach 代数 上 谱 有 界 的 线性 映射 ， 证 明 
了 从 含 单位 元 的 复 Banach 代数 到 作用 在 Banach 空间 上 标准 算 子 
代数 上 的 谱 有 界线 性 满 射 保平 方 零 元 ， 进而， 刻画 了 从 复 Banach 
代数 到 标准 算 子 代数 上 的 2- 谱 有 界线 性 映射 ， 作 为 应 用 ， 也 讨论 
T BCA) 到 BLK) 的 谱 有 界线 性 映射 . 

BOAT BA) 的 相似 不 变 子 空间 ， 进 而 刻画 了 BA) 
上 双边 保 相 似 性 的 有 界线 性 满 射 的 结构 . 


§4.1 Banach 代数 上 谱 函 数 压 缩 的 线性 映射 


本 节 首 先 讨 论 半 单 复 Banach 代数 间 上 压缩 本 章 引 言 中 提 到 的 
六 个 谱 函 数 之 一 的 线性 映射 设 Pe .4 MR P2 = 书 , 称 已 是 
#350. 下面 的 引 理 利用 谱 刻 画 了 半 单 复 Banach 代数 中 的 等 等 
元 ， 由 于 证 明 较 复杂 ， 故 从 上 略 . 有 兴趣 的 读者 可 参考 文献 [11]. 

引 理 4.1.1 HA 是 包含 单位 元 的 半 单 复 Banach 代数 且 
Pe A, WP RESTA ARS (P) C {0,1}, 并且 在 在 正 数 
rA e 使 得 当 |P-Til<r lt, A off) Co(P)+elP—-T|, 其 中 
集合 o(P)+el/P-T|RRU P) PRAA RG, P-TA 
羊 径 的 圆 盘 的 并 . 

我 们 把 将 短 等 元 映 成 暴 等 元 的 映射 称 为 是 保 究 等 性 的 ， 如 盯 
ADEF A M P WE PP = PoP, =0, REMHRER. 显 
A. EEEE n R ER EA E E E G G G B OE E G E 
等 元 . 

下 面 定理 是 本 节 的 主要 结论 之 一 ， 也 是 本 章 第 一 节 和 第 二 节 


的 基础 . 
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定理 412 设 A 和 8 是 包 合 单位 元 了 的 半 单 复 Banach 
RKB O:A+ 5 是 线性 满 射 + AC) 代表 六 个 谱 函 数 of, 
akh Orch aC} Nas), Bg(-) 和 nol) 之 一 :假定 对 每 个 工 E A, 
A(S(T)) C A(T), Hl S ABER $) = 1. 

话 明 先 考虑 AC) = Bo(-) 的 情形 . 我们 首先 证 明 更 是 连续 
的 . WP TS A, 由 假定 ， Bo($(7)) C Ao(T), 于 是 rT) < 
(T). 因为 更 是 满 射 且 召 半 单 , 由 定理 1.2.3 Ae ES, 因此 kero 
是 .4 的 闭 线性 子 空间 . $r: A— A kert BRN, 1o 诱导 
了 连续 线性 双 射 F: Afkerd B, 且 Gon =, 所 以 存在 两 个 正 
常数 a 和 5, 使 得 对 所 有 的 了 < .4 有 


orf2 < TI = NETH < BT), 


其 中 lz = inf{lT — Al] | A E€ ker}. HR P eA RE-RS 
元 ， 则 o(P) c {0,1}, 从 而 8Bc(P C {0,1}. mE 更 (P) = 0, BR 
绪论 成 立 ; 现在 假定 BP) 关 0. 由 于 8o(G(P)) C 8o(P) © {0,1}, 
故 o(B(P)) C no(@(P)) C {0,1}. 利用 引 理 4.1.1, 存在 +,c>0, 
HBS IP -T) <r 时， 有 so(T) 人 {0,1}+clP- 了 特别 地 ， 当 
|P-T—All <r 时 , 我 们 有 zt 上 4) c {0,1} +cl|P—T-— Al]. 给 定 
了 满足 jr(P 一 了 省 < 之 7, 则 对 任意 充分 小 的 6 > 0, 存在 A E ker ® 
Ef P -T -Al < lja(P -T| +e <r. FAS aP -T| <r 
时 ， 有 


Ao(@(T)) C Bo(T + A) S a(T +A) C {0,1} + ellx(P — TY + ce. 
& e — 0, ill Bo{H(L)) C {0,1} +elfm(P— T), Bat 

Ao(@(T)) ES {0,1} + SHE(P) — SPY. 
KH aP- T) <r 时， 


o(B(L)) € no(@(T)) ES {0,1} + ŽIG) — BOD. 
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HYD GH ART, 于 是 存在 正 数 ” 使 得 当 IEP) -B< 
rı Bt, o(B) C {0,1} + ESP) 一 Bl. 再 次 由 引 理 4.1.1, 我 们 得 
到 O(P)? = O(P), Hl 于 RASH. BH dalh GE 1}, 因此 
o(d) E no(a) C {1}. 又 因为 更 ( 门 ? = O17), 所 以 OU) =F. 

对 任意 的 了 € A, 因为 Go(T) 是 集合 oT) N¢,(T), oT), 
o(T), o(T) R yo(T) 的 子 集 ， 因 此 如 果 AC) = or) now(), al 
ci oC} È not), BWR © Rae RR Al), 那么 由 上 面 的 讨 
eM, © ARSE OU) =I. 证 毕 . 

推论 4.1.3 设 4 和 如 是 两 个 包含 单位 元 的 半 单 复 Banach 
RAE G: A+ B 是 线性 满 射 ， 4 AC) 代表 六 个 谱 函 数 cf， 
gl， obh afjae.(), dol 和 nol) 之 一 .车 对 每 个 人 耻 € A, 
A(®(T)) = A(T), 则 和 保单 位 元 旦 是 保 千 等 性 的 双 射 . 

证 明 出 定理 4.1.2, 我 们 只 需 证 明 更 是 单 射 . RT CAH 
(T) = 0. F AC) = 8c(). 对 任意 拟 客 零 元 AEA, 因为 AT + 
A) = A(®(T + A)) = A(@(A)) = A(A) = {0}, 因此 r(T + A) = 0. 
由 定理 1.2.5 知 ，T crad(A), 其 中 rad(.4) 代表 A 的 Jacobson 根 . 
由 于 .4 是 半 单 的 ， 故 下 = 0, 即 更 是 单 射 ， 国 为 AG) 的 任 一 选择 
都 包含 谱 边 界 ， 因 此 对 于 其 他 的 五 种 情形 ， 也 是 单 射 。 证 毕 ， 

注 4.1.1 在 定理 和 1.2 中 ， 4 和 8 是 半 单 的 以 及 更 EM 
射 的 假定 不 能 去 掉 . 例如 ， 对 于 前 者 ， 我 们 可 以 取 A= B=, 
(nxn .上 三 角 和 矩阵 代数 }. AAT, 中 的 元 可 道 当 且 仅 当 它 的 所 有 
对 第 元 都 非 零 ， 因 此 使 对 角 元 固定 不 变 的 无 .上 的 每 个 线性 映射 
都 保 可 逆 性 ,但 一 般 来 说 不 是 保 牧 等 的 , 对 于 后 者 , 令 A= BH), 


8 = B(H @ H) 并 有 (7) = ( o ) 其 中 BUH) 代表 


Hilbert E H 七 的 所 有 有 界线 性 算 子 组 成 的 Banach 代数 并 且 2 
是 BH) LMWH, WO 保 谱 ， 但 不 一 定 保 知 等 性 . 

应 用 定理 4.1.2, 下 面 讨论 Banach 代数 间 完 全 谱 压 缩 (或 完全 
Rif) 的 线性 映射 设 4 和 BB 蚌 包 含 单位 元 的 复 Banach RHA 
D: A BAAR. 对 于 每 个 正 整 数 n, 赋予 代数 AOMC 
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合适 的 范 数 ， 则 4@ Mn(C) 也 是 包含 单位 元 的 复 Banach 代数 . 
在 AS MaC) 上 ， 我 们 只 使 用 由 n 个 AB ERRRR SH 
l? Banach 范 数 所 确定 的 算 子 范 数 ， 对 于 Aj € A (%,j = 1,…， 
n) 定义 Ba((Aiz)nxn) = (B(Aij) nxn, 那么 Bn : AD MAC) > 
BOMO) BREAN. WES, RE (或 谱 压 缩 ), 那么 称 更 是 
n 保 谱 (或 和 谱 压 缩 ) 的 ， 如 果 对 每 个 正 整 数 n, 更 都 是 m 保 谱 
欧 (或 n- 谱 压 缩 的 ), 则 称 更 完全 保 谱 (或 完全 谱 压 缩 ). 注意 到 如 
Fp En FR, MAW O<k <n, 0 hE k- RH. BY 
可 定义 rv 保 可 逆 性 和 完全 保 可 道 性 线性 映射 的 概念 . 

下 面 的 结论 利用 完全 谱 压 缩 线性 映射 刻画 了 半 单 Banach 代 
数 间 的 同 态 . 

定理 4.1.4 设 4 和 8 是 两 个 包含 单位 元 的 半 单 复 Banach 
RRB S:A5B BAER, 则 下 列 陈述 等 价 . 

(1) è EEA. 

(2) P EWE. 

(3) ® E 2- WEH. 

(4) 更 保单 位 元 且 完全 保 可 逆 性 ， 

(5) 更 保单 位 元 且 2- Rey. 

证 明 显然 , 任意 两 个 Banach 代数 间 的 满 同 态 都 是 完全 谱 压 
缩 的 ， 因 此 (1) => (2) > (3) H (1) = (4) = (5). 

假定 (3) M, ODS 2 谱 压 缩 的 ， 则 至 也 是 谱 压 缩 的 . 由 
定理 412m, ST) = I, 故 (3) (5) 等 价 ， 所 以 我 们 只 需 证 明 
(3)>(1). 设 鲁 保 单位 元 且 2 BE. 注意 到 如 果 .4 是 半 单 的 ， 
那么 对 每 个 正 整数 mu AQ Ma(C) 也是 半 单 的 . 因此 由 定理 4.1.2 
4, $: AQ MC) + BQ MC) RRS. ET,SEAHS 
Ay. 由 于 


T 8 
S-(T -72) 了 - 3S-175 ) EAB MAO) 
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RESH, FË 
&(T) as) Y 
5(S-LT - T?}) 1—&(S-TS) 


_ ®(T) a(S) 
~ \ 重 (S-I( 人 一 人 2)) 了 一 更 (5-135) 三 


所 以 
(T) + 6(S)6(S-'(T —T?)) = O(T), (4.1.1) 


B(T)(S) + B(S ~ B(S-27S)) = 更 (5)， (4.1.2) 


在 (41.1) RAR 8 =I, 则 对 任意 的 工 E A, O(T?) = (TŽ, Be 
是 Jordan 同 态 ， 从 而 对 任意 的 RT CA, 有 


(RTR) = 0(R)O(T)9(R). (4.1.3) 
对 任意 的 可 逆 元 SE A, (4.1.2) AR 
(S71TS) = (S) 18(T)E(S). (4.1.4) 


这 样 由 (4.1.3) AR 4.14) A, WER MS 以 及 任意 的 了， 
都 有 


P(S T) = &(S(STS)S—!) = &(S)&(STS)O(S)-! = (8) 8T). 
(4.1.5) 
FERRIES AR ACC 使 得 入 一 ww. 用 入 一 5 代替 (4.1.5) 式 中 
的 5S, 则 对 A4 中 的 任意 了 RM S, 都 有 (ST) = &(S)O(T). 
MESTER, MACC HBAS yw, MA PA- ST) = 
(A- O(SHO(T), 从 而 仍 有 O(ST) = O(S)O(T). 所 以 再 BA. 
证 毕 ， 
推论 4.1.5 设 A 和 8 是 两 个 包含 单位 元 的 半 单 复 Banach 
RRA D: A+B RRS, Wl TH RS or. 
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(1) FERA Y: A> BURMA De BBS = Lpo, 
其 中 Lp RICK D BON. 

(2) & 完全 保 可 逆 性 . 

(3) E 是 2 保 可 逆 性 的 . 

证 明 $ B=! AY- Lpo, W H= 容易 验证 
Pa = Lgm 0%, 其 中 BY 代表 对 角 元 为 BM no BA 
阵 、 所 以 ©, PRAT ME HY ©, BM. 现在 也 定理 4.1.4, 结 
论 立 得 .证 毕 . 

从 定理 41.4 及 其 证 明 ， 我 们 可 得 半 单 复 Banach 代数 间 同 构 
的 如 下 刻画 ， 证 明 略 ， 

定理 4.1.6 B ABERTA RiT HRE Banach 
代数 且 名: A 一 8 是 线性 映射 ， 则 下 列 陈述 等 价 . 

(1) ® 是 同 构 . 

(2) 更 是 满 射 县 完全 保 谱 . 

(3) © 是 满 射 且 2 保 谱 . 

(4) ® 是 双 射 且 完 全 谱 压 缩 . 

(5) 更 ENHE 2- WER. 

推论 4.1.7 设 4 和 日 是 两 个 包含 单位 元 的 半 单 复 Banach 
KHAO: A-BAT, WY EPR ES. 

(1) AER T: A> BURA MD ec BBE =Lpod, 

(2) @ FLW BWI Se ER eH. 

(3) & 是 满 射 且 双 边 2- RAT BATE. 

(4) 更 Bat B+ RB WHE. 

(5) P 是 双 射 旦 2- PRAT RHE. 

注 4.1.2 如 果 去 挤 生 的 满 射 性 假定 , 本 节 的 结论 4.1.4 一 4.1.7 
BRR. He, RH 是 希 尔 伯 特 空 间 ， A= BH) #65 B= 
BIH © H). 假设 C € BA) E ġe BHY RHEFREL MK 
足 (1) = 0 MH Ac A, 定义 (A) = (4 Hae ) 则 
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理 :4 歼 号 保单 位 元 且 双 边 保 可 逆 性 . 但 一 般 说 来 ， 更 不 是 Jordan 
fia] AS. 


§4.2 Ct 代数 上 保 可 逆 性 的 线性 映射 


注意 到 , 由 命题 1.3.1 知 , 每 个 C*- 代数 者 是 半 单 的 . 作为 $4.1 
中 绪论 的 应 用 ， 本 节 首先 给 出 实 秩 零 O- RRL RMX BE k 
之 一 线性 映射 的 刻画 ， 进 而 给 出 实 秩 零 C*- 代数 上 保 可 逆 性 、 保 
半 可 北 性 、 保 左 可 道 性 或 保 右 可 道 性 线性 映射 的 刻画 . 

定理 4.2.1 设 4 是 包含 单位 元 的 实 秩 零 C- 代数 ， BE 
包含 单位 元 的 半 单 复 Banach (RHO: A+B 是 线性 满 射 ， 令 
AC} REA PBR o), alh ort), al) N al), Bot) M gol) 
之 一 如果 对 每 个 了 e A, A(O(T)) C AT), W a A Jordan lä 
A. BEI, WRB RRM, WA 理 要 和 是 癌 态 要 么 是 反 同 态 . 

证 明 取 自 伴 元 A E 4 使 得 4 是 正 交 自 伴 第 等 元 的 实 线性 
HE, M 4 = “oP, RP t €R, P? = P, = PY HOMRI AS, 


i=] 
PP; = 0. 由 定理 41.2 的 证 明知 ， © 连续 且 把 相互 正 交 的 自 伴 
PSRRRMLELMNRS HR, Al P(A) = PA). 由 于 AE 
NRE Ct 代数 ， 由 定理 1.3.2 A PEL ARS HARE 
HA AHRAR AMAA CRA TERN, BOOT At 
A, B (A?) = B(A). 用 C+D RFA HEC MD AF, 我 们 
有 (CD + DC) = O(C)G(D) + (DAC). MEM T A, it 
T=T, +71, HHP nT 分 别 是 工 ORB, Bad 7% 利 
Ts HACE, BAA 
P(T?) = BT? - 13 + (Tie + Bn)) 
= $T} — P(Y + i( (71) O(T2) + S(T) B(7)) 
= (TY, 


Si & Æ Jordan fal A. 
ME BRE, HH 12.6 Fi, AK A BRM BARE 
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的 Jordan 同 态 要 么 是 同 态 要 人 么 是 反 同 态 , 故 定理 中 的 最 后 一 个 断 
言 成 立 ， 证 毕 . 

称 左 可 逆 或 右 可 赣 的 元 是 半 可 道 的 、 如 果 一 个 了 映射 把 半 可 逆 
TORR RE A a, RE CRE OE. 下面 讨 论 实 秩 零 C*- 代数 上 
保 (或 左 ， 或 右 ， 或 半 ) 可 逆 性 的 线性 映射 . 

定理 4.2.2 设 4 是 包含 单位 元 了 的 实 秩 零 Q*- 代数 ，B8 是 
包含 单位 元 的 半 单 复 Banach 代数 . © @:A5B EAERI. 
mE MATHERS 

(1) S 保 可 道 性 ， 

(2) & (RAC aE B) AT wt, 

(3) © RAAT ME A BZ) Ay ws, 

(4) $ REA MHA GC) WR, 

则 存在 Jordan UA t RH S= Lamot. 

ZA $ Y = Lap. oO HAC) 代表 谱 函 数 of), af), 
o(}Majne(j2-. 如果 更 满足 定理 中 的 四 个 性 质 之 一 ， 
那么 E 也 满足 相应 的 性 质 ， 因 为 PU) =I, 故 对 每 个 了 < A, 有 
全 ( 亚 (7 C A(T). 现在 由 定理 4.2.1 知 更 是 Jordan MA. 证 毕 . 

下 一 个 结论 给 出 了 从 实 秩 零 CY 代数 到 包含 非 平凡 左 可 送 元 
的 素 半 单 Banach 代数 上 同 构 的 刻画 . 

推论 4.2.3 设 A 是 包含 单位 元 的 实 秩 零 O- 代数 ，B 是 包 
含 单位 元 的 素 半 单 复 Banach tM. $ 6:A>B 是 线性 映射 . 
ME 8 包含 一 个 左 可 逆 但 不 可 道 和 的 元， 那么 下 列 性 质 等 价 . 

(1) ® A (BUA) 谱 压 缩 的 双 射 . 

(2) 更 保单 位 元 且 是 保 左 (RA) 可 道 性 的 双 射 ， 

(3) 更 是 保 左 (RA) 谱 的 满 射 . 

(4) 是 同 构 . 

证 明 显然 ， 我 们 只 需 证 明 (1) (4), (2)=>(4) 及 (3) (4). x 
于 (2)>(4), EO RPM TAR RAD BEN MH, WO KBR 
4. 由 于 5 是 素 的 ， 于 是 由 定理 4.214, © 是 同 构 或 反 同 构 . 
SACALWMERTMA BEAR AMA, Ij (A) A 
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i. Meo BREW, WA I = PBA) = 6(A)O(B), 因此 P(A) 
Ae. 故 D(A) IMA I = 6(B)G(A) = HAB) 因为 O BB 
BO) =), FU AB =], Min A TR, FIR. MRO RAAT 
性 ， 相 似 地 ， 可 证 明 © 是 同 构 ， (1) (4) (3) (4) 的 证 明 是 类 
似 的 .证 毕 . 

it X MY Æ Banach 空间 AC B(X) $ B C B(Y) 是 
两 个 Banach FERH 4: A> B RDH. WEET WET 
A EBX, Y) 使 得 对 任意 的 TE A, A OT) = ATA, 称 册 是 空 
EH. 对 于 从 BUA) 到 BK) 上 的 压缩 Al) 的 线性 映射 ， 我们 
有 更 加 具体 的 刻画 . 

推论 4.2.4 4 H A K A Hibet 空间 且 AC) ARB RH 
al), aC) Oorl), dol) E nol). HS: BLA) > BIK) 是 线性 映 
射 ， 则 下 列 性 质 等 价 . 

(1) @ 是 压缩 AG) 的 双 射 . 

(2) 更 是 保 AC) 的 满 射 . 

(3) © 保单 位 元 且 是 保 可 道 (或 半 可 逆 ) 性 的 双 射 . 

(4) © 是 Jordan fe] #4. 

(5) & 是 同 构 或 反 司 构 . 

(6) 在 在 可 道 算 子 A E BH, K) 使 得 对 每 个 了 E BH), 有 
&(T) = ATA; 或 者 对 每 个 TE BH), A O(T) = AT’ A, 其 
AI’ 代表 人 工 关 于 的 任意 但 预先 固定 的 一 个 标准 正 交 基 的 转 
4. 

证 明 由 定理 4.2.1 及 4.2.2 知 ，(1) 一 (5) 等 价 ， 由 于 从 BU) 
到 BK) 的 每 个 同 构 或 反 同 构 都 是 空间 的 ， 因 此 存在 可 逆 算 子 
A € B(H, K) 使 得 对 所 有 的 卫生 BIH), 有 S(T) = ATA}; 或 
者 对 所 有 的 了 E BLA), 有 O(T) = ATYA, HT? RAT RK 
T A 的 任意 但 预先 固定 标准 正 兖 基 的 转 置 . 故 {6) 成立, 证 毕 . 

WH © BA {或 , 右 ) 谱 讨 缩 的 双 射 , HEH 4.2.2 及 推论 4.2.3， 
我 们 不 难得 到 下 列 结论 ， 证 明 略 . 

推论 4.2.5 4 HK 2S Hilbert SHH AC) 代表 谱 函 数 
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qu") 或 or() RS: BUH) 一 B(K) 是 线性 映射 ， 则 下 列 性 质 等 
价 . 

(1) 更 是 压缩 AC) 的 双 射 

(2) 更 是 保 AC) 的 满 射 . 

(3) 更 保单 位 元 且 是 保 左 (或 ， 右 ) 可 道 性 的 双 射 . 

(4) 更 BAW. 

(5) 存在 可 逆 算 子 A € B(H,K) BHIA T € BUH), 有 
&(T) = ATA. 


84.3 C*- 代数 上 保 理想 的 线性 映射 


设 和 4A 和 上 8 是 两 个 Ct- 代数 ， 下 :4 一 与 是 线性 映射 ， 如 果 
了 是 .4 的 极 大 理想 蕴涵 (或 ， 当 且 仅 当 ] 0.7) 是 B 的 极 大 理想 ， 
称 更 保 (或 ， 双 边 保 ) 极 大 理想 我们 把 极 大 左 理想 或 者 极 大 右 
理想 称 为 极 大 半 理 想 . 如果 一 个 映射 把 极 大 半 理 想 映 成 极 大 半 理 
想 ， 称 它 保 极 大 半 理 想 ， 如 果 它 把 极 大 左 (或 ， 右 ) BARRA 
E (或 ， 右 ) 理想 ， 称 它 保 极 大 左 (或 ， 右 ) 理想 .本 节 讨论 实 秩 零 
O- 代数 上 单 边 或 双边 保 极 大 (Be, RA, BE) 理想 的 线性 上映 
射 . 

定理 4.3.1 设 刀 是 包含 单位 元 的 半 单 复 Banach 代数 ， A 
是 包含 单位 元 的 实 秩 零 C- 代数 且 T: BARRER. F 
© 满足 下 列 性 质 之 一 : 

(1) 保 极 大 左 理想 并 且 BHI) wR, 

(2) 4 FRAKA PHI) WM, 

(3) & RRA BH, 
则 存在 Jordan HH Y 及 可 道 元 D ER b= VoL. 

证 明 两 为 每 个 极 大 左 (或 , 右 ) 理想 都 是 真 左 (或 , A) HE, 
所 以 一 个 元 不 左 (或 ， 右 ) 可 逆 当 且 忆 当 它 属于 某 个 柜 大 左 (或 ， 
右 ) 理想 并 且 一 个 元 不 可 道 当 且 仅 当 它 属于 某 个 极 大 半 理 想 ， 由 


于 亚 是 双 射 ， 故 如 果 o 满足 定理 中 的 三 个 性 质 之 一 ， 那 么 相应 地 
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P RETA, ATERA. HEM 4.2.2 mE 
Jordan 同 构 更 E bt = La- o W71, Mii D= Folo, 其 中 
D=@"(1)-! WB, 证 毕 . 

定理 4.3.2 KARAS Mii] MAS Ct RHA BE 
包含 单位 元 的 半 单 复 Banach 代数 . Reo: A> BRAT 
BO!) a. WE OMA PAE MZ: 

(1) © RGA RRA A, 

(2) 于 双边 保 极 大 右 理 想 ， 

则 存在 Jordan [li WY ti b = Lao Y. 

证 明 由 定理 4.3.1 的 证 明知 ， 更 双边 保 极 大 左 (MR, H) 理 
想 当 且 仅 当 更 双边 保 左 {或 ， 右 ) 可 道 性 ， 因 此 如 果 (1) 成 立 ， 那 
么 鱼 是 双边 保 左 可 逆 性 的 线性 潢 射 . 由 定理 4.2.2 知 , 存在 Jordan 
AAT 使 得 = Lagot. MA (I) =I H Y 双边 保 左 可 道 
性 ， 从 而 Y RAR. 由 推论 4.1.3 知 ， 更 是 单 射 . 如 果 (2) 成 立 ， 
类 似 可 证 定理 的 结论 成 立 . 证 毕 . 

wR JEEZ Hilbert 空间 H LM YN ARAH G ERKA 
同 构 , MES R* 运算 ， MEAN T ER, MA O(T*) = BT)", 
称 更 是 自 件 的 ; 如 果 更 自 伴 且 是 代数 自 同 构 , 称 理 是 +- AW. 
& R' = {Ac BH) | SHER BCR, 47 AB= BARR BR 
的 换 位 . 

下 面 讨论 可 数 可 分 解 因子 VN 民 数 上 保 极 大 碳 (a, H) 理想 
的 自 伴 线性 映射 . 

定理 4.3.3 A BFAA Hilbert 空间 H 上 的 可 数 可 分 解 
因子 YN (KH, PO: ASA BRM AAR. Ie 
PRAT {或 ， 布 ) P44 是 *- A. di, mH A 
有 限 ， 或 ff 型 ， 或 半 有 限 但 A (A 的 换 位 ) ALR, MAGES 
HTU EBH) 使 得 对 所 有 的 AGAMA PIA) = UAD*. 

证 明 由 定理 4.3.2, $ 是 Jordan*- 同 构 ， 由 [195; 定理 3.3] 
知 ， 存 在 正 交 中 心 投 影 E, F € ZA) 满足 C+ PF = 1B (5 = 
P()E Æ *- AW, bl) = OF B* RW, BA P= 6,4). 
» 112. 


因为 4 是 因子 ， 故 更 = 再 ; 是 *- AAR e = a 是 4 RAB 
构 ， 下 证 反 自 同 构 的 情形 不 可 能 发 生 . 

反之 , 假定 于 是 *- 反 自 同 构 且 更 保 极 大 左 理想 . AIEA 
的 任 一 极 大 左 理想 ， 那 么 (IJ) 也 是 极 大 左 理想 . 任 取 DETR 
AEA, W ®(D)8(A) = (AD) E O(.7), HS HED OT) 也 
是 右 理想 ， 这 样 对 每 个 极 大 左 理 想 .7, O17) 都 是 极 大 双边 理想 . 
如 果 凡 是 有 限 因子 或 是 II 型 因子 ， 由 于 A 是 可 数 可 分 解 的 ， 因 
此 由 定理 1.3.5 和 1.3.6 知 ，.4 是 简单 的 ， 即 没有 任何 非 平 凡 闭 理 
ES 的 单 射 性 表明 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 这 种 情形 不 发 生 ， 
如 果 4 是 I 型 或 I。 型 可 数 可 分 解 因子 ， 那 么 定理 1.3.7 告诉 
我 们 ，.4 有 惟一 的 范 数 闭 真 双边 理想 ， 即 具有 有 限 值 域 投影 的 算 
子 理想 的 范 数 初 包 大 是 惟一 的 真 团 双边 理想 ， 于 是 对 .4 的 每 个 
极 大 左 理想 J, 都 有 OO) = 无 . Ho 的 单 射 性 ， 了 也 是 A 惟一 
的 左 理想 ， 因 此 THK. 然而 很 容易 找到 一 个 左 理想 ， 含 有 不 属 
于 无 的 元 (例如 ， 可 用 向 右 单 侧 移 位 算 子 3 及 SS* 来 构造 例子 )， 
了 矛盾， 如 果 更 保 极 大 右 理 想 ， 类 似 可 证 明 反 自 后 构 不 出 现 ， 

至 于 定理 的 第 二 个 断言 ,由 命题 1.3.8, 有 限 或 II 型 或 半 有 限 
但 其 换 位 真 无 限 的 因子 YN 代数 的 *- 自 同 构 是 空间 的 ， 因 此 存在 
西 算 子 Ue BH) 使 得 对 每 个 A& A, & O(A) = UAU". EX. 

推论 4.3.4 设 A 是 作用 在 Hilbert 空间 五 上 可 数 可 分 解 的 
因子 von Neumann 代数 ， 下 :4 一 4 是 自 伴 线性 满 射 且 再 (站 
WM. 如 果 到 双边 保 极 大 左 (或 右 ) 理想 ， 那 么 存在 *- 自 同 构 亚 
HB è = Layo’. Hi, MAAR, ROB, 或 半 有 限 但 
Al (A KRG) 真 无 限 ， 那 么 存在 西 算 子 UV & BH) 使 得 对 尾 意 的 
ACA, @ BA) = (DUAU*. 

为 刻画 从 半 单 交换 Banach 代数 到 Banach 民 数 上 保 理 想 的 线 
性 双 射 , 我 们 需要 下 面 的 引 理 ， 由 于 证 明 较 繁 , 故 不 在 这 儿 重 述 ， 
有 兴趣 的 读者 可 参见 文献 [134. 

引 理 4.3.5 设 .4 是 包含 单位 元 的 Banach KH, 5 BAT 


单位 元 的 半 单 交换 Banach 代数 ， 令 下 :4 一 如是 保单 位 元 的 线 
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性 映射 ， 如 果 D MNE, WA 更 Bla. 

定理 4.3,6 设 4 是 包含 单位 元 的 半 单 交换 Banach (tH, B 
是 包含 单位 元 的 Banach RHA OS: A> BERERA. mEt 
把 极 大 理想 映 成 极 大 半 理 想 ， 那 么 存在 同 构 更 使 得 更 一 Lg o 各， 
其 中 E © Z(B) (B 的 中 心 ) 可 道 . 

证 明 因为 4 半 单 旦 交换 ， 因 此 极 大 半 理 想 的 集合 与 极 大 理 
想 的 集合 一 致 ， 由 于 是 双 射 ,所 以 盏 把 极 大 理想 映 成 极 大 半 理 
想 当 且 仅 当 十-! BABE. Oy =LpoS?, 其 中 D = -1(1)-1， 
那么 p) =I Hp: BoA RWW. AAS 4.3.5, p 是 同 
#9, Mili p-! 是 同 构 日 对 每 个 4 CA, B(A) = oD) p (A) = 
p (DA) = p7HAD) = gp '(A)e HD), 于 是 GD) FB 
每 个 元 交换 ， 即 eD)  2(B). $ E= prI(D) HY =o", 则 
@=Lhpov. 证 毕 . 


§4.4 von Neumann 代数 上 保 零 积 的 线性 映射 


RAM BRR, RHO: AS B 称 为 保 零 积 (或 ， 双 边 
RFH) 的 ， 如 果 对 于 A, B e A, AB= 0 => &(A)O(B) = 0 (或 ， 
AB = 0 4 (A)4(B) = 0). 

设 8 是 包含 单位 元 的 Banach 代数 ， Z(B) 代表 8 的 中 心 并 
BIRR B 的 单位 元 ， 如果 2(B) = Cl, 即 Z(B) 是 由 单位 元 的 
倍数 组 成 ， 称 好 是 因子 . 

定理 生 4.1 设 .4 是 von Neumann (th, B 是 包含 单位 元 的 
因子 Banach {HA S: A> B 是 有 界线 性 满 射 ， 则 下 列 性 质 等 价 . 

(1) 更 REMH. 

(2) 再 是 同 态 的 非 零 常数 倍 . 

证 明 显然 ,我 们 只 需 证 明 (1> (2). 假定 (1) 成 立 . 首先 证 
BA PGE AE SB OA EC 使 得 OD) = AL, 


令 Qc AKERHSx, MOU-Q) = 0. HR, A 
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(Q)®(I - Q) = 0, 所 以 
SQE) = E) = HQ. (4.4.1) 


因为 von Neumann 代数 中 所 有 投影 实 线性 组 合 的 集合 在 自 伴 元 集 
合 中 按照 范 数 拓扑 是 稠密 的 , MOAR, 因此 对 所 有 的 9 E .4, 都 有 
SSJI) = PUPS). 这 样 由 更 RHE, BATA SU) E ZB). 
又 由 于 8 是 因子 ， 故 存在 入 EC 使 得 DI) =A. 

Fit AAO. 否则 有 S) = 0. 由 (4.4.1) Ram, NEES 
元 Q, (Q)? =0. MR A= aP, 其 中 P, (i= 1, +--+, n) B— 


i=1 


族 正 交 投 影 且 ai ER, 那么 


(A)? = J of O(P,)? = 0. 
i=1 

HADAR, Ruth ARI Ac A, 都 有 NAP = 0. 现在 对 
A 中 的 任意 两 个 自 伴 元 AH B, 0 = (A+ BY = BAB) + 
®(B)O(A). THT +i 是 .4 中 的 任意 一 个 元 ， 其 中 T, T 分 
MAT 的 实 部 和 虚 部 . AT AT 的 自 华 性 ， 我 们 有 S(T) =0. 
故 更 的 像 由 平方 为 零 的 元 组 成 , 与 这 更 的 满 射 性 了 矛盾. 事实 上 , A 
A Banach RRB 含有 平方 非 堆 的 元 ， 例 如 单位 元 工 因此 AAO. 
不 和 失 一 般 性 ， 我 们 可 假定 入 = 1, H B( 了 ) =L. 

其 次 证 明 更 是 Jordan AA. 由 (4.4.1} KR, THERES 
Q, 有 TQ) = (Q), H SQ) AR Ss, ko RSH. 由 于 von 
Neumann 代数 是 实 秩 零 C*- 代数 ， 故 由 定理 121 的 证 明知 ， © 
是 Jordan 同 态 . 

最 后 我 们 将 证 明 @ BAA. +A, Be A 使 得 AB = 0, 那 
4, (AIB(B) = 0 并 且 (BA) = E(BA+ AB) = B(B)E(A)}+ 
$(A)®(B) = 6(B)8(A). WERKE PCA 及 任意 的 Te 内 
为 TP(I — P) =0, Bist O(TP) = (TP) OP). 这样 

(PT) — &(PTP) = B(PT(T ~ P)) = HPU — PY) 

= (PYP (T) 一 O(P)S(TP) 
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= &(P)&(T) ~ B(P)O(TP)B(P) 
= &(P)®(T) — &(PTP), 


FHA OPT) = O(P)O(T). 所 以 对 在 意 的 S, TCA, MA O(ST) = 
PSST) Ru, WS BBA. 证 毕 . 

推论 4.4.2 A von Neumann RE, B 是 包含 单位 元 的 
因子 Banach RAH $: A— BRARRARH, 则 下 列 断 言 等 
or. 

(1) © 是 双边 保 零 积 的 满 射 . 

(2) & 是 保 零 积 的 双 射 . 

(3) & 是 同 构 的 非 零 常数 信 . 

证 明 (3)> (1) BR. 对 于 (= (2), 我 们 只 需 证 明 而 是 单 
射 . 设 OT) = 0. WERK SCA, O(T)O(S)=0. 因为 更 双边 
REH, ATS = 0, kif T=0, Mo BAH. 

(2)=> (3) 由 定理 4.4.1 xf. WE. 

设 号 是 作用 在 复 Hilbert 空间 K 上 的 von Neumann 代数 且 
五 ,下 去 如是 两 个 投影 . 如 加 存在 部 分 等 距 V e 如 使 得 B= YY A 
F=VV RIH E AF St, WA E~F. RAK EXFRE 
E RSAT FF, 即 瑟 与 下 的 一 个 子 投影 等 价 . 假定 (Pi | 和 EA}C 
Z(B) 是 正 交 投影 族 满足 J P= I. H {Qa | a APC 2(8) 是 


AEA 


满足 》, Qu = 了 的 任意 一 个 正 交 投影 族 ， 如 果 对 任意 的 o €A, 


aca 
存在 入 EA 使 得 Px X< Qa, BK {Pr |X EASE ZB) 中 的 一 个 极 
大 正 交 投影 族 ， 

定理 4.4.3 设 4 和 请 是 分 别 作用 在 复 Hilbert 空间 五 和 区 
上 的 von Neumann 代数 且 理 :4 一 量 是 有 界线 性 满 射 . BW 
HUD FER A ERR BK, WEARS SH. 

(1) © BER. 

(2) FERS Y: A= BER è= Loot, KP BD) € ZB) 
GE 
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证 明 显然 只 需 证 (1)=> (2). 假定 (1) 成 立 . 由 定理 4.4.1 的 证 

WM, BU) =D e ZB) 取 极 大 正 交 投影 族 {P| 和 EA} Cc 2(5) 
p 

使 得 J P = 了 工 令 Ky = PK, #4 K=} Ks， 对 任意 


AGA AGA 


9 
H S EB, 4S, = Sle MS =E Sa ABIS 
AGA 


B} C BUK), 则 对 任意 的 Ae A,B, 是 Ky 上 的 因子 YN 代数 且 
a 
8 = 》 有 否则， 一 定 存在 Xo EA 使 得 Bu 不 是 Ku LH 


AGA 
FN 代数 ， 那 么 存在 Pu WHEETRY Pa, Poa € Z(B) 使 得 
Pay + Pay = Po. 因此 {Pas Poo: Px | ACA HAF Aq} 是 正 交 投 
EEH Pot Pet DO PHL RE {PAE A} 的 极 大 性 


AGA, Ax Ag 


是 
FG. FU D= >of), 其 中 对 每 个 入 e A I) Æ Hilbert 2 
AGA 
间 Ks 上 的 单位 算 子 且 a( 和 ) €C. 
现在 ， 对 每 个 A CA 以 及 任意 的 了 E A, 定义 OT) = 
P(T, BAS. : A By, 是 保 零 积 的 线性 映射 ， 显 然 OC) = 
láz 
》 “更 \(-). 因为 更 是 满 射 , 因此 更 \ 也 是 满 射 , 由 定理 4.4.1, 我 们 有 


AGA 


下 (站 =a(A)ly #0 且 存 在 同 态 Py: A> 8B, 使 得 Py = a(A)#y. 
& 
&U=5°%), B4U:ASBRARAS=Lpov. 显然 正规 


AEA 
LDH. 和 否则， 更 的 值 域 不 包含 任何 可 着 元 ， 与 更 的 满 射 性 
FE. 证 毕 . 
推论 4.4.4 HAM B BS AES Hilbert Sil H M K 
上 的 von Neumann {#H 2: ACB RAR AtA, BH 
中 心 存在 极 大 正 交 投影 族 ， 则 下 列 断 言 等 价 ， 
(1) E 是 双边 保 堆 积 的 满 射 - 
(2) & 是 保 零 积 的 双 射 . 
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(3) AED ©: A - BE © = Leno, Hf (2) e 2(8) 
可 道 . 
证 明 由 推论 4.4.2 及 定理 4.4.3 立 得 ， 证 毕 . 


44.5 von Neumann 代数 上 保 迹 秩 的 线性 映射 


令 五 是 Hilbert 空间 . 对 于 了 TE B(H), #4 ker T Al rng(T) 分 
RI eT HEZEA. 设 A 是 作用 在 五 上 的 von Neumann 
代数 ， 则 对 任意 的 正 整 数 n, AO Mi(O) = {{Tijjnxn | Tis € A} 
是 B.A) 的 von Neumann 子 代数 ， 其 中 AO Bn t+ AK 
和 . 保 秩 映射 在 保持 问题 的 研究 中 是 基本 重要 的 . 然而 在 一 般 的 
von Neumann 代数 中 没有 有 限 秩 的 概念 。 由 定理 1.3.3 知 ， von 
Neumann 代数 有 限 当 且 仅 当 存在 忠实 的 正规 中 心 值 迹 . 利用 此 性 
质 , 在 有 限 von Neumann 代数 中 , 我 们 可 以 定义 元 的 迹 秩 (tr-rank) 
概念 . 

定义 4.5.1 设 A BEM Hilbert 空间 H 上 的 有 限 von 
Neumann 代数 ， 丁 代表 A 的 单位 元 . op BEAN PO ERS 
的 {惟一 ) 中 心 值 迹 . 对 任意 的 下 = (Tiy)nxn E AB Mra(Ch 定义 
pa(T) = Dana, 并 称 tr-rank(T) = pa (Pr) A T Haik, Kop 


T 看 作 是 Hilbert SAH” EBATE Pr 是 到 T 的 值 域 闭 包 上 
的 投影 . 

央 为 中 心 值 迹 是 忠实 的 ， 因 此 tr-rank(T) = 0 m T = 0. 

设 M 和 A 是 更 个 有 限 von Neumann fA P: MON 
是 线性 映射 ， 如 果 对 每 个 卫 E A, tr-rank(@(T)) <tr-rank(T) (或 ， 
tr-rank(@(T)) =tr-rank(T}), 称 P MRAM (a, RER). MEET 
自然 数 WME Dn: Me MaC +N G MalC) 迹 秩 不 增 (或 ， 保 
WK), BRD 完全 迹 秩 不 增 (R, 完全 保 迹 秩 ), 其 中 Dnle) = 
(P(T) ann: 

在 证 明 主 要 结论 之 前 ， 我 们 先 探讨 -- 些 有 关 迹 秩 的 性 质 ， 从 
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下 面 的 命 感 可 看 到 迹 秩 是 抑 阵 代数 中 矩阵 秩 到 有 限 von Neumann 
代数 的 合适 推广 ， 

命题 4.5.1 设 A 是 作用 在 Hilbert 空间 H 上 的 有 限 von 
Neumann 代数 ， 令 A,B,E, F € A@M,(C), EF EMF BH 
影 ， 则 下 列 成 立 . 

(1) E ~ F 当 且 仅 当 tr-rank(E) =tr-rank(F); 

(2) EX F 当 且 仅 当 tr-rank(E) <tr-rank(F); 

(3) WE EA = A, 那么 tr-rank(A) <tr-rank(E), 

(4) tr-rank(AB) < min{tr-rank(A), tr-rank{B)}; 

(5) WSR B ay wt, AK tr-rank(BA) =tr-rank(AB) =tr-rank(A); 

(6) WE T = (Tij)nsn € AOM,(C) 满足 对 所 有 的 l, j), 
Ty = A, BA 

tr-rank(T) = tr-rank(A). 

证 明 (1) 由 定义 45.1, 对 A Be AG M,{C)， 容 易 验证 
p,{AB) = m(BA). MRE MP BREESE ~ F, 那么 存 
MDS VCAOM,(C) E E= VV A F= VV". 这 样 


tr-rank(E} = pp(B) = pn(V"V) = p.(VV") = p,(F) = tr-rank(F). 


EZ, $ p(T) = ton(T) @ In 则 pm EAS MCO 的 
忠实 的 且 在 中 心 上 不 变 的 中 心 值 迹 . 假定 tr-rank(E) =tr-rank(F), 
BW p(B) = pF), 从 而 由 定理 134m, B~ FP. 

(2) E < F 当 且 仅 当 存在 卫 的 子 投影 Fi 使 得 E~ F. H p 
的 性 质 和 (1) 知 ， (2) 成 立 . 

(3) $ A = V|A| Æ A 的 极 分 解 AA EA =A H krA = 
ker({Af) = ker V, 因此 对 任意 的 z € ker A, WH (I - Ej)Vz = 0, # 
(I 一 Vlkera = 0; 对 任意 的 y erngl Al), 存在 z € (ker |Al)+ = 
(ker A)+ 使 得 y = |Alz, 所 以 (L-E)Vy = (I -BjV|Alxz = 
0. MAA (ker A)t = rag(|Al) (rog(|Al) ASAI), 我 们 有 (I 一 
EVjer ays = 0, 所 以 (I-E =0, 也 有 (I 一 EYVV* 二 0. 这 表 
AA Pa = VV" < .由 性 质 (2) 知 ， tr-rank(A) <tr-rank(E). 
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(4) 因为 Pa AB = AB, AB = ABPp. H Fe ~ Pe:, AeH 
(1) 和 (3), (4) 立 得 . 

(5) 如 果 BAB, WA tr-rank(B) = nl. 应 用 (4), 我 们 有 tr- 
rank(AB) < min{tr-rank(A),n/} =tr-rank(Aj B tr-rank(A} =tr- 
rank(ABB~') < min{tr-rank (AB), nI} =tr-rank(AB). 因此 (5) 
Hi a. 


(6) 4 
T -i 0 
0 I -I 
0 I 
W= ’ 了 
0 0 I -I 
0 0 0 I 
I 0 @ 0 
-I I 0 
0 -I I 0 
V= ， 
0 O-. F 0 
0 0 -I I 
HAW 和 可 逆 且 
0 0 0 
00 0 0 
000 0 
WTV = . 
0 
A 
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所 以 由 (5), 我 们 得 到 tr-rank(T) —tr-rank(WTV) =tr-rank(A). 证 
H, 

现在 我 们 来 证 明 本 节 的 主要 结论 . 

定理 4.5.2 设 .4 是 有 限 vN AKAM 是 包含 单位 元 了 的 
A 的 线性 子 空间 . FO:M>ABREMHTMBERH. me 
T ERMA (Bi, ZERE), 那么 多 BERAHM E 
成 的 4 的 子 代数 到 A 的 完全 迹 秩 不 增 (或 ， 完 全 保 迹 秩 ) 的 代数 
同 态 . 

HERR ”对 任意 的 TE AM (i=1,-- ,k), 


T -i OF >. 0 0 
0 ho A- 0 0 
0 0 G 1.:. 0 0 
工 =| . . ， , t 
o 0 0 Tk- 一 了 
0 0 0 0 Tx 
-i 0 0 0 
一 人 —f 0 0 0 
-TaT 一 23 -f ~~ 00 
A= - . 
Dea Ta -Tpit Ta Thea Tg © I 0 
T,- -Ty Ty Dy TD «+ UT I 
且 
000 … D 1 
Fo 0 0 T, 
oro 0 HT 
B= , ， 
0 0 0 了 -2 
0 0 0 Fae Ty 
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IMZ T Ee M&M), A BCAOM,(C) RAM BM. A 
计算 可 知 ， 


70 0 0 

o I 0 0 

007 -. 0 0 
ATB = » = . 1 


0006. 1 9 
00 0 -- 0 Tee Ty 
出 命题 4.5.1 的 性 质 (5) 知 ， te-rank(T) ~tr-rank(ATB), 故 
(k — 1) + tr-rank(T --- TT) = tr-rank(T). 
因为 更 保单 位 元 用 完全 tr-rank 不 增 ， 所 以 
(k — I + tr-rank(®(Ty) --- 6(T2)®(T1)) 


= tr-rank(®,(T}) < tr-rank(T) 
= (k — 1H + tr-rank(T;,--- T2771), 


Mitt 
tr-rank((T;,} an HIDAT H < tr-rank( Th oot TTi), (4.5. I} 


BUT CAR D se FD Sod PSDB BK As DE BR ST BS FB BOR A T ba 
BAI IRR ERK. 

现存 对 所 有 的 > = 1, +>, m 以 及 sr = 1, ++, 念 S 
M. Ba T € A 具有 形式 T = > Smo Sr & Wr = 


T=1 
(WE mum € AM BMm(O), HP Wa = Sy, WE r, 
HWY =I, AWB izj WE =0. BAR (Aghia W 
足 对 所 有 的 (2,9), Ay = J, My 
AW Wiz, Ware Wim km Wmi -Wp A 


=V= (Vighmxm: 
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FPR i j=l, o, m, Wy 二 了 = 》 和 1 Srp.， 由 命题 4.5.1 的 


7 一 1 
ER (6) 知 ， 
tr-rank (È Sato Sn) = tr-rank(V). 


r=l 


B= (五 :让 = 一 Pat AS 7 (Wii): ‘Om ( Wik ) Bm! Wo21) 
-9 “(Wn Di Bra Wan) 
“ 85. (W rik Tm(A), 
MAR i,j =1,---,m, Big = S = 》 Sp) o DSen). 相似 地 ， 
我 们 有 


r= 


tr-rank(B} = tr-rank($ (S,3)--- BCS, ))- 


r=] 


因为 Om: MO Mmn( > AD Mmi O 完全 迹 秩 不 增 ， 类 似 于 不 
等 式 (4.5.1), 我 们 有 trrank(B) <tr-rank(V). 因此 


tr-rank 得 (Sm) tae ss < tr-rank (Ss Sl Son, ) 
一 = (4.5.2) 
令 Mt 是 由 AM 生成 的 .4 的 子 代数 ， 定 义 


多 (È Sr Sa.) = (= (Sr1) HSn) , 


BAS: M+ A 是 线性 的 . 如果 So Sa Spe, = 0, 不 等 式 


r=1 
(4.5.2) 表明 
>> B(Sr1)+-- (Sri) = 9, 
r=1 
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所 以 至 的 定义 是 合 埋 的 . 8T, S ETSEM, MERA OTS) = 
&(T)O(S). XO AAAS HEH. HHS, = Dm, AIE S E 
是 完全 迹 秩 不 增 的 . 

如 果 更 完全 保 迹 秩 ， 只 需 在 上 面 讨论 中 把 “ tr-rank ”之 问 
的 不 等 号 改 为 等 号 “ = ” 即 可 . 因此 在 这 种 情形 下 ， 更 党 全 保 迹 
k, iH 是 单 射 . 诈 毕 . 

利用 定理 45.2 可 得 十 列 推论 . 

推论 4.5.3 i AJAM von Neumann 代数 且 M 是 A 的 子 
RK. FO: AM -> 已 是 保单 位 元 的 线性 映射 .如果 更 完全 迹 秩 
不 增 (ah, SEPA DR), 那么 更 是 代数 同 态 (或 ， 单 射 伐 数 癌 态 ) 

接 下 来 , 我 们 讨论 有 限 von Neumann 代数 上 保 迹 秩 的 自 伴 线 
性 映射 ， 首先 同 亿 一 些 概 念 . 设 4 是 有 限 von Neumann 代数 日 
TEA WT MPO Cr 是 投影 了-- P, 其 中 忆 是 有 4 中 满 
是 PT = 0 的 所 有 中 心 投影 PB WSF, Bl Cr 是 Z(.A) 中 满足 
QT = T HEt ORE Q, 其 中 ZA 代表 4 的 中 心 . 下 而 的 
引 理 引 月 文献 [68; p.305, 推论 ]. 

引 理 4.5.44 i¢ ARAR von Neumann 代数 , MECHAM 
* ARMM 更 限制 到 APD EAS, BRA o 是 空间 的 . 

定理 4.5.5 设 A BA von Neumann (HAP: As A 
保单 位 元 的 自 华 线性 满 射 ， 则 更 ZERMRYARAOBRA NW 
atti] *- 自 同 构 且 更 限制 到 中 心 上 是 恒 等 映射 . 

证 明 显然 只 需 证 必要 性 ， 设 吏 ZERRA. We 15.3 
m., OA AM * AW. BR, 对 任意 的 A ZA), 我 们 有 
P(A) € Z(A} B blz: ZA) > ZA) 是 双 射 因为 间 构 保 谱 半 
PARRA 是 半 单 的 ， 因此 由 定理 1.2.3 知 ， 更 AR. 对 任意 的 
投影 Pe ZA), AE © A, TE 更 (P) e Z(A) 也 是 投影 ， 从 而 
对 每 个 投影 Pe ZA), 更 的 保 迹 秩 性 表明 PP) = P. WA ZA} 
中 的 每 个 算 子 都 是 Z(A) 中 正 交 投 影 线性 组 台 的 范 数 极限 , 因此 对 每 
4 Ze 2(A), 0(2) = Z. WoA 4.549, © 是 空间 的 ， TEE. 

利用 上 述 结果 ， 我 们 继续 $2.2 的 讨论 ， 由 于 矩阵 代数 是 有 限 
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W, MAE 4.5.2 RHE, A FAA. 

定 到 4.5.6 设 下 为 实数 域 或 复数 域 . 如 果 更 :At C M,(F) ~ 
MF) 是 完全 秩 不 增 (i, WERA) 的 线性 映射 且 OU) = 五， 
则 鲁能 延 拓 到 由 M 生成 的 代数 上 完全 秩 不 增 (或 ， 完 全 保 秩 ) 的 
代数 同 态 . 

现在 可 以 进一步 给 出 有 关 问 题 2.2.2 WA RM 2.2.3 和 2.2.4 
的 一 些 肯 秆 结果 . 

推论 4.5.7 HMC ME 是 包含 单位 元 In 的 线性 子 空 
A. & 6: A 一 MF) 保单 位 元 且 是 完全 秩 不 增 (或 ， 完 全 保 
秩 ) 的 线性 映射 ， 如果 At 生成 的 代数 是 MaE), BB EE 
阵 A E Mal EGEE TEM, 有 BT) ATA“. 

证 明 由 定理 4.5.6, 我 们 可 把 Oo BER ME 上 的 完全 秩 不 
增 线性 映射 利用 推论 2.2.2, 存在 A, Be M.E) 使 得 对 每 个 了 ， 
4 OT) = ATB. AW b(n) = In, Bik AWM OCT) = ATA. 
证 毕 . 

例 4.5.1 2MCM,(F) 是 线性 子 空间 且 MBM 生成 
MTR. MEM 包含 两 个 扎 阵 


ry 0 
r2 
R= , 
Trn—l 

0 Tn 

0 m 0 0 

Oo 0 w 0 
v=] ior: : | ， 

0 0 Q … upaa 

un 0 0 G 


HP rn 40u AOI AGH, ri Ar; 7 =1,---,n), A 
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M = M (四 ， 

推论 4.5.8 设 M C MO 是 包含 n 的 线性 空间 且 更 : 
M 一 M,(C) 是 保单 位 的 完全 秩 不 增 线 性 映射 . 如 果 由 Ad 生成 
RRB MaC 的 半 单 子 代数 ， 则 存在 可 逆 矩 阵 Ac MaC) 使 
得 对 任意 的 Te AM, 有 (TT) = ATA. 

证 明 有 定理 4.5.6 和 推论 2.2.5 立 得 . 证 毕 . 

例 4.5.2 it S, T € Ma(C) H ©: spanfi T} > Mn(C) 是 
线性 映射 ， 如 果 对 任意 的 a, 6 EC 有 Gal, + AT) = al, + p5, 
则 由 定理 4.5.6 和 [91; 定理 2.1] 知 ， 

(1) © BERR BER DE A, E MO 使 得 
S =lim +c ATA; 

(2) ® PRAY BI 4 PER EE Ac Mn(C) 使 得 9 = 
ATA“, . 

推论 4.5.9 KM 是 包含 单位 元 的 MnfC) 的 自 伴 线性 子 空 
lH @:M—>M,(C) 是 保单 位 的 线性 映射 ， 则 下 列 断 言 等 价 : 

(1) 更 完全 秩 不 增 . 

(2) ® 完全 保 秩 . 

(3) 存在 可 着 矩阵 A < MO 使 得 对 所 有 的 工 E AM, 有 
(T) = ATA™?. 

(4) 存在 于 有 界 的 可 道 矩 阵列 {Ar} C MAC) 使 得 对 所 有 
# T EM, 

(T) = lim ArT A;?. 


推论 4.5.10 设 M C M,(C) 是 线性 子 空 间 且 具 有 基 {In 
ToL} 假定 这 组 基 生 成 一 个 半 单 子 代数 . 令 更 : AM > M,(C) 
是 保单 位 元 的 线性 喘 射 且 把 T; RA 5;, 则 下 列 断 言 等 价 . 

(1) & 完全 秩 不 增 . 

(2) & SCP RK. 

(3) (Tr Tr) M (S1,--> ,S57) 联合 相似 . 
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§4.6 Banach RR EBA FIA RT 


令 4 和 8 是 包含 单位 元 的 复 Banach (HAG: A> BE 
线性 有 映射， 如 果 存 在 正常 数 M 使 得 对 每 个 了 CA, A rê) 
MrT) HP rT) 代表 工 的 谱 半 径 ， 称 下 是 谱 有 界 的 . 4M = 1 
时 ， 我 们 称 下 是 谱 半径 不 增 的 . 注意 到 对 谱 有 界线 性 映射 的 研究 
可 简化 玫 谱 半径 不 增 线性 映射 的 讨论 . 事实 上 , 令 Y= 对- 和; 那 
4 r((T)) = M1 r(@(T)) < r(T), BY ERETI. 

下 面 的 定理 刻画 了 从 Banach 代数 到 标准 算 子 代数 上 上 谱 有 界 
的 线性 映射 ， 是 本 节 的 主要 结论 之 一 . 

定理 4.6.1 设 .4 是 包含 单位 元 的 复 Banach 代数 且 8 是 作 
用 在 复 Banach 空间 七 上 的 标准 算 子 代数 . 令 盏 :A 一 BRR 
wat. 假定 焉 谱 有 界 ， 则 更 保平 方 零 元 ， 

证 阴 由 定理 前 的 讨论 ， 我 们 可 假定 B 是 谱 半 径 不 增 的 ， 以 
下 分 儿 步 证 之 . 

第 一 步 设 4 € A 使 得 对 某 个 k>2, 有 有 A==0. 令 8= 
P(A). 假定 Be BHR BQ'B=0(4=0,1,---,k-1). 那么 对 每 
个 复数 % 有 


r(AQ* + BQ) + QBQ ?+..-+Q* 1B)=0. 
4 Bı = BQ'-1+ QBQ’? +..-+Q''B H Bz =Q*. 因为 
r(B + AQ)* = r[(B + AQ) ] 


且 

B? = BOB = BQ?B =... = BQ* ?B=0, 
因此 r(B + AQ)* = | 和 -1r(Bi + ABa). HF E 是 满 射 ,于 是 存在 
C e 4 使 得 O(C) = B, Mii © 的 谱 半 径 不 增 性 ， 我 们 得 到 


r(B + AQ)* = r(B(C + AA))* < r(C AA). 
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因为 AF = ,因此 r(C 二 A4 和 = 了 CT 二 4 了 = r(Cy + AC, + 
tee de MAC), 其 中 Co = C*, Cy 一 ck-14 pee ACH), ee, 
Choy = APUG +554 CA", 这 样 对 任意 的 复数 入, BY 


AJET! P(B, + AB2) < r(Co + AC, + + MC), 


从 而 对 满足 [Al > 1 的 任何 复数 A, 都 有 


r(By + AB2) < JAJE (Cy + AC, + t ARI Ch) 
< [Coll + Cal] +--+ Hell: 


另 一 方面 ， 对 满足 Al < 1 的 任意 复数 A, 有 
r(By + AB2) < ||B1 + ABal} < [Bil] + NB2ll. 


TEAR AH r[B 十 Ba) 在 复 平面 LAR. 由 命题 1.2.2 知 ， 
谱 半 径 是 次 调和 函数 , 由 次 调和 函数 的 Liouville 定理 1.1.10 知 , 对 
每 个 复数 和 ,都 有 7r(Bi +》B2) = r(B1). 因为 BB = 0, 因此 对 某 些 
D; € B, RATA B? = D2BO*?2 二 Di_saBQ* 王 十 '… 十 DoB, Mitt 
B?QB = BRB = 0. 这 表明 对 某 些 Ee B, 4 B} = Era BQ? + 
Ey-2BQ*-? + ---+ BoB, 所 以 BIQ?B = B3QB = BIB 二 0. 重 
复 这 个 过 程 ， 我 们 得 到 BR = 0， 故 对 每 个 复数 AE C, 都 有 
r(B, + AB2) = 0. 

第 二 步 SeA MENA? k > 2, S* =0, M OS)! = 


令 Q = 6(S), 假定 Q 40. AA r(Q) = 0, 因此 对 每 个 
次 数 不 大 于 2k 一 1 的 复 多 项 式 p, 有 (Q) A 0. 局 部 代数 算 子 的 
Kaplansky 定理 告诉 我 们 ， 存 在 向 量 ue X 使 得 向 量 u, Qu, Qu, 
+, Q7*-1y 线性 无 关 ， 所 以 Q* tu ¢ M, 这 里 ， 


M= span{u, Qu, ort Qe tu, Qhu, Qta, 
。 Qu, Qiu — Q* lu}. 
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ATEREA f € X* E Ju) = 1 A f(M) = {0}. F 


F(u) =0, F(Qu) =0,--- , F(Q u) = 0, f(Q*-*u) =1, 


f(Qhu) = 0, (Qu) =0,--- , F(Q?*u) = 0, (Q7) = 1. 


b A=(u—Qtu) @ fo ERB i= 0,1,---,k-2, AQtu =0, 但 
AQ’elu =u—Q*u. 所 以 


(Q* + AQ? + QAQ +- + lA = Qu + (u— Qu) =u, 
由 此 可 知 

r(Q* + AQ" + QAQ? +. + 1A)>1. 
‘iii, St i=0,1,---,k-1, BA f(Qtu— Qu) = 0, 我 们 有 


AQA = ((u- Qu) 8 A)Q*((u - Q*u) @ f) 
= ((u~ Qu) @ f)((Q*u — Q* tu) ® f) = 0. 


所 以 由 第 一 步 可 得 r(Q@* + AQ + QAQ* 2 + 4+ Q0? A) = 0, 
FR. HOR Owe a. 

第 三 步 ” 我 们 断言 更 保平 方 零 元 . 

由 第 二 步 的 结论 知 ， 对 任意 Ac A, A? = 0 A (A)? = 0， 
假定 存在 某 个 Ac A 使 得 A = 0, {H (A) 40. 4 GA) = 
Q, 那么 对 每 个 次 数 不 超 过 2 MASUR p, 有 p(Q) #0. TE 
存在 向 量 uc X 使 得 向 量 u, Qu 和 Qu 线性 无 关 ， 所 以 ug 
M =span{Qu,Q?u ~u}. 因此 存在 线性 泛 函 fe X* 使 得 flu) = 
£(Q?u) = 1 {8 f(Qu) = 0. & B= (Q?u—u)@f, Ill B? = BQB=0. 
由 第 一 步 , 我 们 有 r(Q?4+-BQ+QB) =0. 然而 (Q?4+BQ+QB)(u- 
Qu) = u ~ Qu BH r(Q? + BQ+ QB) 21, 矛盾 ， MUO 保平 方 
EI. Ee. l 

作为 定理 4.6.1 的 应 用 ， 我 们 证 明 下 面 的 结论 . 
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定理 4.6.2 设 和 是 包含 单位 元 的 复 Banach Ai, B 是 作用 
EH Banach 空间 上 的 标准 算 子 代数 且 中: 4 一 B 是 线性 注射 ， 
则 2: AS MC) + B8 MAC) BAF SERS $ BAA SHE 
办 常数 的 乘积 

证 明 显然 ,只 需 证 明 必 要 性 ， 设 bo 谱 有 界 . 不 失 一 般 性 ， 
我 们 可 以 假定 & BAKER. HER 4.6.1 知 ， b: REH 
er. 设 CE4 可 道 ， 则 对 任意 的 ACEA 因为 


2 


A C -o 
-Cr-L42 -cclac f  ’ 


因此 , 
(A) (C) -o 
-要 (C-1L42) ~a(C1AC) J 
所 以 
(A)? — EOC 1A) = 0 (4.6.1) 
县 
PAPC) — BO)BCT1AC) = 0. (4.6.2) 


在 (4.6.2) AH, RC = 1, 则 O(f)S(A) = O(A) OU). 因为 更 是 
EE RB 是 标准 算 子 代数 ， 因 此 存在 某 个 复数 cM 
E lel < 1 使 得 OU) = cl. 我 们 断言 c XO. 否则 ， 在 (4.6.1) 式 
中 取 C = 1, 那么 对 每 个 元 A E A, 有 (A? = 0, 这 与 O MH 
满 射 性 承 盾 . 故 不 兴 一 般 性 ， 可 假定 (了 ) = I. 存 (4.6.1) 式 中 取 
C = 了 则 对 任意 的 4 € A, 有 O(A) = (4)?, BI 更 是 Jordan 
EA. Æ (4.6.1) RPR A= I, 则 更 保 可 逆 性 且 对 任意 的 可 道 元 
CE A, Æ P(C) = 8C). 现在 (4.6.2) RRM (C14AC) = 
6(C)-'6(A)@(C). HF ® 是 Jordan 的 ， 我 们 有 


(AC’) = BC CACOC) = &(C)~!(CAC)®(C) = B{A}8(C)’. 
(4.6.3) 
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其 次 , 任 选 非 零 数 入 EC 使 得 和 一 C AM, 在 (46.3) KPA A-C 代 
$C, WH A 中 的 所 有 元 A 及 可 逆 元 C, 有 O(CA) = BCPA). 
如 果 C 不 可 道 , ACC HB A-—C HM, MY O((A-C)A) = (A- 
&(C))S(A), 从 而 PCA) = (CO)E(4)， 所 以 对 任意 的 A,C EA, 
MA B(CA) = (OB(4), I BA. 证 毕 . 

推论 4.6.3 设 4 是 包含 单位 元 的 复 Banach 代数 ， B 是 作 
HEA Banach 空间 土 的 标准 算 子 代数 . 令 理 :4 一 如 是 线性 双 
射 ， 则 2 : AG M2C) > B58 MO 谱 有 界 当 且 仅 当 更 是 同 构 
与 非 零 常数 的 乘积 . 

如 果 A 是 标准 算 子 代数 ， 那 么 再 有 更 加 具体 的 形式 ， 

定理 4.6.4 HAM B AHA Banach 空间 X 上 的 标 
准 算 子 代数 . $ P: 4 一 8B 基线 性 双 射 . 则 Bz : AQ MC) 一 
83@ Mz(Q) 谱 有 界 当 且 仅 当 存 在 非 零 复 数 c 和 可 道 算 子 A € B(X) 
使 得 对 每 个 Te A, aT) = c4T4-1. 

证 明 显然 ， 只 需 证 必要 性 . 假设 更? BAR. 由 推论 4.6.3 
A, d 是 同 构 与 非 零 常数 的 习 积 .因为 标准 算 子 代 数 闻 的 同 构 是 
空间 的 ， 因 此 存在 可 道 算 子 4 E B(X) RES HH c 使 得 对 每 个 
算 子 Te 4 有 O(T)=cATA. 证 毕 . 

从 现在 起 我 们 讨论 定理 4.6.1 对 Hilbert 空间 情形 的 应 用 . > 
五 和 天 是 两 个 无 限 维 的 复 Hilbert 空间 ， 应 用 定理 4.6.1, 下 面 的 
定理 完全 刻画 了 从 BA) 到 BK) 上 谱 有 界 的 线性 映射 ， 是 本 节 
的 另 一 个 主要 结论 . 

定理 4.6.5 设 互 和 天 是 两 个 无 限 维 的 复 Hilbert 空间 且 
@: BH) + BK) 是 线性 双 射 ， 则 下 列 条 件 等 价 . 

(1) 更 AH. 

(2) 存在 非 零 复数 d MRRSHA RARER V: BCH) 一 
B(K) 使 得 更 = dv. 

(3) $ 是 Jordan 同 构 的 非 零 常 数 倍 . 

(4) 更 是 同 构 或 反 同 构 的 非 零 常 数 倍 . 


(5) 存在 非 零 复数 d 和 可 道 算 子 A E BUH, K), 使 得 对 每 个 
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T € B(H), 有 (T) = dAT A“; 或 者 对 每 个 TE BIH), 有 O(T) = 
dATP A, ep TY 代表 了 RTH MEREM AEH EREE Z 
AREH. 

人 在 证 明 这 个 定理 之 前 ， 我 们 需要 下 而 的 引 理 . 

SIE 4.6.6 H È: B(H) > BK) ERER. uF o 保 
EKF, MAMAS Re BH), 都 有 O(RPST) = 
H(1)6( 2). 

证 明 i H =H, OR, Ke A, Al A, fe AMARA 
子 空间 ， 但 不 一 定 正 交 . PHO (= 了 了) 是 相应 于 这 个 下 和 
5h WE SHEE 7G, 满足 rng(P) = H, ker P = Ho. 假定 A,B € B(H) 
使 得 PAP = A, QBQ = B. HEM 1112 4, AR BRAY 
SPERSAFTIM. We A= A + Ag+ A3 + A+ Ag, B= 
BI+B2+Bs+Bat+Bs, HA PAP = A, QB,Q = Bi (i= 1,--- , 5). 
显然 (A; + By)? = 6, 所 以 D(A DOCB) + O(B,)O(A) = 0, 从 而 
B(A)®(B) + (BIPA) = 0. 即 对 每 个 4, B € B(H), 有 


&(PAP)®((I ~ P)B(I — P)) + (UI ~ P)B(I — P))®(PAP) = 0. 
(4.6.4) 
PER STAT RSET R, 都 有 


&(R)B(I) + BI BR) = 20(R)?. (4.6.5) 


WAR € BA) BRS TAMAS SERA, MA 
(4.6.4) 式 中 , E A= B =F, M O(R)GI—R)+H(7 — R)S(R) = 0, 
从 面 (4.6.5) 式 成 立 ， 

如 昌 瑟 的 值 域 是 有 限 维 的 ， 取 入 域 与 零 空 间 都 是 无 限 维 的 客 
等 元 Pi eG Py L R(E} PR = RP, = 0), WA 


O(P,)®(R) -+ (RSP) 
= (PPP )O( - PRU P)) 
+6((7 — PRU — P,))®(P, P, Pi) = 0, 
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所 以 更 (已 + R}? = (P? + (RY HA 


HRS + BI BR) 
= (P, +R — PGND + ENGR +R-P,) 
= OP, + ROD) + SBP, + RB) 一 (POD - BID EP,) 
= 26(P, + RF — 26(P,)? = 26(R)?, 


即 有 (4.6.5) 式 成 立 . 
如 果 RHE MEARE, WA 


更 (了 一 RP) + (NE — R) = 2 — BR)’, 


因此 PRIDI) + PUPR) = 208R. 完成 (4.6.5) 式 的 证 明 . 所 
以 对 任意 的 霖 等 元 Re BH), 我 们 都 有 


BRP + AREER) = 26(R)*, 
(IER) + ARBER) = 26(R)’. 


故 D(R) O(I) = O(1)S(R)?. 证 毕 . 

定理 4.6.7 HH MK 是 两 个 无 限 维 的 Hilbert 空间 且 更 : 
BA) 一 BK) 是 线性 满 射 ， 如 果 更 谱 有 界 ， 则 要 人 么 对 所 有 的 紧 
HF C EBH) A O(C)=0, ZAG 是 单 射 . 在 后 一 种 情形 下 ， 
更 是 同 构 或 反 同 构 的 非 伶 常数 倍 ， 即 存在 非 零 复数 d MERT 
A€ BCH, K) 使 得 下 列 断 音 之 一 成 立 ， 

(1) 对 所 有 的 T € BH), 有 O(T) = dATA-1; 

(2) 对 所 有 的 了 E BH), 有 (了) =dAT A R, Rep Te 
RAT 关于 H 的 任意 但 预先 固定 标准 正 交 基 约 转 置 ， 

证 明 ROAR. 由 定理 4.6.1 知 ， 保平 方 零 元 . 进而 ， 
可 假定 至 是 谱 半 径 不 增 的 . 

断言 ] 对 BE) PH ERMERR SP, 和 Po 下 式 成 立 : 


(P+ Pa)? = O(P1)? + OCP)’. (4.6.6) 
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由 引 理 4.6.6 的 证 明知 ， 对 于 三 1 或 2, 如 果 dim rng(P,) =dim 
Img( 了 了 一己 ) = œ, 那么 (46.6) 式 成 立 ， 因 此 为 证 明 (4.6.6) A, 我 
们 只 沉 验 证 下 列 四 种 情形 ; 

(i) dim rng(Pi) < oo dim rng( Pz} < œ; 

(ii) dim rng(P,) < 00, dim rng({I — Py) < œ; 

(iii) dim mg(J — P:) < 00, dim rng{P,) < œ; 

(iv) dim rng(J — P,) < co, dim rug(J — Py) < oo. 

如 果 情 形 (i) RA, RAPER ARS oo P HBS Pit Pe iE 
Z J A dim rng(P;) =dim rng(I — Py) = œ, 所 以 

PP + Py)? + EB) = E(B + Py + Ps)? 
= OP, + O(,+ PRY 
= &(P,)? + E(B + a(R Y, 

MOP, t PY = ORY +O Ry. 对 剩余 的 三 种 情形 ， 类 似 地 可 
证 明 (4.6.6) KIB AR v. 

断言 2 存在 非 零 复数 c 使 得 OM) = cl. 

因为 更 是 谱 半 径 不 增 前 满 射 且 B(K) 半 单 ,由 定理 1.2.3 知 ， 
SAR. Ac BH) 是 正 交 投影 的 线性 组 合 ， 即 A=) oP, 

i=1 

其 中 (PL) 是 一 组 推 互 正 交 的 投影 。 则 由 (4.6.6) 式 ， BAP = 
at 所 以 由 引 理 4.6.6, 我 们 有 HAPSI) = BAA). 


H FB) PHEA AERE EREA A H ji e, i 
更 HA APE AIRE Ag PBPA) = SNEP 对 任意 的 自 伴 
Bf Be BA) MY. CDE BH) 自 伴 , 则 OC+ DPO() = 
EEC + DY, 从 而 
(P(C}O(D) + G(D)G(C)) SU) = (2) (G(C)S(D) + B(D)B(C)). 
对 任意 的 工 E BA) 记 了 = C+iD, APCD At. 因为 
{C + iD) (7) 
= (CVP) 一 (DP G(T) + i(6(C)G(D) + &(D)}4(C)) (2) 
= (TPC + iD}, 
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对 每 个 了 E BH), 我 们 都 有 STPS) = 再 (也 再 (7)2. 由 于 Oo 是 满 
H, 于 是 对 所 有 的 S EBK), 有 SEU) = al) 成 立 . 对 任意 秩 
一 算 子 z@yEe BK), OR (1,9) #0, H 28y RK-BS LOB 
HH, Weey= (a 其 中 Vz, ER (2, y) 的 平方 根 . 所 
EL (2 @ yO) = OC) (ey); 如 果 (x,y) = 0, 那么 rolirty) Æ 
TESTS, 因此 [e@(42+y) OZ) = O(7)[z@(izty)}, 
从 而 (¢ @ yO) = Uray) 于 是 对 所 有 的 F e F(K), 都 有 
FOI) = BUF. HT F(K) 在 BK) 中 是 绊 筒 的 ， 从 而 对 所 有 的 
SEB(K), 有 Sm(7) = (1)S. 因此 存在 ce C GH OU) = cl. F 
iE #0. 如 果 c=0, BA AI =0. 由 (4.6.5) 式 ， 对 所 有 的 各 等 
L R, 我 们 有 DRY = 0. RR 更 有 界 ， 故 对 所 有 的 自 伴 算 子 C， 
有 ECP = 0. 这 样 对 所 有 的 了 e BK), PA OTP =0, 5 OH 
WHEE. BRAM, TREBI) =I. 

现在 由 (4.65) RM ORES. MT HER 4.2.1 前 证 明知 
者 是 Jordan fA. 

Ht BK) AAW, 定理 126 告诉 我 们 , D BA BMRA. 
MRO PREM, 那么 kero 是 BH) 的 非 零 闭 理想 . 因为 B) 
的 最 小 非 平凡 闭 理 想 是 紧 算 子 理想 KH), 所 以 ket XH). 因 
此 对 所 有 的 紧 算 子 Ce X(A), 有 亚 (C) = 0. 如 果 ORAS, R 
么 更 是 同 构 或 反 同 构 ， 因 为 BH) 到 BK) 上 的 每 个 司 构 或 反 同 
构 都 是 空间 的 ， 因 此 存在 可 道 算 子 A € BH, K) 使 得 对 所 有 的 
T € BH), 有 OT) = ATA? 成 立 ， 或 者 对 所 有 的 了 Ee BH), 有 
P(T) = ATYA! 成立， 其 中 补 代表 开关 于 将 的 任意 但 预先 固 
定 标 准 正 交 基 的 转 置 .证 毕 . 

定理 4.6.5 的 证 明 显然 ( 2) 一 (3) 全 (4 全 (5) 全 (人 0) 全 (2 由 
定理 4.6.7 立 得 ， 证 毕 . 

注意 到 如 果 Hilbert 空间 A 是 可 分 的 ， 那 么 在 定理 4.6.7 中 ， 
SEH Bet, MRORBAN, WA BK) 同 构 于 或 反 同 


构 于 商 代 数 BCH)/K(H), 这 与 BUH) /KCH) 的 简单 性 矛盾 . 
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Hit 4.6.8 4 H M K 是 两 个 光 限 维 的 Hilbert 空间 并 且 
H Wr. E D: BH) 一 B(K) 是 线性 满 射 . 那么 B 谱 有 界 当 
且 人 充当 存在 非 零 复数 d MYMAF 4 E BLK) CBR TAK 
T € B(H), 4 OT) = dATA* 成 立 ; RAMI AM T e BLA), 有 
P(T) = LATTA! Ma, HPT RET KPA 的 任意 但 预先 
团 定 标准 正和 父 基 的 转 置 . 

注 4.6.1 如 果 BK) 被 Banach 空间 小 的 标准 算 子 代数 代 
H, AE PRERA. WEH 更 是 从 BH) 到 标准 算 子 代 
煞 上 的 谱 有 界线 性 映射 时 ， 这 一 节 的 结论 仍然 成 立 . 


84.7 相似 不 变 子 空间 和 保 相似 性 的 线性 映射 


本 节 总 假定 H 是 可 分 复 Hilbert 31, BUH) 代表 H 上 所 
有 有 界线 性 算 子 构成 的 Banach 代数 ， K(H) 代表 BUA) 中 的 所 
ARATAI. 4 GLB) 是 8(H) PRA PR. Wm A, 
Be BH) F3 Ax BERAY BN, WHER fF 
V EGL(B(H)) 使 得 A = V—' BV. HF A € B(H), S(A) RE A 
相似 轨道 ， 即 SCA) = {VAV | V EGL(B(H))}, S(A) 代表 S(A) 
HARAS. E M C BH) 是 一 个 子 集 ， 如 果 对 任意 的 AEM, 
E SIA) OM, RM 是 相似 不 变 的 ， 如 果 Ad 是 闭 子 空间 ， 称 A 
是 相似 不 变 子 空间 . ROBB DRASHARAHERN, H 
于 A, Be BA), W% A~ BRR O(A) ~ O(B), HS RAVE; 
mR DEE OAD! 都 保 相 似 性 ， 称 更 双边 保 相似 性 ， 

本 节 刻 画 BCA) 的 相似 不 变 子 空间 及 其 上 保 相似 性 的 线性 映 
St. 我 们 总 假定 dimt = 00, 并 不 加 区 别 地 用 了 代表 不 局 空间 上 
PESAT. 首先 刻画 BH) 的 相似 不 变 子 空间 . 

引 理 4.7.1 xt FT € SA), BAA oA) ET). 

引 理 4.7.2 ([5; 推论 9.37]】 4 Ac BLA). 则 (2 = 0(A) 对 
所 有 的 了 e SA) 都 成 立 当 且 仅 当 4 是 多 项 式 紧 算 子 ， 5(4) 是 
闭 的 当 且 仅 当 4 相似 于 具有 有 限 个 谱 点 的 正规 算 子 . 
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313% 4.7.3 ((91; 命题 5.13) 令 了 E BA). 设 入 是 正规 : 
FE oN) = 0(T) 且 对 每 个 孤立 点 Eo(T), 有 dimH(A, N) 
dimH (A, T), 那么 N € S(T), 其 中 HD, 4) REAT 4 的 Rie 
TZE, DD 是 复 平面 C HTE. 

引 理 4.7.4 (5; 引 理 8.1]) 如 果 鸟 & 8(H) 是 拟 笑 零 的 且 对 | 
有 的 上 二 1,2,… ,有 GQ* #0, W S(Q) 包含 所 有 的 紧 拟 歇 零 算 子 . 

引 理 4.7.5 R M 是 相似 不 变 子 空间 且 荆 E AM. WRTH 
并 上 且 存 在 整数 上 使 得 了 T* =0, 那么 M 包含 KK(H). 

HEAR 由 于 At 是 团子 空间 ,为 证 明 M We KH), HEE 
A4 包含 所 有 的 有 限 秩 算 子 ， 进 而 我 们 只 需 证 明 M 包含 所 有 的 - 
GAT. 而 由 M 的 相似 不 变性 ， 我 们 内需 证 明 At 中 包含 一 个 - 
秩 守 零 算 子 和 一 个 一 秩 投 影 即 可 . 

首先 证 明 At 包含 一 个 一 秩 容 零 算 子 . 设 荆 E BA). RE 
ERM HBT! =O Te 40. + H = kerT @ (kerT) 


hi 
uraaraNTEET= ( 4 5) amha ° 


0 0 
Ti =limm VmI Vg, 则 Ti = ( 0 B ) Aw Tı € M. 3 


WTo=T-T eM HATE =0. ERB AKO, AT #0. 
失 一 般 性 ， 我 们 可 假定 72 = 0. 所 以 存在 非 零 向 量 > E (kerT) 
使 得 Tz =y 40. 因为 mg{T) C kerT, RNA ely. THA 
(ker TO {y}) S {Cy} b {Cr} e ((ker T)+ SG {z}). 从 而 存在 非 零 常 : 


000 A; 100 0 \ 
a B o7 0 0 
a HT = EX Gm = 
bad 00 0 00 F 0 
0 0 00 0 mi} 
000 0 
00a 0 
Ta =limyn-yoc mT G7, 那么 Th = SEK 
& Te Slimm- 2 00 0 0 % 
000 0 
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SATAY TEM. 

下 证 M 包 售 一 个 ~- 秩 投影 , AHAM RAR, iM 包 
E BH) HERA- RERET. 设 fei ez, 是 万 的 -组 标 
MEO. 注意 到 对 满足 4 关于 的 每 对 i gh 我 们 有 leige)? = 9, 
所 以 {ei 名 ey |i Aj} CM. 于 是 对 满足 i 之 2 的 每 个 正 整 数 
Ge Betebe E MM， 现在 容易 验证 对 每 个 i = 2,3,... .部 
F ea De tege % e 0e e De H dle ge ese | 
i=23 o) CM. AIRE m > 2 Krr m, 都 有 


m+ 


“Ga -t Se a@eeM. 然而 ,在 此 情形 下 ,我们 有 
i=2 
1 m+1 1 
lire aoa- (asa-i eoa) = lim — =ü. 
T = m i m> m 


Mild er @e, E M. 证 毕 . 

注 4.7.1 由 引 理 4.7.5 的 证 明知 ， 非 零 军 零 算 子 之 相似 轨道 
的 亲 包 包含 一 个 一 秩 因 零 算 子 . 

引 理 4.7.6 WẸ A? = 0, BA ALA, 

证 明 注意 到 rng(4) C ker(A) {或 rng(4*) C ker(A")) H 
H = me(A) @mg(A*) & (ker(A*) Ofng(A*)) = mE(A) omg(A*) ® 
{ker(A) © mg(A)). 我 们 有 


HF X € Bmg), rag(A)) BPRS FE. & X = UX; 
是 天 的 极 分 解 ， 则 U © 8(mmg(A4"), maA) 是 西 算 了 . 设 9 = 
0 Ug 
U* 0 0 |, WS A SAS = A*, 证 毕 . 
0 0 F 
现在 我 们 让 明 本 节约 主要 结论 之 一 . 
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定理 4.7.7  dimH = œ. 则 MC B(H) 是 相似 不 变 子 空 
间 当 且 仅 当 At 具有 下 列 形式 之 一 : 

(1) {0}; 

(2) {AL | A € C}; 

(3) KC); 

(4) {AL +K |à €C, K €K(H)}; 

(5) B(H). 

证 骨 充分 性 显然 . 为 证 必要 性 , 假定 AM 是 非 零 的 相似 不 变 
子 空间 . 

Ral 如 果 对 每 个 4 e AM, ofA) 仅 包 仿 一点， 那么 M = 
{AT | A eC}. 

如 果 M 中 的 每 个 算 子 都 是 正规 的 ， 那 么 M= {27 | 入 eC}. 
和 否则， 存在 非 正 规 算 子 4 E At 使 得 e(4) = fA}. 于 是 由 引 理 
4.7.3, M € M. 从 而 4-XMTEA 且 of(4-AT)={0}. HEM 
会 一 个 非 零 拟 军 零 算 子 ， 应 用 引 理 4.7.4 和 4.7.5, 我 们 有 Mae 
一 个 一 秩 投影 ， 了 矛盾. 

断言 2 如 果 AM CK(F), BAM =K(H). 

AERAR 1, FET eME (T) 不 是 单 点 集 . MESI 
理 4.7.1 和 4.7.3 蕴涵 存 在 非 零 正 规 紧 算 子 六 E At. 设 Mo € olN) 
IFẸ, MATAM H = ker(N — Ml) @ (ker(N — Aol))+, N = 
( “ot M 有 显然 ker(N — Al) 和 (ker(N —Agl))+ 都 不 为 零 . 
取 单 位 向 量 z € ker(N — Aol) RAAT GRE y © (ker(N — AoT), A 
r@yeM. 事实 上 , RBBIEN~Nicoy, Ait N+rc@ye mM, 
HY 2 Oye At. 利用 引 理 4.7.5, 我 们 有 M = KCH). 

EES ”如果 存 在 非 紧 算 子 A € 上 4 使 得 cf4) 不 是 单 点 集 , 但 
对 任意 的 了 CM, WE oT) 是 单 点 集 , BAM = {AHK | 和 EC, 
K €K(H)}, 其 中 oe(T) 代表 了 的 本 性 谱 ， 

首先 观察 到 ， 如 果 存 在 算 子 JE AM 满足 下 列 性 质 : FELE 
S(T) 使 得 olJ) 是 o(L) HASH, MHF o(L) 和 o(J) 的 每 一 分 
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支 的 交 非 空 且 (L) 边界 的 极限 点 包含 在 o(L) P, H olL) 不 是 
单 点 集 ( 见 [91]), 这 与 假定 了 矛盾， 所 以 由 引 理 4.7.2, M 中 的 每 个 算 
子 都 是 多 项 式 紧 的 ， 现 在 由 引 理 4.7.3, 我 们 可 假定 4 是 一 个 非 紧 
ERHET. $ ce(4) = {uv}, We #0. 我 们 有 ， 对 某 个 K € KH), 
A=pl+K. uF of A) 不 是 单 点 集 ， 类 似 于 断言 2 的 证 明 ， 我 
们 有 KA) CM. & pl e M, Mit AT [AE CL OM, A 
{M -+K AEC, KEK(A)} CM. 

FHP BSKAR SE. MERI T eM, (T) = {ro}, M 
由 引 理 4.7.2 SATE k E (T -Aot 是 紧 的 . 由 (91; 定理 7.21, 存 
在 Ko € K(H) 使 得 (T -3o + Ko)* =0. 令 克 = 人 一 和 十 下 0 我们 
ABE Te Art KjAeEC, KECH) MEH =0, BA 


立 ， 和 否则 ， 关于 分 解 H = ker To @ (ker 7)", $ To = ( o x ) ， 


0 Y 
0 Xx 0 0 
T, = = F. 
1 (5 SEES (p pas 


、 I 0 F 0 
lity- To 
0 ml 0 m! 
. 0 4x 0 0 
= litho ied = ? 
Oo Y oY 


FAM BAEMN, BRIE D, Ta € M. BRT? =0, TE =0 

Bh=i+Tu. WHARE, RTRA k-11 个 算 子 
天 一 工 

Tj EM G=12,--,4-1) WAT? =0 8 h= T BH 


j=l 


和 失 一般 性 ， 可 假定 T? = 0. 由 下 理 4.7.6, 我 们 有 To ~ Ty, He 
HheceM. 7 = A+ ile, EP A, 和 Hy ATK, BA Ay, 
He M. 从 而 由 假定 ， Hi, Ha € {A + KAEC, KEk, 
BITS ce QQI+K (Ac, K ek(H)}. 

RR 4 WR AGM 使 得 me(4) EDERRA, MA 
M = BH}. 
， 140 .- 


FOS HE tth, IK AR TTL a A LY ESY, ee HIEN S 
EPLE Ay 和 Ae. & Al 和 As BC 的 两 个 开 子 集 满足 Ai NA = 
0, A E Ai H i E As HN 的 谱 分 解 为 N = fudE,. + 
Hi = E(A\)H, Hz = E(A H E Ay = (H, @ Aa), 则 关于 分 解 
H = Hı $ H: 0 Ha, N 可 表示 为 


N 0 0 
N= 0 Na 0 
0 0 As 


BR O(N) NaN) =0 H H, 和 He 都 是 无 限 维 的 . 容易 验证 对 
每 个 x € 好 (五 2， Hı}, 


N X D N 0 0 
0 Nog 0 = 0 Ne 0 
0 0 M 0 0 M 
oxo 
所 以 | 0 0 0 | CAML 从 而 在 AM 中 我 们 可 找到 平方 为 堆 的 算 
G 0 0 


F. BAM BAUR A, 和 Hs BER, w MaS 
所 有 平方 为 零 的 算 子 ， 注 意 到 At PHEPRSSTREPTAS 
算 子 的 线性 组 合 ， 所 以 所 有 的 每 零 算 子 都 属于 M. 现在 由 [91; 定 
理 5.15], 我 们 得 到 M = BA). 证 毕 . 

由 定理 4.7.7, 立 得 下 列 推论 . 

推论 4.7,8 设 A, Be BH). 如 果 对 所 有 的 9 ECGL(B(A)), 
都 有 AS BS = 5-1BSA 成 立 ， 则 4 或 召 是 单位 元 的 倍数 . 

推论 4.7.9 如果 4 不 是 紧 算 子 和 单位 算 子 的 倍数 ， 那 么 包 
含 4 的 相似 不 变 子 空间 就 是 BUA). 

在 本 节 的 剩余 部 分 , 我 们 讨论 BIY 上 保 相 似 性 的 线性 映射 ， 

命题 4.7.10 RS: BOA) > BA) 是 保 相似 性 的 有 界线 性 


iat, WG 是 单 射 . 
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证 明 因为 更 保 相似 性 ， 克 ker 是 BCH) 的 相似 不 变 子 
空间 .因此 ke(t) 具有 定理 4.7.7 中 陈述 的 五 种 形式 之 一， 下 证 
ker(®) = {0}. 事实 上 ,容易 验证 更 2 和 D? 也 是 保 相 似 性 的 映射 ， 
且 有 

ker Ë C ker &? C ker $? c B(H). 
ME kert + {0}, HF 2 AWM, ie {0} C ker ©? C ker? C BH), 
香 其 包含 均 为 真 包含 . 然而 , 这 是 不 可 能 的 , 因为 由 定理 4.7.7 知 ， 
BLA) 中 没有 这 样 一 个 相似 不 变 子 空间 链 ， 所 以 更 是 单 射 . 证 毕 . 

下 面 的 定理 是 本 节 的 另 一 主 柳 结 论 . 

定理 4.7,11 设 互 是 可 分 无 限 维 Hilbert 空间 且 $: BCH) > 
BUA) BARA. DO 双边 保 相 似 性 当 且 仅 当 下 列 条 件 之 
一 成 立 ; 

(1) 存在 非 零 数 a e C HV eGL(B(H)) 使 得 对 任意 的 
X E BIUH), 有 ®(X) = aV7 XV. 

(2) REER a € CMV eGL{B(H)) 使 得 对 任意 的 
X € BH), A OX) = aV 1XV, 其 中 XY RR X KPH 
的 任 -给 定 枯 的 转 置 . 

先 证 明 下 面 的 引 理 . 

引 理 4.7.12 ik H ETHAEE Hilbert 空间 且 鲁 : BCH) 一 
B(H) BARRA. RO 双边 保 相似 性 ， 那 么 AAE 
CH ={A |à € C} A KH) = KH). 

证 明 My = OAT |à ETCH, Ma = EHK(H)), 那么 
M, 和 M 是 相似 不 变 子 空间 且 Mi NMa = {0}. 利用 定理 4.7.7 
知 ， 引 理 成 立 . WE. , 

51E 4.7.13 i H ETARE Hilbert 空间 月 & : BCH) > 
BA) 是 有 界线 性 满 射 . 假定 更 双边 保 相似 性 , 则 工 是 拟 第 零 算 子 
BAO T) 也 是 拟 寡 零 算 子 ; Hm., T 是 一 秩 宕 零 算 子 区 区 OT) 
也 是 一 秩 客 零 算 子 ， 

证 明 假定 o(7) = {0}. [5; 命题 5.13] 告诉 我 们 ， 存 在 序列 
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Vn EGL(B(H)), 使 得 lim Va TW=0 由 假设 ,有 lim (V TV) 
= 0. 因为 理 保 相似 性 ， 因 此 对 每 个 n, PV TY) € S(G(T)). 故 
0 € S(®(T)). 所 以 由 引 理 4.7.1 知 ， of O(T)) = {0}. 

HF S 保 相 似 性 , 接 下 来 , RANA GEE RRS ST 
使 得 D(T) 也 是 一 秩 的 . So, ye A AMRF (2,9) = 0, 
则 roy L-KESAST. ERD OS! 也 保 相似 性 ， 故 由 引 理 
4.7.12, 存在 紧 氢 需 零 算 子 Q EA BQ) = xz@y. 现在 引 理 4.7.4 及 
注 4.7.1 蕴 洱 存在 一 黎 苦 零 算 子 了 E S(Q). 所 以 G(T) € Siz @y). 
故 G(T) 是 一 秩 的 . 证 毕 . 

引 理 4.7.14 设 瑟 是 可 分 无 限 维 Hilbert 空间 且 更 : BUH) 一 
BH) 是 有 界线 性 满 射 .假定 至 双边 保 相似 性 ， 则 对 每 个 一 秩 靠 
Sir @y, A Brgy) 是 一 秩 算 子 . 

证 骨 因为 更 双边 保 相 似 性 ， 故 对 任意 的 了 有 更 (S(T)) = 
S(T). 如 果 rOy ERREF, MHS 47.2, S(2@y) 
AM. PU S(O(ceOy)) 也 是 闭 的 . 利用 引 理 4.7.2, (2 @y) 相 
似 于 正规 算 子 N. 用 更 的 相似 变换 代替 ©, 如 果 必 要 ， 不 失 一 般 
性 ， 可 假定 bgy) = N. 我们 将 证 明 O(N) 是 出 两 个 点 组 成 的 . 

事实 上 ， 由 引 理 4.7.12, N 是 一 个 非 零 紧 算 子 ， 因 此 oN) 不 
可 能 是 单 点 集 . 如 果 oCN) 军 少 包含 汉 个 点 ， 比 如 说 ，a(CN) D fu, 
àz, As}, 那么 我 们 有 


0 0 Af U 
0 9 0 MN 


it € € ker(N — AT), n E ker(N 一 A271), y € ker( 和 NN 一 和 A 了) FER i 
量 . 显然 和 有 tL79LyYBNN+Tt®n ~ Ntar = N+ESH+ NOY. 
由 于 更 ~: PAW, KA 


PHN) = EHN AES) SE (NN = O71(N+£ON+787). 
` - 143 . 


利用 引 理 4.7.13, 存在 fi, gs (i = 1,2) ÑE (fng) = (fag) = 0 
使 得 OE On) = Aea, 17 Oy) =f @g. 所 以 


LGy2z2Sytfheqg ~<eSyt hOg ~zBytheat fg. 


我 们 有 roy, cOyt+- fi Ou. cOyt fo®ge, r@yt A Sgt fg: 都 
是 一 秩 算 子 ， 从 面 i = mr Ka 三 凡凡 A fe = p22 或 g = Ory. 
HAES tyor PROBS R YS, 由 引 理 4.7.13, fi = Aiz 和 
fo = poz (BK g = hiy Al go = Ooy) AA RERI A. BI A = iz, 
那么 m = Boy, AE Syt fr®qit-fo®@ge = 2@(yi.t-Higi)+fo@Oey. 
故 对 基 个 常数 EC Boy = dfy tmm) AM y A g 线性 相关 . 因 
为 y 和 gh BRAS, All g = Ory. XB gp = Pry 和 go = Oy 
AIT ARS, FA. 所 以 o(N) MA SAP. wi, Ha 4.7.12, 
N 是 紧 算 子 ， 因 此 可 假定 of) = {0,4} FEN 是 一 秩 的 . t 
则 ， 假 定 dimker(N -AD > 2. BR dim(ker N) = œ. WHH 
正 交 的 单位 向 量 £i, £z € ker(N 一 AZ) RABE RAE mi, 
no € ker N. 类似 地 ， 我 们 有 


NN 8m eu N+ho@y~N+ tf, Om +6, 8m, 


AR 


PIN) = BIN +E Om) ~ PUN + & Bn) 
~ Ob 1N +E Om +E Om) 


KWMAK ML —- KI R IB. kk dimker(N ~ AJ) = 1, Bl O(a ay) 
基 一 秩 算 子 ， 证 毕 . 

SHE 4.7.15 设 志 是 可 分 无 限 维 Hilbert 空间 且 和 更: BUH) > 
BH) 是 有 界线 性 满 射 . Ble D 双边 保 相 似 性 . mE OU) = F Ht 
iit} K € K(H), 有 OK) = K, WHET T € BA), ff O(T) =T. 

证 骨 首先 证 明 对 每 个 投影 PLA OP) = P. ine PIP 
是 有 限 秩 投影 ， 则 由 假设 知 OP) = P. HEFER PHAI- P 
都 是 无 限 秩 投影 ， BAR P=- P. $ A= OP), S/H 47.2 知 
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S(A) 是 户 的 且 4 相似 于 具有 有 限 谱 点 的 正规 算 子 ， 下 证 o(A) 仅 
包含 两 个 点 . 

情形 1 of A) 仅 包 含 一 个 点 ， 比 如 ofA) = {A}. 

我 们 有 A-M BRS. 利用 引 理 4.7.12 RR. P-M 
(=O 1(A-AD)) REMRS HM. MM P =I, FE. 

情形 2 ofA) 至 少 包含 三 个 点 ， 比 如 ， ofA) > {s Az, As}. 

存在 分 解 H = Hi o H o H © Ha, 使 我 们 有 


Al Az Ais Als 
0 A Aggy Azn 
0 Q Ma Asa 
0 0 0 Ay 


对 任意 的 单位 向 量 z © H; (i 一 1,2,3), 有 


A= 


AZ A+ Dœ A+ TOT = A423 Oa. 
因此 
PHA) LEAT OT) $1(A+ra Bs) TB (4 二 zs@rza)， 


即 

P = P + r1 Qz © P +r Gra œ P + Egr. 
Mil, (P+2,@2,;)? =P+2,902; (i 大 jij =1,2,3). 这 表明 
Mists, i,j =1,2,3, P(x; @ rj) + (2; BLIP = 2; ®© xy. 因此 对 
MAM re H, 有 


(x, 25) Pa; + (a, Pay): = (x, &3)2i, i 天 j, tg = 1,2, 3. 


4 a= zj, W Pz; 二 位 一 (77, 了 Pzy))zi. 由 于 PP 是 投影 , K Pa, = 2; 
或 Pz; =0. 广 意 到 Px; = fi Be {r;, Pri) = (Pz;,Pz;} =0 H 
Pr; =0 Bi Pz; = zj. 如 果 Px, = zl A 


Pri = ti > Pr; = 0 s Prs = r3 Pri = 0, 
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FA. 如果 Pr = 0, 类 似 地 可 得 出 矛盾 . 
内 此 o(A) 仅 包 含 两 个 点 ， 设 ofA) = Du, Ach. 由 于 A 相似 
于 正规 算 子 ， 在 在 分 解 H = Hi @ Ho, 使 4 有 矩阵 表示 


Ae ( NI X ) 
0 Al 
Hi A EW, SPP A at ze H, BA Px 二 % BA Px = 
0， 如 果 存 在 单位 向 量 x E H 使 得 Pe = z, 那么 PH, =0 8 
PH, =H. 60, RAH PH, =0 B PH = Hy. 不 失 一 般 性 ， 
设 mg(P) = Hi, 即 P = Pa. ARE. RA P~I- PL, 内 此 
A~ E-A, WH Atil. 


下 还 A, =0. 事实 上 ， 对 任意 的 非 零 向 量 *e H, & 忆 代表 
KH Si {xz} 上 的 授 影 ， 则 


BA)=P, EHA + Pp) = P +P 


HiT PP, =0 A PA P+P, 是 充 限 秩 投影 AI P= Pt P,. 
i AS A+ P,. {E dg 40 BR (A+ P,) = {^ Aa, Ae + i}, 这 十 
不 可 能 的 ， 

接 下 来 ， 我 们 只 希 证 明 X = 0. MEX £0, WHAM 
ze Hy #13 Xr =y B |lyl=1. $ Y =2ee@y. WP~PIY,M 
Ax A+Y. 然而 (A+VY)yta) = Ay+c) HR 2€ o( AY}, 
AA. HU X=OH AP. 由 谱 分 解 ， 对 任意 的 自 伴 算 子 HH, 我 
WA OA) = H. 故而 对 每 个 全 E BCH), 都 有 OCT) = 了 . 证 毕 . 

定理 4.7.11 的 证 明 由 引 理 4.7.13 和 4.7.14 知 ， 更 保 算 子 的 
一 秩 性 ,现在 由 定理 2.1.1 的 证 明 ， 存 在 A, B CGL(B(A)) 使 得 下 
列 之 一 成 立 ; 

(1) 对 每 个 K€ K(H), 有 (K) = AKB. 

(2) 对 每 个 K EK(H), A O(K) = AK B, 其 中 KT RÆK 
关于 五 的 任 一 给 定 基 的 转 置 . 
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注意 到 (2) 与 定理 2.1.1 证 明 中 的 2 略 有 不 同 . 但 因为 H 是 
Hilbert 空间 ， 故 可 选择 A 和 B HRW ESKER. 

SO 1) 成 立 , 我 们 将 证 明 存 在 a EC 使 得 AB = ol. 对 任意 
的 单位 向 量 >, y € H, RNA zor ~ yey. 所 以 A(z@x)B ~ Aye 
y)B, 即 Ar@ Bra ~ Ay@ Bry. 从 而 , o(Ar@B*x) = a(Ay® By) 
Wis (BAr, x) = (Az, By} = (Ay, By) = (BAy,y). BH A, Bay 
X, 于 是 存在 a € C 使 得 4B = BA = al. 因此 存在 V EGL(B(H)) 
使 得 对 每 个 K EK(H), 有 O(K) = aV -1KV. 

”对 任意 的 在 c BCH), HM U(X) =a V(X), A T A 
边 保 相似 性 , 满足 OU) =I AHERN K eK), & WK) = K. 
现在 由 引 理 4.7.15 m, HES X E BH), 都 有 U(X) =X, 这 等 
价 于 对 任意 的 大 e BL), 有 B(X) =V XY. 

如 果 (2) 成 立 ， 类 似 地 可 证 明定 理 4.7.12 中 的 (2) 成 立 , 证 
毕 . 


84.8 注 id 


§4.1, §4.2 和 §4.3 ALA Cui 和 Hon [54], f61], 并 与 著名 的 Ka- 
plansky 问题 有 关 . Æ 1897 Æ, G. Frobenius [74] 证 明了 线性 映射 
$: MO > M,(C) RBS BRAKE DURST CM,(C) 使 得 
RHEA 0) =T()P MO) =TC)*T 1 OS RAK 
RAW, HHA 代表 AMR BEE. 19494, J. Dieudonné 
[67] 把 这 个 结论 推广 到 MC) 上 保 可 逆 性 的 线性 满 射 在 1959 
Œ, M. Marcus 和 P. Purves [154] 证 明了 M,(C) 上 保 奇 异性 的 线 
性 映射 也 具 有 相同 的 结构 . 

在 1967 和 1968 fF, A. Gleason [80] 及 J. Kahane 和 W. 
Zelazko (134, 203) 证 明了 从 Banach 代数 到 半 单 交换 Banach 代数 
保单 位 元 且 保 可 道 性 的 线性 映射 是 可 乘 的 , 即 是 同 态 . 受 Gleason- 
Kahane-Zelazko 定理 及 Dieudonné 和 Marcus, Purves 上 述 结 论 的 
启发 ， Kaplansky [135] 在 1970 iH) F H AY ij A: 
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是 否 两 个 环 之 间 保 单位 元 且 保 可 逆 性 的 可 加 映射 必 是 Jordan 
mA? 

设 R 和 Ri BERAT EA Ai T RE EES 
zE R, A 22 #0, W Jordan AAO: RR. RBI HET 
性 (例如 ， 见 文献 [193; 命题 1.3]), 因此 Kaplansky 问题 是 这 个 陈 
述 的 道 问题 . 在 过 去 的 几 十 年 里 ， 泛 嚼 界 的 许多 教学 工作 者 先后 
投身 于 这 一 问题 的 研究 ， 但 正如 大 们 所 预料 的 ， 即 使 对 于 一 些 简 
昔 的 环 类 ， 解 决 Kaplansky 问题 也 是 一 项 非常 困难 的 任务 ， 所 以 
大 们 首先 洪 虑 代数 上 的 线性 映射 而 不 是 环 上 的 可 加 上 映射， 进而 也 
i BARS) Banach 代数 的 情形 . 不 失 一 般 性 , 也 可 假定 映射 
保单 位 泡 ， 否 则 考虑 上 映射 a 于 (了 “1 年 (a), 这 上 儿 了 代表 代数 的 单 
位 元 . FERS, 如果 代数 不 是 半 单 的 , 对 Kaplansky 问题 的 回答 大 
否定 的 . 例如 , 设 无 代表 矩阵 代数 MAC) 的 上 三 角 和 矩阵 子 代数 ， 
因为 mn 中 的 元 可 道 当 且 仅 当 它 的 所 有 对 角 雹 都 非 零 , 因此 使 对 角 
元 辐 鸯 不 变 的 和 起 ,上 的 和 钴 个 线性 映射 都 保 可 道 性 , 但 一 般 来 说 这 样 
RY BRAT IE AR A Jordan fez. 如果 映 射 不 满 ， 即 使 对 于 C- 代数 ， 
Kaplansky 问题 的 回答 也 是 否定 的 例如， 设 互 是 无 限 维 Hilbert 
空间 ， A= B(H),B = B(H@H). (B02 ¢:B(H) > BU) 是 线性 映 
射 且 满足 (1) = 0. 对 任意 的 Ac A, HX (A) = ( ae ) 
则 下 :4 一 号 保单 位 元 且 是 保 可 逆 性 的 线性 映射 ， 但 一 般 说 来 ， 
@ 不 是 Jordan AA. 办 此 如 果 代 数 没 有 半 单 性 的 假定 以 及 映射 没 
有 满 射 性 的 假定 ， 那 么 对 Kaplansky 问题 不 可 能 期 望 得 到 一 般 性 
的 结论 ， 从 而 导致 了 下 而 的 猜测 ， 也 称 为 Kaplansky Mi. 

半 单 Banach 代数 和 间 保 单位 无 旧 保 可 道 性 的 线性 满 射 是 否 总 
是 Jordan 同 态 ? 

在 过 去 的 30 年 里 ， 经 过 许多 人 的 的 努力 工作 ， 主 要 取得 了 下 
列 研 究 成 果 : 1984 年 ， Choi 等 [44] 证 明了 C*- 代数 间 保 单位 元 
且 保 可 北 性 的 自 伴 线 往 上 映射 是 Jordan Ææ. 1986 年 ， Jafarian 
和 Sourour [124] 证 明了 从 BCX) 到 SCY) 的 保 谱 线性 满 射 是 问 构 
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或 反 同 构 ， 其 中 X,Y 是 复 Banach 空间 且 BCX) 代表 天 上 的 所 有 
有 界线 性 算 子 构成 的 Banach 代数 . 1994 年 ，Aupetit 和 Mouton 
[13] 把 Jafarian 和 Sourour 的 上 述 结 论 推广 到 具有 极 小 理想 的 本 
原 Banach fib. 1996 年 ， Sourour [193] 证 明了 从 B(X) 到 
BY) 保单 位 元 且 保 可 逆 性 的 线性 驱 射 是 同 构 或 反 同 构 ， 其 中 xX 
Al Y 是 复 Banach 空间 . 1998 年 ， Breiar 和 Šemrl [31] 证 明了 从 
von Neumann 代数 到 标准 算 子 代数 的 每 个 保单 位 元 且 保 可 道 性 的 
线性 满 射 是 Jordan zs. 1999 4, Harris 和 Kadison [89] 研究 
T C*- 代数 上 仿 射 映射 的 相似 性 问题 ， 并 且 和 猜想 Kaplansky 猜测 
对 于 C- 代数 回答 是 肯定 的 . 然而， 对 于 C*- 代数 人 情形， 问题 至 
今 依 然 未 被 解决 ， 关 于 Kaplansky 问题 的 一 些 历史 性 评述 ， 读 者 
可 参见 文献 [8], [10] 及 [127]. 

2000 年 ， Aupetit [11] 证 明了 半 单 复 Banach RAH Ris 
线性 满 射 保 竹 等 性 ， 从 而 得 到 von Neumann 代数 间 的 保 谱 注射 是 
Jordan 同 构 . 

注意 到 保单 位 元 且 保 可 谤 性 的 线性 贞 射 是 谱 压 缩 的 ， 故 更 一 
般 ， 更 自然 而 且 更 加 有 趣 的 问题 是 如 何 刻画 半 单 复 Banach 代数 
间 压 缩 某 些 谱 函 数 芍 线性 映射 . 定理 4.1.2 中 的 情形 之 一 把 保 谱 的 
情形 推广 到 谱 压 缩 的 情形 ， 并 且 用 统一 的 方法 证 明了 压缩 包含 谱 
边界 的 某 些 谱 函 数 的 线性 满 射 也 保 填 等 性 ， 在 保 可 赣 性 的 情形 ， 
定理 4.2.2 则 对 一 类 更 广泛 的 代数 一 实 秩 零 C*- 代数 ， 肯 定 地 回 
AT Kaplansky 猜测 . 有 关 保 持 各 种 谱 函 数 线 性 映射 的 其 他 相关 
工作 ， 见 文献 [32], [106], [178], [185], [191], {192] 和 [204]. 

由 于 保 理 想 性 与 保 可 道 性 密切 相关 以 及 人 们 对 保 可 逆 性 研究 
的 广泛 兴趣 (如 上 讨论 ), 因此 另 一 河 题 是 如 何 刻画 CG*- 代数 上 保 
理想 的 线性 映射 . 在 2000 Æ, 5. Kim {137] 证 明了 作用 在 可 分 
Hilbert 空间 上 的 有 限 简单 von Neumann 代数 ( 即 Ma(C) we I 型 
因子 von Neumann 代数 ) 上 保单 位 元 的 自 伴 线性 双 射 双边 保 极 大 
左 理想 当 且 仅 当 它 是 丁 自 同 构 . 注意 到 每 个 简单 的 von Neumann 


代数 都 是 因子 ， 而 每 个 有 限 因 子 都 是 可 数 可 分 解 的 ， 去掉 “简单 
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HE, “SUCRE” 和 “Hilbert 空间 可 分 性 ”的 假定 ， 定 理 4.3.3 
大 大 地 推广 了 这 一 结论 ， 在 文献 137] F, S. Kim 还 证 明了 包含 
单位 元 的 交换 C*- 代数 到 其 自身 保 极 大 理想 的 线性 双 身 是 同 构 与 
Wy Wisc MFA. EA 43.6 推广 了 这 一 绪论 . 

§4.4 和 §4.5 的 内 容 属 于 Cui Hou [56]. 1993 年 ， Semrl [186] 
证 明了 从 BX) 到 其 自身 上 保单 位 元 的 线性 满 射 是 自 同 构 当 且 仅 
“RRS, Ap X 是 Banach 室 间 ， 作 者 的 证 明 借 助 于 映射 
的 保 秩 一 性 . 然而 这 种 方法 对 于 一 般 的 von Neumann 代数 来 说 是 
无 效 的， 因为 在 一 般 的 von Neumann 代数 中 有 限 秩 的 概念 是 没有 
意义 的 . 44 在 有 界 性 的 假定 下 ， 把 Semzrl 的 上 述 结论 推广 到 
von Neumann 代数 的 情形 ， 并 且 去 掉 了 双边 保持 性 及 保单 位 性 的 
假定 . 对 于 有 限 von Neumann 代数 上 迹 秩 的 性 质 以 及 迹 秩 不 增 线 
性 映射 的 刻画 问题 ， 也 有 待 于 进一步 深入 研究 ， 

§4.6 则 参见 Cui 和 Hou [58]. 1996 年 ， Bresar 和 Šemrl [29] 
证 明了 从 BUX) 到 其 自身 保 谱 半径 的 线性 满 射 杷 ke SR 
2k 一 1 MEFA (k > 2). ERM 46.1 刻画 了 从 Banach 代数 到 
标准 算 子 代数 上 谱 有 界 的 线性 映射 ， 并 且 在 大 = 2 的 情形 改进 了 
Šemrl 的 上 述 结论 ， 也 把 保 谱 半径 的 线性 映射 减弱 为 诬 有 界 的 线 
性 上 映射， 注意， 定理 4.6.1 证 明 中 的 第 二 步 取 自 [29]. 

在 文献 [189] H, Šemrl 证 明了 B(A) 上 保单 位 元 的 线性 双 射 
更 保平 方 零 元 当 且 仅 当 更 是 自 同 构 或 是 反 自 间 构 ， 并 提出 问题 ， 
是 否 保 单位 性 的 假定 可 去 掉 ? 定理 4.6.7 PA 2 的 证 明 肯 定 地 
回答 了 Šemrl 的 这 一 问题 . 通过 去 掉 保 单位 性 的 假定 ， 推 论 4.6.8 
推广 了 [190; 定理 2. 

§4.7 来 源 于 Ji 和 Du [126]. 

关于 von Neumann 代数 上 的 线性 保持 问题 研究 , 还 有 一 些 有 
趣 的 成 果 . 例如 ， [169] Fi (24) 分 别 讨论 了 BCA) 和 von Neumann 
代数 上 双边 保持 变换 性 线性 机 射 的 刻画 问题 ; [27] 给 出 BC) 上 
双边 保 算 子 正规 性 线性 双 射 的 刻画 . 
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SAR von Neumann 代数 上 的 可 加 了 映射 


本 章 介 绍 von Neumann 代数 上 可 加 保持 何 题 的 一 些 结果 ,第 
一 节 讨 论 保 零 积 的 可 加 映射 ， 第 二 节 给 出 保 正 交 人 性 可 加 映射 的 鹿 
画 ， 第 三 节 考 虑 与 | .| 交换 的 可 加 映射 ， 而 保 某 个 给 定 多 项 式 零 
化 元 的 可 如 映射 将 在 第 六 章 中 加 以 讨论 . 


§5.1 保 零 积 的 可 加 映射 


§4.4 对 von Neumann 代数 上 的 保 零 积 线性 映射 进行 了 讨论 ， 
本 节 进 而 考虑 保 零 积 可 加 映射 的 刻画 问题 . 

回 是 一 下 ， 设 更 是 某 个 线性 空间 上 前 映射 ， 如 果 亚 是 可 加 
的 且 对 任何 标量 A 和 向 量 x 都 有 TAr) = Abe, KV BAMA 
的 . 设 理 是 某 个 代 笋 上 的 映射 ， 如 果 亚 是 共 辆 线性 的 而 且 是 可 乘 
i. WAY 是 共 力 代数 同 态 ， 一 对 一 旦 潇 值 域 ( 即 ， 上 妍 是 单 射 又 
是 满 射 ) 的 喘 射 称 为 双 射 ， 下 面 八 述 本 节 的 主要 结果 . 

定理 5.1.1 设 互 为 无 限 维 复 Hilbert 空间 ， &: B(H) 一 
B(H) 为 可 加 双 射 ， 则 下 列 饮 述 等 价 : 

(i) t ERFAR, HE BH) 的 每 个 一 秩 军 等 算 子 张 成 的 一 
维 子 空间 上 的 给 制 是 实 线性 的 ， 

(i) 重 BRERA, BE BA) 的 每 个 一 秩 寡 等 算 子 张 成 的 一 
维 子 空间 上 的 限制 基 连 续 的 . 

(ii) 2 BUH) LWA RARER AWN RE. RIE 
复数 和 以 及 A 上 的 有 界 可 北 线 性 算 子 或 有 界 可 逆 共 葬 线 性 算 子 
A, 使 得 对 所 有 的 算 子 € BA), 都 有 


PT) = AATA-!. 


证 明 因为 复数 域 C 上 的 连续 可 加 画 数 是 实 线 性 的 ， 显 然 有 
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(i> (i)>(i). 下 证 全 全 全 让. 分 几 步 证 之 . 

Mal 存在 复数 和 使 得 OW) = A. 

& B= O(1), WO HPN BAO. HEAR AT E 
有 (一 吾 百 = 五 (一 百 =0 故 由 更 的 可 加 性 及 保 零 积 性 得 


(B 一 &(E))®(E) = ®(E)(B -~ &(B)) = 0， 


因此 BPE) = OE} B, eT RST E, BS SE) 都 交换 . 
利用 定理 1.1.12, 每 个 天 有 限 维 复 Hilbert 空间 算 子 都 可 表 为 5 PH 
等 算 子 的 和 . REHE 的 可 加 性 和 满 射 性 立 得 B 与 每 个 算 子 都 交 
换 ， 从 而 必 是 恒 等 算 子 的 常数 倍 ， 故 存在 复数 入 使 得 OU) = AL 

A P = 16, le 是 保 零 积 双 射 且 满 足 OU = 因此， 
不 失 一 般 性 ， 可 假定 OC) = 1, ATEH d Æ A Akg A l 
构 即 可 . 

断 讶 3 至 保持 算 子 的 寡 等 性 ， 一 秩 香 等 人 性 和 一 秩 性 不 变 ， 

设 吾 为 任 一 车 等 算 子 , 则 由 EU-E) =0> (E-E) = 
0 知 OL) BRST. 

WEE 是 一 和 猴 宕 等 算 子 ， 往 证 G = Off) 也 是 一 秩 短 等 的 . 
4 

X,=EB(H)E, X= EB(H)( — E), 

X; = (I - EB(H)E,  X4= (I - E)B(H){(I — E); 
¥,=GB(H)G, Y2=GB(H\I-G), 
¥3=(7-G)B(H)G, Ya = (I ~ BT- G). 

于 是 有 
B(H) =X, 9 X29 X3 9 X4 = Y, $ Yo O Va © Ya. 


容易 看 出 ， (Xi) Cc 了 一 ly 4. 例如 ， 对 任意 的 T € Xs, 有 
T? =0,TE =0 H E+T RRF. FE OTIG=4(TP =08 
G +T) BRSH. HA 

B(T) = G#(T) = G8(T)(I — G) € Yz. 
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因为 里 是 满 射 ， EE D(X) = Y. 注意 到 X1 = CE 是 一 维 的 ， 且 
Y, 与 B(rng(G)) AW, RASS 是 从 Xi 到 对 的 实 线性 双 射 ， 
从 而 瑟 是 2 维 的 实 线 性 空间 ， 故 G 必 为 一 秩 知 等 算 子 . 

对 任何 给 定 的 一 秩 算 子 cOf, 取向 量 y, g 使 得 (x,9) = 
wf) =1, Wreg Myg] A-KRESHAT, TÆ hEm 
证 ， 存 在 一 秩 千 等 算 子 Qh Mv Ol 使 得 Degg) = ugh, 
Sys fl=vel. 因为 @efjl-yef)=C-c@g\(x@f) =0, 
mH > 的 保 零 积 性 得 


G(x © f) = Pizo g) P(x o HAL f) = (El g fy, hu @l, 


Al dS 把 一 秩 算 子 映 为 一 秩 算 闻 . 
断言 3 看 在 环 同 态 7 :C 一 C, 使 得 对 任意 的 er 及 一 秩 
SFrOf, BA 


(Az @ f) = T(A) P(x @ Ff). 


给 定 一 秩 算 子 x@f. We = pp A= pp T P, o 分别 是 值 
域 为 四 上 [月 + 的 投影 (RA PEER). 由 断言 2 知 ， 存 在 一 秩 
等 等 算 子 uh M vel, 使 得 POr) = uBh, Bf, @ fi} = vl. 
于 是 由 O 的 可 加 保 堆积 性 得 


rD f) = Er @ r + PDAL fg fi + Q) 
= B(x, B riB @ DBA & fi) 一 r{r}ju @ 1, 


其 中 TAN = (B02 四 f)v,h). 注意 到 Br @ f) = rugl, + 
TA) = TAr), 使 得 

Eir @ f) = T(r g f). 
T 显然 是 可 如 的 . 


下 证 与 ”, 了 的 选取 无 关 . 设 y 为 任 一 非 零 向 量 . 令 7,0 AB 


HR EAH ABR Sys f) = nA F) BAE) f) = 
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(为 亚 ((z 十 切 久 方 对 任何 复数 A RR. 如 果 (x,y) = 0, HO k 
可 加 性 及 保 零 积 性 易 得 
TB(T1 Bo) P(x @ = ofA) P(2, @ 2, ) O(a @ fF), 
nNP D Oly @ f) = oA) O(y @ ydg f), 


其 中 zs = fpi = fy 再 注意 到 8(21821) B(x@f) = O(2@f) F 
0, MA (A) =o(A). AH, Al n(A) = ofA), 从 而 nA) = 70). 如 
E (x,y) £0, ERER HE z E (x, z) = (y 2) = 0, 则 类 似 于 上 
面 论证 仍 可 得 YA) = TrA. 这 就 证 明了 7 与 2 无 其， 同样 可 证 7 
也 与 f 的 选取 无 关 ， 

对 任意 的 复数 A, u, 由 
T(A}r(p) O(a @ f) = TAB @ f) = Pure f) = rutze f), 
AA r 还 是 可 乘 的 ， 从 而 是 环 同 态 . 

断言 4 7T:C 一 CC 要 么 是 恒 等 映射 即 r(A) 三 Xi 要 么 是 共 
HES, BA r(A) 三 入 

由 断言 3 RO ee SHR SR TKR — ET EELE 
限制 是 实 线性 的 假设 知 r 是 连续 的 ， 由 定理 1.2.8, 复数 域 上 的 非 
FREES AR BE4 BSR, BARS, RB AAE. 

断言 5 4 F(E) 为 态 上 的 有 限 秩 算 子 组 成 的 算 子 理想 ， 则 
T= lrn: F(A) 一 F(R) BERRA ARERR AAA. 

FT 204 知 ， 是 线性 或 共 轿 线性 的 ， 特别 地 ， 它 是 实 线 
性 的 且 把 相互 正 交 的 一 秩 投影 映 为 相互 正 交 的 一 秩 需 等 算 子 . 设 


S 为 有 限 秩 自 伴 算 子 ， 则 5 可 表示 为 S => uP, 其 中 去 AK 
:一 1 
数 ， Pi 是 一 组 相互 正 交 的 一 秩 投影 ， 易 见 ， (5?) = HSP. F 
是 对 任意 有 限 秩 自 伴 算 子 5, T, 有 
(ST + TS) = B(S)O(T) + (TPS). 
现在 利用 T OPERATE, BATA 


更 (5 +iT)? = &((9 + iT)*), 
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Bl, Zé Jordan 同 态 ， 因 为 F(A) 是 局 部 矩阵 代数 ， 定 理 1.2.7 
告诉 我 们 , 存在 F(A) LAMA y RA 区 使 得 更 = pty. 任 
取 一 秩 寡 等 算 子 E. 因为 V(E) = o£) + WE) 是 一 秩 短 等 的 ， 因 
ERSAT p(E) ML) 中 至 少 有 一 个 为 零 . 这 说 明 w 和沙 的 
零 空 间 至 少 有 一 个 非 平凡 ， 由 于 局 态 和 反 同 态 的 零 空 间 是 理想 ， 
而 FH) 的 惟一 非 零 理 想 就 是 其 自身 ， 所 以 必 有 更 = 史 或 下 = 乡 
假如 有 T= 4 mee, 取 非 零 向 量 z y, f, g 使 得 (zg) 40 m 
(yf) =0. 则 


(z@f)(ySg) =0 > V(2@ f)V(y Bg) = 0 > Vi(y@g)(z@f)) =0 


= (y@ gag f}=0= (2,9) =0 


矛盾 . FU 是 环 同 态 . Ae UE SH OAR TE E. 

RAS FEA AMMAR TS RARER T A, 使 得 对 每 
TT E BUH) 都 有 

P(T) = ATA. 

取 单 位 向 量 x e H, 则 存在 一 秩 宕 等 算 子 u@h 使 得 更 (z@z) = 
uSh. 定义 映射 A: HOH A} Ay= byor). BRA 是 线性 或 
KERAHAT. 对 任何 有 限 秩 算 子 F 及 向 量 z, 由 断言 5 可 
得 


AFz = @(Fz@x)u= (F(z WI = B(F)O(z @ sju = O(F)Az, 


故 AF = O(F)A 对 每 个 有 限 秩 算 子 F 都 成 立 . 
KREARSAT, 令 5 = AE-OE)A. BEG AWE 
EG=GE=0NHMRESEF, IA SG = AEG -O(E)AG = 
-S(F)O(G)A = 0. 如果 G 是 满足 EG = GE = G HARK 
RSAT, WA O(E)O(G) = GC), FEMA SG = (GVA - 
G(E)G(C)A=0. 因此 必 有 8 = 0 AR = O(L\ANMARSE 
FERRM. 因为 每 个 算 子 都 是 5 个 窘 等 算 子 的 和 ， 故 


AT = @(T)A 
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对 所 有 算 子 了 都 成 立 ， 由 于 更 EMR, ERB mgA) 是 
BH) 的 不 变 算 子 值 域 从 而 必 为 H. BU A 是 双 射 ， 下 (了 ) = 
ATA? 对 所 有 算 子 全 都 成 立 ， 即 下 是 BLH) 的 自 同 构 或 共 连 日 
EIH. WAE A 的 有 界 性 是 显然 的 ， 证 毕 . 

定理 5.1.2 HW AMAA Hilbert 空间 ， 风 :BlH) 一 
BA) 为 双边 保 零 积 的 可 加 满 射 当 且 仅 当 更 是 B(H) 上 的 自 局 构 
aE tE e G TETH R AE Belit. 

证 明 设 更 是 双边 保 和 堆积 的 可 可 满 射 . 如 果 T) = 0, 则 
对 任何 算 子 5 有 OT)O(S) = 0， 因 为 更 EARRAK., á 
TS = 0, 所 以 必 有 全 = 0 Oo RAH. 类似 于 定理 5.1.1 的 
证 明 ， 可 证 OU) = A MARE OD =). 于 是 更 双边 保 常 
Sh. 设 是 一 秩 短 等 算 子 ， 若 OL) 的 秩 大 于 1, WHERE 
AF Gi, G 使 得 OF) = Git G AF $ ESARETTE 
HUH, KEERA T Bi 使 得 Gi = BE) i= 1,2. Ait 
E = E+ Ez, F. Wi a RRRA, maik, H 
存在 复数 域 上 的 环 同 态 7, 使 得 对 任意 一 秩 算 子 cof 及 复数 入 都 
O02 @f)=r7(AO(2@f). 考查 定理 5.1.1 MEZA, ASEM 
本 定理 的 证 明 ， 只 需 说 明 7 是 连续 的 即 可 . 假如 7 不 连续 ， 则 由 
泛 洒 方程 理论 的 一 个 初等 结果 知 ，7 在 复数 城 的 革 个 有 界 子 集 上 
是 无 界 的 . 任 取 有 界 数 列 {An} 使 得 Irn} 一 00, Read BE Sei 
RREA {Pn}, 则 San Pa € B(H), KT = © yh Pa| 是 


n=l 


有 界 算 子 ， 另 一 方面 ， 对 每 个 ， 及 rng(8(P,) 中 的 单位 向 量 Tn, 
有 


| T | 这 il Ten i=l 于 得 xj 亚 ( Pajzn ll 
= H TAn)®(Padea |= Ira), 


ST HARE IE. 证 上 毕 . 


由 上 述 定理 立 得 下 面 推论 . 
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推论 5.1.3 B H IERES Hilbert 空间 M FIR EHE 
等 价 ， 

(i) ©: BCH) > B(H) 为 保 零 积 的 线性 双 射 . 

(ii) 更: BCA) > BA) 为 双边 保 零 积 的 线性 满 射 ， 

(iii) @ 是 B(A) 上 的 自 亲 构 或 共生 自 同 构 的 常数 倍 ， 

注 5.1.1 取 可 道 线性 算 子 A: HOH > H, $ OT)=AlTo 
74-+, WO Æ BA) 到 自身 的 双边 保 零 积 线性 单 射 但 不 是 自 同 
构 的 常数 倍 . 这 说 明定 理 5.1.1 和 定理 5.1.2 PO 的 满 射 性 条 件 不 
能 简单 地 去 掉 . 

注 5.1.2 定理 5.1.1 PREY OH BCH) 的 每 个 一 秩 罕 等 算 子 
张 成 的 一 维 子 空间 上 是 实 线性 的 ”用 于 证 明 © MRR, 更 
确切 地 说 ， 是 用 于 证 明 Y 是 一 维 的 ( 见 断 言 2 的 证 明 ). 这 个 条 件 
也 不 能 被 简单 地 去 掉 , 因为 容易 证 明 , 存在 复数 域 到 二 阶 和 矩阵 代数 


Ma(©) MALNAR EREKE) =|, 1 


85.2 保 正 交 性 的 可 加 映射 


为 介绍 本 节 主 要 结论 , 先 回顾 一 些 概念 . 如 果 C*- AAEM 
N a FESPA PERS, 可 乘 的 , 且 保 * 运算 ( 即 ala") = x(a) 对 C*- 
代数 中 任意 元 a 都 成 立 ), 则 称 BSE * FA. 设 是 是 Hilbert 3 
i], 对 于 A, B € BUH), # A*B = AB* =0, 则 称 A,B 是 正 交 的 . 设 
@ : BCH) + BE) 是 可 加 映射 如果 A'B = 0 <> O(A)*O(B) = 0 
H AB*=0 © O(A)O(B)* =0, 则 称 鲁 双边 保 算 子 正 交 性 HU 
Æ HH HHR, AU RSE UU = UU =I, RU 
是 共 轿 西 算 子 . 

定理 5.2.1 HA 是 维 数 大 于 2 WA Hilbert 空间 ， & : 
B(H) > BUA) 是 保单 位 元 的 可 加 双 射 ， 如 果 ORE 

(1) A*B = 0 >.0(A)*0(B) = 0; 

(2) AB“ = 0 > @(A)®(B)* = 0; 
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(3) 6 在 任意 由 一 秩 投 影 生 成 的 一 维 子 空间 上 的 限制 是 实 线 
性 的 ， 

NG 2 BH) 上 的 + 自 同 构 或 共 轮 *- 自 同 构 ， 即 存在 酉 算 子 或 
HAAAT U 使 得 OT) = UTV* MER T € BUH) 都 成 立 . 

证 明 我 们 分 几 步 证 之 . 

断言 1 下 保 投 影 且 保 一 秩 投影 . 

若 己 是 投影 , 则 PtI-P)=0. HAt PaP) =0, 
从 而 DP) = OPEP) 因此 OP) REARS, Mo 保 投 
影 . 

WF P ABE, tE DP) 是 一 秩 投影 . 令 X = PB AYP, 
Xz = PB(A)(I-P), X; = (1-P)B(H)P, X, = (1-P)B(H)U-P), 
Yı = O(P)BUH)O(P), Yo = 8(P)BUA)U — &(P)}, Ys = (I - 
O(P))BUA)O(P) 和 = U ~ BCP) BUEN — O(P)). Bie, 
6(X,) C Y; G = 1,2,3,4). BEL, WERT EX, A U-P)T= 
TU — P) = 0, Ami U - (PNET) = (TI -— S(P)) = 0, 
这 说 明 OT) on. 由 了 的 任意 性 可 得 0.) CK. MRA 
证 O(X,) C Yi G = 1,2,3,4). BAO BH, 事实 上 我 们 右 
(Xi) = Y; (i = 1,2,3,4). 注意 到 X = CP 是 一 维 的 ， 且 到 与 
Bing(G(P))) FAW. 由 条 件 (3), 更 : 一 天 是 实 线性 双 射 ， 所 以 
Y 的 实 维 数 不 大 于 2, 而 此 蕴涵 OP) 是 一 秩 投影 . 

HE2 ”对 任意 的 z,y eH, ACCRA Arey) = Agy), 
AER x,y € H, à E C BA G2 @y) = Alre y). 

给 定 非 零 向 量 zy oH, ir = ED y= Ta: 由 条 件 (1), (2) 
UR Ar @y)i—y oy’) =0 A-z @e')Ac@y) =0, BAB 
21 我 们 有 


HAr A y) = Oe’ o rB BPY Sy’) = rA” Oy", 


这 里 a” y! 是 满足 条 人 性 "or" = B(2' or) 和 y Dy" = By’ gy) 
的 单位 向 量 ， 对 上 式 取 入 = 1, 得 Grey) = TAP @ y), 这 里 
rian TA) = T BIA C A C 的 可 加 映射 . 
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现 证 7 与 xz,y 的 选取 无 关 . 设 x,z',y PRES ORME 
{3,2 二 0. 令 TT 人 CC 二 人 CC 是 可 加 映射 使 
(àz Q y) = T(A} H(z @ y), 
Br BY =T (ABe Oy) 
且 
PAF + 2’) By) = pA T(E + 2’) @y). 
由 至 的 可 加 性 易 得 
p(A)@(z @ y) + (A) B(x" @ y) = TA) G(x y) + r (A)B(2' @ y). 
MEAN bisor) 得 
nA) P(x @ 2)" D(z @ y) = TABS 2)" t(x @ y). 
AH, PILAR B(x’ @ 2')* 得 
HABIT @ 2) (2 @ y) = 7 er FE @ y). 
ia z= Tal’ 则 
T(z Qr B(x gy) 
= |[2||?®(z @ z)"O(z @ y) = ill F(z @ z) H(z @ y) 
= |z| (£ 8 y) 4 0. 
AH, A b ortl @y) 740. 因而 ，7 =r. WE 地 2 £0, 
存在 第 三 个 非 零 向 量 co" Sz, e 都 正 交 ， 则 由 上 面 的 论述 仍 可 得 
7T 二 71, 这 就 证 明了 7 与 zx 无关， 类 似 可 证 7 与 y 无 关 . 
易 证 7 还 是 可 乘 的 , 记 T EC LWAA. 注意 到 7 在 实数 域 
上 是 重 等 映射 ， 故 必 有 (A) =A BE (A) =D. 
BRS P= Foy) 是 保 * HAA. | 
Aw, UV: F(A) 一 FH) 是 线性 或 共 三 线性 单 射 . 现 我 们 证 


BU & FH) 上 的 Jordan A. Se F(X) 是 任意 自 伴 元 ， 则 
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存在 {Xk} C 及 和 相互 正 交 的 一 秩 投 影集 (Pe) 使 得 3 = SOAP. 
k=1 
进而 


¥(S)? = (£ Meat = Dep 
=wW (Soar v) = 更 (32)， 


于 是 对 于 F(A) LES A S,T, BA U(STITS) 一 更 (3) 亚 (7) 十 
W(T)U(S). 由 P AAR HEak EHER HE ay fe 


T(S +iTY = (US) + (HVT)? 
= P(S?) — Y(T?) + (HAPSIT) + B(T)¥(S)) 
= P(S? — T? + (8T + PS)) = W((5 +iT)), 


BN 更 : F(H) > F(H) 是 Jordan FIA. 现在 由 定理 5.1.1 断 青 5 的 

证 明知 , 存在 FH) 上 的 同 态 p RA y EE =p Y= yp. 
下 证 UR * 运算 . 对 于 自 伴 算 子 T € F(X), T TERE 

T =Y ,和 Pi, XE A ER, {PHL Bn PAE ER NRE. 
i=l . 


BR UT) = SOL) = P(T)". 


i=l 
其 次 证 明 0 A. EU AAA, 则 对 任意 S, T € F(E), 
我 们 有 


ST =0 = U(S)U(T) = 0 > PTS") = 0 > TS* =0, 


显然 这 在 一 般 人 情况 下 是 不 成 立 的 ， 所 以 T 是 同 态 . 

断言 4 HES RASA T U 使 得 (TU = VT HE 
RT e F(H) 都 成 立 . 

取向 量 toyz € Hf Bao @y)z #0. PRU: HH A, 
Uz = G(c@y)z. M T ARH IR Sr OU RE SEE 


线性 . 进而 我 们 有 UTr = WT e@y)z = UT) P(e @y)2 = WT Uz. 
所 以 对 任意 T E€ F(H) 都 有 UT = PTU. 因为 


lUa? = (B(x @ y)2, F(z ® yz) = (Er @ yO @ y)z, z) 
= (lziP bly @ y)z, z) = ilal? (O(y 8 y)z, 2), 


选择 适当 的 z 使 得 (Oy @ y)z,z) = 1, 我 们 可 得 到 等 距 或 共 辆 等 
距 算 子 U 使 得 TWU = UT 对 所 有 的 Te FUR) 成 立 . 
WR H RARER, MU ERI, A U Be 
HUT. 于 是 该 宕 理 得 证 ， 所 以 下 面 我 们 总 假设 H 是 无 限 维 的 ， 
断言 5 对 任意 入 EC 及 任意 投影 P, BA BAP) = TAPP). 
显然 ， 存 在 相互 正 交 的 一 秩 投影 族 {Pujwes 使 P= Y} Pa 


aca 
(RAF i), 这 里 A 是 指标 集 ， 我 们 首先 证 明 OP) = 
>》 (Ps). 注意 到 


axeAaA 


ËP) (5 ®(P, )) = (x B(P, )) O(P) = >> OP, 


actA oe A aca 
4 G=6(P)—S> (Fa). HBX 1, FE Re PB(H)P t O(R) = 
G. 因为 对 任意 a € A, 都 有 GO(P,) = O(F,)G = 0, HHO BH 
St, IRO Re ([-P,)B(H)I—P,). Ai R= RP = RY Pa) = 


Mm G=0. 
现 对 任意 x Erng(f(P,,}), 我 们 存 


P{AP)e = ee T Gar >| ®(P,,)x 


人 天 co 


= B(AP,,.)® Paes (Ee BAP, 中 (Ps Yr 


estan 


=7(A)z. 
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所 以 对 任意 x erng(O(P)), 都 有 POP)s = 7(\)O(P)z. AA AP < 
PB(A)P, 由 断言 1 可 得 ， SOP) € O(P)BH)O(P). 进而 对 任意 
x Erng(! — &(P)), 有 
亚 (AP)z = BOP)T — B(P))z = 0, 
7(A)O(P)z = 7(A)O(P)T — O(P))z = 0. 

所 以 BAP) = T(J (P). 

BEG U RERTRRA BRT HA OT) = UTU* 对 任意 
T € B(A) 成 立 . 

我 们 先 证 明 (XP)U = U(XP), 这 里 P BERRY. OA 
5 的 证 明 ， PURRA P=) Po, FRA 


aca 


BAP) =7(NE(P) = 7A) > (Pa) = 》 PAP,) 


aca aE 


®(AP)U = (5 sara) U = $ (@(APa)U) 


aA até 
= $0 UP) =U $0 AP, = UP) 
aca aca 
由 定理 1112 知 ， BH) 中 任意 元 可 表示 成 有 限 个 投影 的 线 
性 组 合 ， 故 STU = UT 对 所 有 了 < BH) 都 成 立 ， 由 的 
满 射 性 可 得 U AAR TRAM. TEHER T, 我 们 有 
O(T) = UTU*. 证 毕 . 


§5.3 与 |- 上 交 换 的 可 加 映射 


i |A| = (A*A). ik AER, MME A 都 有 B(A) = 
[B(A)|*, 则 称 更 与 运算 | .|* 交换 . 

令 五 是 复 Hilbert 空间 ， A 是 作用 在 H 上 的 von Neumann 
KE, 记 At = {AE A] A> 0}, AA = {AE A| A =A}. 
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定理 5.3.1 WkEREM, :A— BA) 为 可 期 映射 旦 满足 
®(|A|*) = (B(A) F F(H) Cong(@). WẸ k= 1, WO = ch, 这 里 
< 为 正 实数 ， 更 为 #- SRI + 同 态 ， 如 果 天 天 1 MW OR 
Aa + AA. 而且， A 不 可 能 是 III 型 的 ， 

证 明 分 几 步 证 之 . 

断言 1 至 把 At, AA 分 别 映 到 B(H)+ 和 BUH) t, m 
且 理 是 保 序 的 ， 实 线性 的 ， 连 续 的 . 

设 4e 4+, WHE Be At 使 B= AT. 由 于 


B(A) = ®(B*) = &(\B|*) = |@(B)|*. 


所 以 D(A) € B(H)+ 且 O(A*) = O(A)* 对 任意 A Ee At 成 立 . 由 
此 可 知 ， 对 任意 4E A, A GUA) = EA. BAA RM 
两 个 正 元 的 差 . MAS ERER, Mit ® 2PM. 现在 我 们 
固定 AE At 及 入 ER 民 , 考虑 满足 r < 入 <s WEEN r, s. 因为 更 
是 可 加 的 ， 从 而 是 @ 线性 的 ， 其 中 包 表示 有 理 数 域 ， 进 而 我 们 
有 
r(®(A)T, z) = (@(rA)z, z) < (BA)T, 2) 
< (BsA)T, 2) = a(@(A)z, z). 


这 就 证 明了 ， 对 任意 的 x € H, 都 有 (更 (A4)jz,z) = (AG(A)z,z). 
HTF H RA Hilbert 空间 ， 故 必 有 BAA) = AG(A), AS 是 实 线 
性 的 ， 

对 任意 4 € A 由 不 等 式 |4| < HANT = (Al, RNA 
| 要 (4 = BCA) < JAS), 所 以 SCA) < HASI, HEA 
& 是 连续 的 . 

断言 2 对 任意 一 秩 投影 P € BH), 都 存在 正 数 c 和 投影 
ECA 使 得 再 (ec 五 ] =P. 

注意 到 F(Z) Crng( 更 ) HP 是 正 的 ， 故 存在 正 元 ACA 使 


B(A) =P. $ 
A= f AdE 
tosla 
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是 4 的 谱 分解 . 设 
Na = f MdE, = AdE, = A — Na. 
LIAN (0,5) 
我 们 断言 存在 n eN O(E(B,)) #0, 这 里 B, = (4, |All. ¥ 
XE, BAR, AA © 的 连续 性 和 实 线性 ， 可 得 对 任意 EN 
O(N,) = 0. 因为 当 n 一 oo hf, A Kna 一 0, 故我 们 也 有 人 B(K,) 一 0. 
AM O(A) = 0, FH. Min cN 使 O(E(B,)) 关 0， 由 于 
+ E(B,) < A, 所 以 (1E(B,)) < P(A) = P. E P HER 
&(1E(B,)) 的 正 性 知 ， 存 在 正 数 c 使 一 (cB(B。)) = P. 
断言 3 ”对 任意 自 伴 元 9 < A, 都 有 


PSD) + PAPS) = 0 (5.3.1) 


并 且 
&(S)? ~ 52(S?)8(E) 一 Faas?) =0. (5.3.2) 


注意 到 对 任意 tE R, ec 都 是 西 算 子 ， 所 以 
P(S) = B(s)? = alles = GI? = BUY EU). 
根据 于 的 连续 性 ， 实 线性 以 及 解析 函数 的 徊 级 数 展 式 
e3 T+ tS + (its) toe 
的 惟一 性 ， 我 们 有 有 
DSYB) + BEES) 一 0 
并 且 
PUSI BUS) + SEESE + SADAS) =0. 
因为 S), 更 (3) 和 O(S?) 都 是 自 伴 的 ， 又 因为 


BESI BS) = |E(iS)P = PiN = L9)? = 8S}, 
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故 等 式 (5.3.1) 和 (5.3.2) 成 立 . 
断言 4 DU) 是 恒 等 映 射 的 正 数 倍 . 如 果 大 关 1, WOT) =I. 
取 单 位 向 量 EH, & P=cec. 由 断言 2, 可 取 正 数 c WR 
E E (fi P= O(cE). 利用 等 式 (5.3.2), 我 们 有 


P= P? = Och)? = SPEI) + (1)4(c2B)) 


= 了 (和 (cB)8(D) + 6(1)®(cE)) = (PECI) + &(I)P). 


于 是 得 
r= Pr 一 了 ((@(Ds， zje + {Ir}. 


这 证 明了 对 和 任意 > E H, 存在 às €C 使 Oe = Ae. 因而 存在 
BS A E =A. MBP = (PEI) + OUP), HO) BE 
的 ， 所 以 Ae Rt. 

WE A A1, WSU) 是 投影 ， 事 实 上 ， 因 为 BU) = e) = 
i) > 0, RNA à =A. RA =L, 从 而 OY = 1. 

下 面 我 们 不 妨 设 D) = 了 (必要 时 用 AO RE ©), 并 证 明 
d Ee HAR +- AA. 

RES 对 任意 自 伴 算 子 5, 都 有 DiS) = DUH) H Plil) € 
{证 , 一 这 }, 因此 ， & BAPE RSA. 

我 们 首先 证 明 W =) BART. AS 3 和 断言 4 可 知 


BiS)" =-@(iS) H (SF = (52), 
这 里 5 是 4 中 任意 自 伴 元 , 所 以 
(i) = —®(i1). 


因为 
WW = (BGP = (O(a?) = £(D) = 2, 


也 有 WW" =I, FW 是 西 算 子 . 
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根据 断言 3 的 证 明 ， 我 们 有 EGS) = PS). # P Æ A PH 
HH, WOGP) 和 PGU -+ P) 都 是 正规 元 ， 所 以 存在 丁 算 子 U, 
Y 使 得 

(iP) =U |OEP)| = UG(P), Bül + PY 一 VOU + P). 
从 而 我 们 有 下 式 成 立 : 


V+VE(P) =W+U8(P). 


HARE 3, OCP) ERG, Wht PP) 是 投影 ， 如 果 
x erng(®(P)) 是 单位 向 量 ， 则 2Vx =Vz+Ve=Wr+Ur. 由 于 
Vx, Ux, Wx 都 是 单位 向 量 ， 而 两 个 单位 向 量 和 的 范 数 为 2 的 充 
分 必要 条 件 是 这 两 个 单位 向 量 相 等 ， 所 以 We = Ur 于 是 我 们 有 
W(P) =US(P). 这 就 证 明了 OP) =OP). 又 ， 


—$(iP) = (iPY’ = &(P)*G(iI)* = -HPU 
His ot eA OS 的 连续 性 以 及 P 的 任意 性 ， 我 们 得 到 
B(iS) = HiBs) = B(S)B(i) 
对 任意 自 伴 元 5e AMR. THAR 
SNES) = DUNES) = PNEC), 


从 而 BCL) S o 值 域 中 的 所 有 元 交换 ， 特 别 地 ， DU) 与 任意 有 
限 秩 算 子 交换 、 所 以 存在 a E C 使 a(i) = oF. 易 见 we {i—i}. 
HAG OR eH. 
对 任意 4E 4, PE B,C e A fF A= Bic. 所 以 


(A) = P(B) + (i)E(O), 


B(A") = P(B) — JUNEC) 
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&(A)* = 6(B) — $(i1)®(C) = 6(A"). 


断言 7 b RASERNA. 

由 断言 3, WHR ATES SEA, E Ely = o(s), eo 必 是 
Jordan 同 态 ， 根据 文献 [92], 如 果 MAM R 到 BCH) 的 可 加 映 
射 且 满 足 F(A) crng(®) 和 更 {a)2 = O(a?) (a c R), 则 © mE 
态 或 环 反 同 态 ， 利 用 此 结论 ， 断 言 7 得 证 . 

MES De x AMIR « A. 

由 断言 5~7, 我 们 只 须 验 证 更 不 是 环 反 同 态 ， 设 其 不 然 ， 则 
WHE ACA, 有 


(AY P(A) = B(A)? = B(A’) = B(A*A) = O(A)B(A)*, 


但 上 式 显然 不 能 对 所 有 Ac A 都 成 立 ， 

断言 9 APE III 型 的 . 

B P 2 BCA) 中 的 一 秩 投 影 , WE A HBE E tE aE) = P. 
我 们 证 明 E 可 选 为 有 限 投影 . 设 E 是 无 限 的 ， 则 存在 相互 正 交 
的 投影 E, 和 Ez L+H = E, H E BARRE, E 是 纯 无 
限 投影 . 进而 P(E) + oE) = P. h P ARME, (E) = o0 a 
P(E) = 0. WE P(E) = 0, M (E2) 一 已 又 瑟 是 纯 无 限 投影 ， 
故 存在 相互 正 交 的 投影 Fi tE F ~ Fy ~ Ez A+ F= Ea A 
U,V 是 始 投影 分 别 为 PF 和 he, AREA Ez 的 部 分 等 距 ， 类 似 
地 我 们 有 HF) =0 或 者 D(F) = 0. 如果 PF) = 0, W 


(UU) = (UY EU) =0. 


于 是 SU) = 0, 从 而 (E2) = O(V)O(U)* = 0. AK, BU) <0 
wm HE) = 0, FPA. PU BE) = P, HE 是 有 限 投影 . 证 
毕 . 
推论 5.3,2 wk REM, AA 上 的 von Neumann 代数 . 
BES: 4 BH) 是 线性 喘 射 满足 下 (五 ) Crg(®). WO Æ +- 
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同和 太 的 在 分 必要 条 件 足 存在 正教 天 关 主 使 得 bA os bijat 对 
EA Ac A AAR. 


$5.4 È id 


§5.1 主要 取材 于 Hou,Gao [114] KF wf dm Ge RAT A i. 
Semrt [186] 证 明了 如 下 结果 : i X AERA T 1 的 Banach 空间 ， 
更 为 BX) LWA. MAO 是 双边 保 堆 积 的 且 OY) = 1, 

UO BAW. §5.1 的 结果 说 明 ， 在 无 限 维 复 Hilbert 空间 的 情 
形 ， 可 以 去 掉 “ 双 边 ” 或 “ 惠 ( 门 = 工 ” 的 条 件 ， 也 可 把 线性 情形 
HED BT I E- 

45.2 和 §5.3 的 内 容 属 于 Bai, Hou {16}. 定理 5.2.1 MR IN 
屁 ， 即 对 于 复 无 限 维 可 分 Hilbert 空间 ， BCA) 1 双边 保 算 子 正 从 
PE ART Jo RH EK) RYH AE Molnar [163j 给 出 的 . Molnar [L62] 还 在 
A -: BCA) HH k ATE RG RA E 5.3.1 炎 似 的 结果 . 
Fy pb — HBX TEDL Jing [128] 等 . 

因为 von Neumann 代数 上 可 加 映射 的 研究 变 比 线性 映射 的 研 
完 更 为 出 难 ， 可 加 保持 方面 的 问题 很 多 但 成 果 很 少 ， 有 兴趣 的 读 
省 可 以 作 进 一 步 探讨 . 
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第 六 章 保 多 项 式 零 化 元 的 线性 和 可 加 映射 


本 章 讨论 算 子 代数 上 保 基 个 给 定 多 项 式 零 化 元 的 线性 和 可 加 
喘 射 的 刻画 问题 . 第 一 节 首 先 在 纯 代 数 的 情形 考虑 保持 阶 大 于 1 
且 无 重 根 的 多 项 式 之 零 已 元 的 线性 映射 .我们 证 明了 如 果 这 样 的 
线性 映射 是 保单 位 的 ， 则 它 必 保 短 等 性 ， 这 使 得 我 们 能 够 用 保 多 
项 式 零 化 元 的 线性 观 射 给 出 代数 同 态 的 刻画 .在 第 二 节 ， 我 们 把 
第 一 节 的 结果 应 用 于 算 子 代数 上 的 线性 映射 . $ Po 为 所 有 阶 大 于 
1 . 没有 恒 根 且 和 常数 项 为 零 的 多 项 式 集合 . + feH: A+B 
是 保 f 零 化 元 的 线性 映射 ， 我们 证 明 ， 在 许多 情形 ，# 具有 良好 
的 代数 结构 , 例如, 我 们 证 明了 只 要 满足 下 面条 件 ， (AMBER 
标准 算 子 代数 而 乡 是 弱 连 续 的 满 射 ， 或 (2)4 = B(X}, B= BY), 
其 中 X 是 具有 无 限 重 复 度 的 Banach 空间 ， 由 是 满 射 且 存 在 有 
BRAT F 使 得 OF) 40, WHET RAT 4 以 及 满足 太一 1 
的 复数 A 使 得 要 么 oT) = A4T4- 对 所 有 T Ee 4A 都 成 立 ， 要么 
Q(T) = AAT*A| 对 所 有 TE A 都 成 立 . 如 果 A von Neumann 
RR, BAR Misc Banach FR, HMR CARH, WW 
$ 事实 上 与 Jordan ARAMA T k- BSRAT. HRA, Æ 
第 一 、 二 节 中 没有 假设 年 是 保单 位 的 ， 也 没有 假设 o 的 双边 保持 
性 而且， 在 许多 情形 ， 甚 至 没有 假设 #$ 的 值 域 满 性 和 任何 连续 
性 . 第 三 节 讨 论 BA) 上 双边 保平 方 各 零 性 的 可 加 映射 其 中 互 
为 Hilbert 空间 .主要 结果 是 定理 6.3.4. 第 四 节 则 在 Banach 空间 
RES BRUSH RHR, ARS RSH 
FSA ke hey Ra AeA. =. OAH 
上 ， 第 五 节 进 一 步 考虑 了 BT) 上 双边 保 k WETEA WMA, 
从 而 获得 保 任 意 给 定 多 项 式 等 化 元 的 可 加 满 射 的 完全 刻画 ， 作 为 


第 四 节 的 应 用 ， 第 关节 给 出 标准 算 子 代数 上 保 谱 半径 可 加 满 射 的 
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完全 刻画 . 
861 代数 上 和 保 多 项 式 零 化 元 的 线性 映射 


令 f(z) 为 阶 大 于 1 的 复 系数 多 项 式 ， 设 a 是 某 代 数 中 的 一 
个 元 ， 如 果 fla) = 0, WK a 零 化 f(x) 或 a 是 了 的 零 化 元 ,我们 
说 从 一 代数 到 另 一 代数 的 线性 映射 $ RE OR ffzy 的 零 化 元 如 
果 f(a) = 0 AB f(d(a)) = 0; MH f(d(a)) =0 & fla) =0, MR 
o MARERA Jle) 的 零 化 元 . 

本 节 给 出 有 关 刻 画 代 数 之 间 保 某 个 给 定 阶 大 于 1, 无 重 根 多 项 
式 之 零 化 元 的 线性 映射 的 几 个 结果 . f(z) 是 一 多 项 式 ， 记 上 之 
零点 的 集合 为 ZU) 把 所 有 满足 AZ(f) = 2(f) 的 非 零 复数 入 的 
集合 记 为 Gf). 本 节 中 记 代 数 的 单位 元 为 1. 

定理 6.1.1 BA 5 为 两 个 有 单位 元 的 复 代 数 ， p: AB 
是 保单 位 的 线性 映射 ， 则 下 列 陈 述 等 价 ， 

(1) 存在 某 个 阶 大 于 1 、 无 重 根 的 多 项 式 f(z) 使 得 当 a € A 
A f(a) =O m, A f(d(a)) =0. 

(2) o 是 保 胜 等 性 的 . 

(3) 对 每 个 阶 大于 1, 无 重 根 的 多 项 式 glx), UE ac A, 有 
gla) = 0 RA o(¢(a)) = 0. 

WEAR (3)=>(1) 是 显然 的 . 

(2)=>(3). BE Ah ,Xn Ag AAR. 由 标准 的 线性 代数 
方法 可 证 ， g(a) = 0 当 且 仅 当 存在 A PAR EJE ZE MRF 
e1,62,… ,en 使 得 1= 》 ,ey Ha=> hej. 然而 ， 如 果 由 是 保 

j=l j=l 
ARSE, M # HER RESETC MIE SEE, XB AAR efu E 
ERM SAMY e+u BEST. 

(1)=>(2). BBE (1) WH. MBE, 用 f(a + (8 - ade) 
代替 fle), WH f(0) = f) = 0. 满足 AZ(f) C 2(f) MARS 
复数 和 必 是 数 1 的 根 (AA AA, A3,--- 都 在 集合 ZF) 中 ). + 
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G={raeC r°AA Of AZ(f) CH} & Zf) HAREM, G 
Fe fy A A RR, MER TER k 使 得 G = 
{à e€ C | At = 1} = {A € C | AS) = Z(f)} = GY). FR 
gls) = zt! 一 z 是 f(z) HARE G Æ gi) 的 所 有 非 零 等 点 的 集 
合 . 如 果 ee 4 是 办 等 元 而 o € 2(f), 则 flee) = fla(l—e)) =0. 
HB flagi) = Jall - d(e))) = 0. 假设 入 是 dle) 的 最 小 多 
项 式 的 一 个 根 ， 由 于 AZ(f) c Z2(f) R-AZ) c Zh), HA 
和 1 -~、 都 是 G 中 的 元 ， 由 此 可 知 ，g(e} 和 1- oe) 的 最 小 多 项 
AME gi) HAR. FERITA g($(e)) = 9(1 一 $le)) 三 0. 如 果 
假设 #(e) 的 最 小 多 项 式 有 一 个 根 AME OAAA1, MAM =1 
和 G-A = 1 同时 成 立 ， 因 而 要 么 入 一 et BA dA = eB, 
再 注意 到 ， 对 G 中 任意 的 和 和 Xs 以 及 ZS) 中 的 任意 o, 我 们 
有 flatAill — e) + Ave) = f(aA1)(1 — e) + flargje = 0， 因 而 
Ai(1 一 (ej) + Aple) 的 最 小 多 项 式 的 非 零 根 都 落 在 G 中 .特别 
HH, HAL = 了 Xz 二 和 1, 我 们 得 到 2 一 eG, 矛盾 . 证 毕 . 

注 6.1.1 定理 6.1.1 不 能 被 推广 到 有 重 根 多 项 式 的 情形 ， 例 
a £ 


W, $ A= {(: P Jiasect, 6: A> me 是 定义 


0 a a 


PARRES, HE 由 并 不 保 多 项 式 f(z) = zx? 的 零 化 元 ， 若 令 


人 ( ener EL BR, $ 保单 位 


a 0 0 
A=4| 0 8 0 |la8,7EC}, MA $: A> MC 是 定义 
00 7 
a 0 0 a+f-y 0 0 
为 |08 0 0 8 0 | 的 线性 映射 ， 则 多 保 
D 0 ¥ 0 0 + 


单位 并 保 f(z) = 2? HPL, ER $ ARREST. 
为 证 本 节 的 主要 定理 ， 我 们 还 需要 下 耐 的 引 理 ， 


引 理 6.1.2 RA > 2 是 正 整 教 ， 召 是 有 单位 元 的 复 代 数 ， 
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u,v EB 使 得 wt! 二 vw, (4 一 2)*t! = uv BMA a, t (1 < s,t < 
k) 都 有 


(eu + (es 一 oo = ee ut (T -ew 
RZ, W uv = vu, A u=0 H v =0. 
证 明 全 “一刀 我 人 有 ”一 AH, 4 meN k 
我 们 有 > 2B)" 》 (est ) 等 于 0 如果 不 整除 m, 等 
t=1 
于 大 如 果 大 整除 加 BR, Mu=On, Miss t<k, 我们 有 


[et = (ev 


AA k > 2, hoa v =0. 
Swou-v. 由 于 eR utle T 
BRK s=k, 则 对 所 有 1 < t+ < 都 有 


TE k+1 id 
(w+ e"o) =wtre*®u, 


anit 2nis Ti Brit 
—e® jue k wre ® v, 


上 式 的 左边 展开 后 等 于 wht 与 一 些 形 如 (e) gm 的 项 之 和 ， 
其 中 gn 是 所 有 含 m 个 因子 Y 和 下 十 1 一 m 个 因子 w 的 乘积 之 


和 .通过 计算 和 式 (wo ety) 可知 , BRT m = 的 情 


形 ， 所 有 形 如 (c*8")" qm 的 项 都 抵消 了 ， 从 而 我 们 有 


k 2nit k+l k+1 
ICEL ) = kw + kq, = kw + kar. 


t=1 


k . 

另 一 方面 ， 由 计算 知 了 (w+e 于 0) = kw. ik a = 0. 现在 利用 
t=1 

oth = 及 简单 的 计算 可 得 


O = vg, — kV = vw — we. 
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所 以 vw = we. 由 此 易 uv = vu. 证 毕 . 

令 Py 表示 所 有 阶 大 于 1 ， 没 有 重 根 且 满足 f(0) == 0 的 多 项 
式 了 的 集合 . 

定理 6.1.3 设 .4 与 是 有 单位 元 的 复 代 数 ， p: A> BË 
线性 映射 。 叉 设 f(z) 是 Po 中 的 一 个 多 项 式 使 得 只 要 ac AA 
f(a) =O RF ftp(a)) = 0 成 立 . 那么 , 存在 正 整 数 k, HR h(x) 
以 及 召 中 正 交 的 圭 等 元 族 mm ,ps 使 得 下 列 条 件 成 立 ， ， 

(1) f(z) = ch(x*); 

(2) 如 果 AB ak —1 的 根 则 A2{f) = ZUY: 

(3) HETER a & A BA g(o(a)) = 0, HP g(x) = rtt 


k. 
(4) 由 =》 e pu 


s=1 
(5) 对 每 个 s (1 < s Sk) REPRE a CA, 都 有 ps 与 ola) 
交换 ; ， 
(6) 对 每 个 赛 等 元 ce AMA $la) = 》 gla)pa. 


8 一 了 


证 明 令 G= Gf) = {AEC AZO | ABS) = Af}. 
则 G AARMALNARRESH, MAN, CEE k 使 得 
G={rAEC|M=1}. 由 此 立 得 条 件 (1) 和 (2) 成立， 类似 于 定理 
6.1.1 的 证 明 ， 如 果 a BAMA PHS AAO O(a) 的 最 
小 多 项 式 的 根 ， 则 入 Ee G. 因此 (3) 也 成 立 ， 又 因为 g($(1)) = 0， 
条 件 (4) 必 为 真 ， 且 对 某 些 s 的 取 值 ， 有 可 能 p =0. 

如 果 k = 1, 由 (3) TR 6 RES, MONTES a € A, 
pla) 和 9(1 一 a) BHA ERH RS, HAA 让. WHR, X 
EES To € A, 都 有 O(a) (1) = O(1)4(a) = pla). 所 以 (5) 和 
(6) 为 真 . 

mk > 2, WR ERS IG ae A, Bp aoe Bf) 以 及 所 有 
BA 5 Ht M1 <9,t<k, RATA f (o (ee1+(e e)a) 
= 0. BRA, eT ¢(1) + (eS? e T ela) MB DS RRM E 
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零 根 都 在 G 中 . Fu = 4l), v= pla), 则 引 理 6.1.2 的 条 件 被 满 
E. 现在 由 引 理 6.1.2 易 知 (5) 和 (6) 成立， 证 毕 ， 

对 于 C 上 的 代数 A, 用 ASMO 表示 A 中 元 构成 的 nxn 
矩阵 全 体 的 集合 ， 这 个 集合 仍 是 一 个 复 代 效 ， 如 果 p: ABE 
YBa, Hon 表示 从 ASM, (C) B BEM, (C) 的 线性 映射 ， 
它 把 每 个 矩阵 (aijjwxn BA Olay) 应 用 定理 6.1.1 和 定理 
6.1.3, 我 们 可 获得 代数 之 闽 同 态 的 一 种 刻画 . LAR, 分 别 表示 
KRAMAR b ARG, BREAN z, Laz = bx, Rir = zb. 

推论 6.1.4 HA, BARSRHBRRM Sọ: A> BH 
线性 映射 ， f(x) < Po. MR bo 保 f 的 零 化 元 ， 则 存在 Jordan 
RA dd: A B, 使 得 对 A 中 任意 元 a REM Bac 都 有 
wle)p(e7 ac) = Bla)y(c) ML, HA $= Lyi 0 = Rg) ov. 

WIA 显然， 名 也 保卫 的 零 化 元 . 如 同 定理 6.1.3, i B 中 的 
TEE RICH pl,… ,ps. 那么 ，df1) = ep, p = Sp, = 


a=1 a=1 


$(1)* 且 对 A FAERIE e A olele) = ple)$(1), ole) = 
pole) = plep. 我 们 断定 这 两 个 关系 式 对 A 中 的 所 有 元 都 成 立 . 


事实 +, IER a E A, MRR ASM (C) PREFA = ( i 0 ) 
| f) o 


(1)? egla) 
0 0 


= b2(1)b2{A} = $2(A)do(1) = ( 


o(1) pda) \ ket _ f bl) ofa) 
( oo ) sah = aa = ( 0 0 ) 


$(1)? ¢(a)¢(1) 
0 0 , 


HER ela) = éla) 且 ela) = pola). WR A = 
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ra ) 则 得 (a) = (ap. 因此 4 的 值 域 包含 在 Bl = pBp 


中 , 显然 8 是 以 了 为 单位 元 的 的 子 代数 . 进而 , 对 所 有 的 © A, 
BATH ET ps 都 与 pla) 交换 . 令 如 = Soe“ p,, Y= bod. 则 


6 一 1 

$= p(l}. 把 $$ 看 作 是 从 A BB, 中 的 线性 映射 ， 则 由 定理 6.1.3 
(2) 得 e- z(f) = (从 而 世 和 避 都 保单 位 县 保 S KZE 
ao. 所以， 再 由 定理 6.1.1 知 ， 多 和 y 都 是 保 宕 等 性 的 . 下 面 我 

们 证 明 切实 际 上 是 Jordan fal ds. 

_ _ a c 

对 A 中 任意 元 a RAMI e, ( ol(a ma) 1-eac | 是 
_ (a) v{c) 
A® M2(O) PHRF. 于 是 ( pe-a- a?) 1- leac) ) 


EES. AMR 
Wla)? + peple (a — 2) = yla) (6.1.1) 


&(a)o(e) + pe) — (eae) = ¥(c). (6.1.2) 


在 恒等式 (6.1.1) H, 令 c = 1, 则 可 得 yla?) = pla), Hod 是 
Jordan 同 态 . 由 (6.1.2) A, RNA 


b(c)p(c tac) = ¥(a)¥(c). (6.1.3) 


证 毕 . 
推论 6.1.5 SAN BHAMUHBRR o: ABA 
线性 映射 而 f(z) 是 Po 中 的 多 项 式 ， 则 下 列 陈 述 是 等 价 的 : 

(1) ġa REM A(z) 的 元 . 

(2) 存在 代数 同 态 少 : 4 B, 正 整 数 n (> 2) 及 n 第 等 元 b 使 
得 的 最 小 多 项 式 的 非 零 根 都 落 在 GU) HHA g= Loy = Roy. 

证 明 (2)>(1). dd =, 其 中 y BAA d Bn BS 
元 , Bor =b 令 {An Ab 为 5 区 最 小 多 项 式 的 非 零 根 集合 ， 
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E 
则 存在 一 族 相互 正 交 的 车 等 元 {e1,… ,er} HA b= J Ae H 


s=] 
e.v(a) = plaje, 对 所 有 ae A 成立 . HacAA fla) =0. WH 
假设 AWZ(f) = Zf) (1 < < 站 ,有 fs a) 二 0. RAF y 是 间 


态 ， HIWDA = ove flAsa)je, =0. 因为 vy 


仍然 是 局 态 ， 易 证 bs 也 保持 f EIT. 

(1)=>(2). 因为 oo 保持 f 的 零 化 元 , 应 用 推论 6.14, 存在 满足 
方程 (6.1.3) 的 (k+1) RA b K Jordan ii y EE o = by = ph, 
HP k EGU) 的 阶 数 .我 们 证 明 y 事实 上 是 同 态 . 

不 失 一 般 性 ， 可 以 假设 y 荐 保单 位 的 【和 否则， 如 同 推论 6.1.4 
的 证 明 ， 用 B, = pBp 代替 B). TE ws RETH. WA 中 的 任意 
re a, ur 以 及 任意 的 可 逆 元 c, 出 于 


a £ 0 
ct(a-a?) 1 一 crtoac 0 
wa-w wc 1 
ERF, BW 
yla) (e) 0 
vi{et(a—a?}} 1- yle lac) 0 
ylwa-w) Wwe) 1 


EERS. AMRIK 
pwa — wele) + Blwe)(1 — ple*ac)) + (we) = Hwe), 
即 
plwa)ple) — plw)p(c) + lwe) -wacjy(e-lac) =0. (6.1.4) 


众所周知 , 保单 位 的 Jordan es y 是 保 可 逆 性 的 ,并 且 ple) = 
和 (co)-1， 天 由 (6.1.3) 式 可 得 ， (eTac) = ple) plajele) 而 
- 176 .- 


(6.1.4) 式 则 变 为 
Y(wa}p(c)—wlw)(c)-+o(we) -plwy platte) = 0. (6.1.5) 
在 (6.1.5) 式 中 取 w= col, 不 难看 出 
pleta) = We wa) 


对 所 有 元 6 及 所 有 可 道 元 e 都 成 立 . 再 利用 (6.1.5) 式 ,可 得 (wa) = 
v(w)v(a), 即 v ERS. 证 毕 . 


86.2 算 子 代数 上 保 多 项 式 零 化 元 的 线性 映射 


应 用 86.1 的 结果 ， 本 节 讨 论 有 单位 的 算 子 代数 之 间 保 Po 中 
基 个 给 定 多 项 式 之 零 化 元 的 线性 映射 ， 即 保 阶 大 于 1 、 无 重 根 且 
WE f{0) =0 的 多 项 式 了 的 零 化 元 的 线性 映射 . 我们 这 里 所 考虑 
的 问题 主要 是 确定 在 什么 条 件 下 这 样 的 线性 映射 可 以 用 各 态 ， 反 
同 态 或 至 少 用 Jordan HAKH. 

下 面 定 理 给 出 标准 算 子 代数 上 保 Po 中 某 个 给 定 多 项 式 之 零 
化 元 的 弱 连 续 线性 满 射 的 刻画 . EF, B(X) 中 一 -个 范 闭 子 代 
数 4 称 为 是 标准 算 子 代数 ， 如 果 .4 包含 便 等 元 了 以 及 如 (三 ) 中 所 
有 的 有 限 秩 算 子 . 4R, BX) 本 身 就 是 一 个 标准 算 子 代数 . 我 们 说 
线性 映射 ©: A+ BSH f(r) 交换 , 如果 f(S(a)) = (f(a) 
对 所 有 a € 4 都 成 立 . 

定理 6.2.1 SAM BARA Banach Si] X AY 上 的 标准 
算 子 代数 . HO: AS BARRERA TAIERE, f(r) 
是 阶 大 于 1. 无 重 根 且 满足 f(0) = 0 的 多 项 式 . 则 下 列 氢 述 等 价 : 

(1) 6 5 f(x) 交换 . 

(2) o RAH, f(z) 的 元 . 

(3) 存在 满足 XZ(f) = ZS) 的 复数 1 的 根 A, 并 和 且 存 在 可 道 
算 子 4 € B(X,Y) 使 得 对 所 有 的 了 E ABA OT) = AATA! 
成 立 ， 或 在 在 可 逆 算 子 A E BOX, Y) 使 得 对 所 有 的 Te A 都 有 
P(T) = AMATA Re. HA, XY 必 都 是 自 反 的 . 
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证 明 (1)=(2) DM. 

(3)>(1). 假设 (3) 成 立 ， 令 天 为 群 GCS) 的 阶 ， 记 f(z) 的 
阶 为 degf =n WA f(0) = 0, 条 件 XZ(f) = Z(f) Bk 
整除 n-i. MU fie) = Af(c). MB OT) = AATA, My 
f(O(T)) = AFAT)A? = O(F(T)), B (1) 成立 , 

(2)>{3), Bit $: AB BHESHAEMN AR f(x) 的 
零 化 元 . 我 们 断定 , 在 在 满足 条 件 和 2(f) = Z) mA = 1 的 复数 
A, 使 得 OU =AL. 取 正 如 定理 6.1.3 中 的 有 (> 1)》 那么 ， 对 任意 
FFL Pe A, RANA OP} = O(P), (OP) = 再 ( 王 ) 惠 (站 )， 
注意 到 ， 每 个 穆 为 1 的 算 子 都 能 表示 为 至 多 两 个 秩 为 1 ORS 
的 线性 组 全 ,于 是 G 的 弱 连 续 性 和 所 有 有 限 秩 算 子 集合 在 BX) 
EELE HE — E E 


(IBS) = 8(5)(1) 


对 每 个 3e .4 都 成 立 ， 又 由 于 FY) cB, 因此 OF) STRESS 
FBR. BR, OD 关 0, 否则 的 话 ， 定 理 6.1.3 (6) HA 
O(P) = EPS = 0 HMA RE P 都 成 立 ， 从 而 必 有 更 = 0. 
所 以 ， W) =A, HP AAO BAF =A1. 利用 定理 6.1.3 的 (2) 和 
(4), @ AZ(f) = 2(f). 

$ E=. HATZ) = Bf), BRYA» BRR 
单位 的 器 连续 线性 满 射 且 仍 保 .f(z) 的 零 化 元 ， 根 据 定理 6.1.1, © 
ARE. 于 是 由 [26; 定理 3.3] 4, E 是 同 构 或 反 同 构 . 因 
E, fen AF Ac BX, Y) 使 得 


O(T)=AATA VT EA; 
或 者 存在 可 逆 算 子 4E BUX, Y) 使 得 
BT) =AAT*A! YT EA, 


Hp At =1. OR, 在 后 一 情形 ， MY 都 是 自 反 的 (其 证 明 参 


考 定理 2.1.13). 证 毕 . 
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注 6.2.1 WEKT 6 的 弱 连 续 性 假设 代 之 为 在 强 算 子 拓扑 
下 连续 或 在 o- 弱 算 子 拓扑 下 连续 ， 定 理 6.2.1 仍然 成 立 . 

下 面 我 们 考虑 von Neumann 和 代数 上 的 线性 映射 . 

定理 6.2.2 i AW von Neumann 代数 ， 上 BB 为 有 单位 的 Ba- 
nach 代数 . +O: 4 一 B 是 有 界线 性 映射 ，f(z) 为 一 阶 大 于 1、 
无 重 根 且 满足 1(0) = 0 的 多 项 式 . M FIRES ft: 

(1) ® 5 f(z) 交换 . 

(2) 更 保持 f(x) 的 零 化 元 . 

(3) 存在 谱 包 含 在 {| AZ(f) = Z(f)} 中 的 RBI B EB, 
以 及 Jordan AA Y: AO B, EA = Lgot = Rgot, Hf Lz 
和 Re 分 别 代表 左 乘 B AMER B 的 映射 . 

证 明 (1)=(2) BR. 

(3)>(1). 记 B 的 谱 为 o(B) = fa Ai}. WFE B 中 的 
EXPLA Pe P HR B= So APs: 由 于 每 个 A。 都 满足 

sa=1 
AsZ{f) = Z(f), 我 们 有 Be = B, HF k (> 1) 正如 定理 6.1.3 
中 所 取 ， 显 然 PUT) = U(T)P.. 现在， 如 果 T 是 4 中 的 任意 


元 , 则 由 于 亚 为 Jordan Flas, BA f(®(T)) = Y f(AsW(T)P,) = 
a=1 


DA U(T))P. = So ASP.B(F(T)) = O(F(T)). 
a=1 3 一 十 


(2)={3). 把 A 和 5 中 的 单位 元 都 记 为 了 由 定理 6.1.3, 存 
在 B 中 的 正 交 备 等 元 族 只， Pei, 使 得 只 要 A 中 的 元 4 满 
足 A = A, MA Pet O(A) RH, H O(A) = AASP, F fel att 


a1 
k-1 


#8) = Se PtP, & P= 》 Pp Bo = 8) + (I-P). W 
s=1 s=1 

有 P2 = P, BE = 7 Ay A? = AB, B(A) = O(A)Bo = 

&(1)6(A) = 6(A)S(J). 因为 von Neumann 代数 中 所 有 投影 (8A 


FES) 的 线性 组 合 之 集合 按 范 数 拓 扑 是 稠密 子 集 ， 且 因为 2 
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是 连续 的 ， 故 对 所 有 元 8 E A 我 们 有 BS) = O(5)P = POS), 
By®(S) = 更 (3)Bo = (B(S). 4 B; = PBP, Y = Ly-10. BLY 
B 是 以 PARC Banach 代数 , APU) =P, BMY. A->B 
AF, HAEA ER, ARS 的 等 化 元 ,根据 定理 611, V RA 
等 性 ， 从 而 把 A Pa Eee Soc eR A B CB AREXE L 
集 . 

Rt, AT =T* 是 von Neumann 代数 A PA foc, WT 
FEA AAR 2 RAPALA OR. Shi, H Y 的 连续 性 ， 
P(T) Jet EE Se ES eS AEA AR. 因此 ， 对 .4 中 的 
ig feo T, WA UT?) = CT)? ki. Ai © Æ Jordan 同 态 
HO=Lp,0¥V=LgoW=RgoW, EH B= Of). EK. 

推论 6.2.3 HA, BO Rf Mew 622 中 所 设 ， mR? # 
满 射 ， 则 下列 叙述 等 价 : 

(1) ® 5 f(z) 交换 ， 

(2) © RAS f(x) 的 元 . 

(3) 在 B 中 心中 存在 可 道 r- BBs B, RARE 
o(B) Z {A | AZ(f) = 2(f)}, HEM A BIB EB Jordan f} 
BY, 使 得 P= Lg oV—RegoW, 

证 明 PE AME 中 的 单位 元 记 为 I 如 同 定理 6.2.2 中 的 


iW, $ B= O0),P=)°P,. AX 9 RRN, BAPO 


s=1 

与 8 中 的 每 个 元 都 交换 ， 从 而 BB 和 了 都 局 于 8 的 中 心 。 进 而 ， 
亚 (5) = (5)P 对 A 中 每 个 元 3 都 成 立 . 由 此 可 知 已 = 天 Mit 
(I) Wt. ME, $ Y= Lpg- 00 FRA EE 6.2.2, 推论 得 证 ， 
证 毕 . 

注意 ， 在 上 述 推论 中 ， 如 果 8 是 因子 ， 那 么 存在 某 个 复数 和 
使 得 好 -= 1, BAM. ME BERRA, WA 马上 的 Jordan E) 
态 要 么 是 同 态 ， 要 么 是 反 同 态 . 所 以 ， 当 如 既是 因子 又 是 素 代数 
it, o 必 是 同 态 或 反 同 态 与 数 1 HEPAT. HHH, RM 
有 
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推论 6.2.4 it HMK A Hilbert Z, &: BUH) > B(K) 
为 有 界线 性 满 射 . 令 f(x) e Po. 则 下 列 叙 述 等 价 : 

(1) @ 保持 零 化 f(x) 的 元 . 

(2) 存在 满足 AZ(f) = Z2(f) 的 数 1 HHA 以 及 可 道 算 子 
A € B(H, K) 使 得 对 所 有 T € BCA), 都 有 OCT) = AATA- 成 
S, BOOM T € BUA), 都 有 OT) = AATA 成 立 ， 其 中 Ter 
表示 了 关于 五 的 任意 给 定 的 标准 正 交 基 的 转 置 . 

比较 定理 6.2.1 和 推论 6.2.4, 对 于 A= BH) A B = B(K) 的 
情形 ， 其 中 HAK 为 Hilbert 空间 ， 我 们 把 O AREARE 
RFRA OAR. 在 证 明了 下 面 引 理 之 后 ， 我 们 还 可 以 去 掉 连 
续 性 假设 而 得 到 更 强 的 结果 . 

我 们 说 Banach 空间 X 具有 无 限 重 复 度 ， 如 果 X 以 下 述 方 
KAM XOX ARX 的 无 限 直 接 和 XO): 人 举 标 的 任意 置换 及 
形 如 TO) (T e BIX) 的 变换 都 是 有 界线 性 算 子 ， 且 对 任意 的 工 ， 
5 E€ B(X), 作用 在 X @ Xl) 上 的 算 子 TI) pS) 相似 于 作 
用 在 (XOX) 上 的 算 子 (TO SO. TREN co 空间 ， 元 限 
维 的 P- 空间 ， ZL?[0, 了 ,1 <p < 00, 以 及 无 限 维 的 Hilbert 空间 者 
是 具有 无 限 重复 度 的 Banach 空间 的 例子 [86]. 

314 86.2.5 W X MY AH Banach 空间 ， 更 : B(X) + BY) 
是 线性 映射 ， 令 fle) 为 阶 大 于 工 、 无 重 根 且 满足 (0) = 0 的 
多 项 式 . MRS 保持 零 化 了 的 元 且 如 果 X 具有 无 限 重 复 度 ， 则 
SDA) = BL) R(T) MTT CBX) 都 成 立 ， 且 存在 保 震 等 性 
HARRA 更 : BX) 一 BY) HBO = Lao ¥. 

证 明 由 定理 6.1.3 可 知 ， ee By ) "PAY TE 36 FES oc Pi, + -- 
Py, 使 得 只 URT? = P,P, (a= 1, R- VRS OT) 交换 ， 且 
(T) = mS Pe (I) = yep, $ B= OI), P= 2 Pe 

s=1 
m B* = B, P- P. WHA X ARR SS, th [86] 7 Ta, 
每 个 3 € BX) 都 可 表示 为 BIX) PREHR. 从 而 对 所 
有 的 S € BX), 都 有 O(S)B = BSS), B(S) = O(S)P = PE(S). 
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& Bs = B+tI-P), ¥ = Bo. 则 业 保 多 项 式 的 零 化 
元 且 (I) = P. #4 Yo =rng(P), 定义 9 : B(X) 一 BK) 为 
8(5) = U(S)ly,, 那么 8 是 保单 位 的 ， 故 由 定理 6.1.1, 9, 从 而 还 有 
亚 , ERREGER. TEM. | 

定理 6.2.6 令 XY ,于 以 及 了 了 如同 引 理 6.2.5 所 设 . MRS 
BMH, A Plex) £0, WS REL f(z) 的 元 当 且 仅 当 存在 满足 
AZ(f) = ZF) 的 数 1 HHRMA, 且 存 在 可 北 算 子 A € B(X 了)， 
使 得 对 所 有 T E BCX), WA OT) = AATA RY, 或 者 存在 可 首 
BF AC BX’, Y), 使 得 对 所 有 了 < BX), 都 有 OT) = AATA] 
Bal. 在 后 一 情形 ， 成 和 了 都 是 自 反 的 . 

证 明 由 引 理 6.2.5, 显然 存在 满足 A2(f) = ZF) A AK = 1 
MHA, 使 得 OI = XI. 于 是 有 d = 》 亚 , HP ARR SEN 
H. 我 们 往 证 T 是 同 构 或 者 是 反 同 构 . 

如 果 R < BX) 是 秩 一 知 等 元 ， 我 们 首先 证 明 VR) 最 多 
也 是 秩 一 的 . 记 Mi = RB(X)R, Mz = RB(XY)(T — R}, Ma = 
(U — RYB(X)R, At = (I~ RIB(XYI — R). 于 是 BIX) = M1@ 
Ma DM DMa 类 似 地 ， BY) = M a Nz E NM B Na, 其 中 
Ni = U(R)B(Y)U(R), M = W{R)B(Y U - TR), Na = 过 一 
TRB YER), Na = (1-V(R))B(Y)(-¥(2)). 由 于 Mi = CR, 
我 们 有 UM) = CHR) CM. BRS € Me, W R+aS UR 
V(R)+ol(S) HER a EC MARSH. ARITA 

T(RYU(S) + LS) RY + a) = VS), 
A TSY = 0, T(S) = -PRYSER ERYS- 
U(R)) E No BM3. BA, G(M2) TADAM. RH, SIMs) ES 
N2ON3.&S5€Ms ARH BSR, BA RS = SR = 0, 从 而 
U(R}O(S) = US) G(R) = 0. FH T(S) € Ma. 注意 到 , 关于 空间 分 
0 0 


解 X =rng( 8) @ ker R, Mg = {( oc ) ice Bt R) X 如 果 


pe ( Py Pi 是 BCX) 中 的 徊 等 算 子 , 则 Poy — PZ, = PaPa 
Pa Pa 
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是 秩 一 算 子 ， 从 而 Poo 是 惫 等 算 子 与 秩 一 算 子 的 和 ， 这 显然 蕴涵 
每 个 C e B(ker R) 都 是 Biker R) 中 千 等 元 的 线性 组 合 、 因 而 我 们 
有 于 (May CMs. 由 此 可 得 更 (B(X)) C CUR) EN: ONGON,. 但 
是 更 是 到 上 的 ， 故 必 有 CUR) = Ni = 亚 (已 5)E(CR)， THE 
H WR) 或 为 秩 一 算 子 或 为 0. 

现在 由 126; 定理 3.3] 知 , Yei) 是 Jordan HA. 因为 F(X) Æ 
局 部 矩阵 代数 , 故 le = +7, BPE: F(X) — BY) EA, 
ii 7: F(X) > BY) BRA. 又 因为 Ulex £0, 所 以 存在 秩 一 
RCAF REA UCR) #0. 如 上 所 证 ， T(R) = ER) +R) BR 
一 短 等 的 从 而 是 睾 等 算 子 的 和 . FRE (R) = 0 要么 (R) =0. 
MARA, EM 至少 有 一 个 具有 非 平 几 的 零 空间 . HRSA 
同 态 的 霍 空间 都 是 理想 ， 而 F(X} 的 非 零 理 想 只 有 FX) AS, 
MU, BA Ulex = BA Taxy =n. 

GR Ulex) = 6. 显然 二 是 单 射 失 而 保 秩 一 性 ， 由 定理 2.1.6 
知 存在 单 射 算 子 A € B(X,Y), CE BUX, Y*) 使 得 Viz @ f) = 
Arecf 对 每 个 5 EX 及 每 个 SOX 都 成 立 . HF UB F(X) 
上 的 同 态 ， 故 对 任意 F € F(X), 我们 都 有 


亚 {F)4z@CF = V(Fr®@ f) = AFx@Cf. 


因此 ， 
更 [FJ4 = 4P VF e F(X). 


任 取 B(X) MESES P, FES =AP-UP)A=0. 事实 上 ， 
这 只 要 对 满足 PQ =QP =0 或 PQ = QP = H-KEF Q iE 
ASQ =0 MH. WE PQ = QP = 0, 则 有 U(P)Z(Q) = 0, 从 
而 SQ = —B(P)AQ = —-¥(P)9(Q)A = 0. 如 果 PQ = QP =Q, 
则 U(P)P(Q) = HQ), 又 一 次 我 们 得 到 SQ = AQ -于 (P}AQ = 
AQ -¥(Q)A=0. 所 以 对 所 有 的 者 等 算 子 了 , 都 有 


U(T)A = AT. 
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HY X 具有 无 限 重复 记 ， 从 耐 ， 对 所 有 算 子 了 <e BX), 上 式 都 成 
Z. 因为 4 的 值 城 是 HBX) = BY) 的 不 变 算 子 值 域 ， 而 此 事 
实 获 注 4 的 满 射 性 ， 鼓 4 WH. 于 是 我 们 有 

W(T)=ATA* YW eB(X). 


如 果 亚 jr(x) =n 是 反 同 态 ， 则 存在 单 射 算 子 Ac B(X*, 了 了 )， 
C € B(X,Y*), EH Tire f) = Af @ Caz, ANE F e F(X) 都 
 WFYCH=HCF. MUA UTC = CT 对 所 有 T e BX) 都 
RY, Mie C 是 可 逆 的 ， 由 此 易 知 亚 是 从 BCX) BBY) HRA 
构 . 证 毕 ， 

推论 6.2.7 $ H, K AB Hilbert SH], f BP 中 的 多 项 
式 . KO: BH) > BK) 是 线性 满 射 旦 在 FIH) 上 的 限制 不 为 
零 . 则 更 保 零 化 f(z) 的 元 当 且 仅 当 存在 满足 AZ(f) = ZC) 的 
ML MAMA, 且 存 在 可 逆 算 子 4 E B(H, K) 使 得 要 么 O(T) = 
MATA! 对 所 有 了 HRL, BA OT) = AAT" A 对 所 有 了 都 
成 立 . 这 里 ， TT 表示 算 子 了 RT A 的 某 个 任意 给 定 基 的 转 寺 ， 

下 面 给 出 Banach 代数 间 同 态 的 刻画 ， 

定理 6.2.8 SA BAAN THERE €:A7B BK 
性 映射 ， 设 fe Po. 如 果 4 Banach RM, MFAS. 

(1) Bo 保 零 化 F 的 元 . 

(2) $ 是 同 态 与 某 个 谱 包含 在 {A € C |Z) = 2(f)} 中 的 
r- SSC NFER. 

证 明 (2)>{1) 显然. 

(1)>(2). $ B= HI) 由 推论 6.1.4, 存在 Jordan MA Y E 
H = Lro, H U(C)W(C-1AC) = HAVC) 对 4 中 任意 元 4 
及 任意 可 道 元 C 都 成 立 . 正如 推论 6.1.5 的 证 明 ， 不 失 一 般 性 ， 
可 以 假设 更 是 保单 位 的 ， 于 是 URTHE EC = Cy. 
因为 更 是 Jordan 同 态 ， 因 此 (EAE) = V(E)U(A)E(E) 对 4 中 
的 任意 AME mw. Mit, 4C nyt, RNA 

U(C? A) = W(C(CAC)C™) = (CPP UA). (6.2.1) 
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因为 A 是 Banach Rk, A 中 每 个 元 的 谱 都 是 C 的 紧 子 集 . 取 非 
BH dE C\ (aa(C)Uoa(C*)). 在 (6.2.1) 式 中 用 和 一 0 REC, 
得 

U(CA) = VO) L(A) (6.2.2) 


对 所 有 元 4 及 可 道 元 C 都 成 立 , 现在 对 任意 A,W eA, 取 和 EC 
使 得 和 一 W apse. 则 由 (6.2.2) 式 ,和 (A 一 W)4) = (A-B(W)) H(A), 
面 由 此 仍 可 得 到 WA = U(W)O(A). BELL T EAS. 

注 6.2.2 由 上 而 定理 的 证 明 易 见 ， 如果 A 如 是 C 上 有 单位 
Be, MARA: HEER ACA, Hos(A)ACHYC 
apt, oA(C)Ue4(C?) 4 C\ {0}, 则 定理 628 的 结论 仍 成 立 . 


86.3 BCH) 上 保平 方 宪 零 性 的 可 加 映射 


kA K BREA (1) 的 无 限 维 复 Hilbert 空间 ， 令 
@: BH) > BK) 是 线性 或 可 加 映射 ， 如 果 对 任意 T € BH), 
T? =0 > OT)? 二 0 (KT? =0 e P(T? = 0), WH è HYHA 
FHE (或 双边 保平 方 车 零 性 ). 本 节 考 处 保 平方 等 零 性 线性 映射 和 
可 加 映射 的 刻 可 问题， 也 是 下 节 讨 论 的 基础 . 

引 理 6.3.1 % 0: B(H) > BK) 是 保平 方 赛 零 元 的 可 加 满 
射 . © PP, € BA) 是 相互 正 交 的 短 等 元 ， 则 


(P, + Pz)? = (PY + (FY. (6.3.1) 


证 明 考虑 下 列 五 种 情形 : 

(i) dim rng(P;} =dim rng(J — P;) = œ, HPi=1 2; 

(ii) dim rng(P) < co, dim rng(P) < 00; 

(iii) dim mg{P,) < 00, dim mg(J — Pa) < œ; 

{iv) dim rng(Z — Pl) < co, dim mg(P2) < co; 

(v) dim rng(Z — PB) < co, dim mg(T ~ P2) < oo. 

对 于 情形 (i), 不 失 一 般 性 , 我 们 假定 dim mg(P,) =dim mg (F— 
P) =œ. 4 A, B c BH) WE PAP, =A -PR)BI-Pj= 
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B. 则 出 定理 1.1.12 知 4 和 召 可 事 示 为 五 个 平方 零 算 子 的 和 ， 记 
A = A, + A2 + Aa + A4 + As H B= By +B + Bg + Bi + Bs, H 
中 PAP, = A; 且 (I~ 五 ]B — P) = B; Gi = 1,.…- 5). 显然 
(Ai + Bj)? = 0. 因此 &(A;)(B;) + (B;)S(A) = 0, 进而 我 们 得 
到 
BA (B) + BBIE(A) = 0. 
令 A= P, B= Po, W 
TP + Po)? = E(P? + (7). 


HFE (ii), 存在 Ps EAE PtP EZH dim rng(P;) =dim 
mg(I — Pi) = œ. 这 样 
BP + Py)? + EBP) = (b+ P+ PsP? 
= E(P) + (P+ Ps)? 
= (P1)? + O(P2)? + B(P3)?, 


FA PP + P)? = S(P,)}* + O(P,)*. 类 似 地 ， 对 于 其 余 的 三 种 情 
形 ， 可 证 明 (6.3.1) 式 也 成 立 . 证 毕 . 

引 理 6.3.2 itè: BH) + BK) RARE DRS oH W 
SM. NY AA RES Re B(H), 有 


&(R)B(J) + &(72)G(R) = 26(RY (6.3.2) 
A 
PD SR) = &(RS(1)", (RPE) = (NHR). (6.3.3) 


证 明 由 引 理 6.3.1, HERS RE BH), 有 Rel- 
R)+O(I — R)O(R) = 0, TEAR (6.3.2) 式 成 立 . 故 PRPO) + 
4(R)S(1)6(R) = 26(R} A O(1)6(R)?+O(R)G(1)O(R) = 20(RP, 
Kitt, SERN RSs R, 有 ORS) = HDR). 再 由 
PPP) + O(HO(ROT) = 26(HS(R)? 和 DPU 
PDBP) = 20(R)O(1) 知 , MAARHEBSE R, (ROP = 
S(2)°O(R). 因此 (6.3.3) 式 成 立 ， 证 毕 ， 
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512 6.3.3 it 0: B(H) + BK) 是 双边 保平 方 赛 零 元 的 可 
Ia, WS 是 单 射 ， 且 存在 非 零 复数 c 使 得 t(l) = cf 

证 明 假定 更 双 边 保平 方 零 元 . 首先 证 明 甸 是 单 射 . 否则 , 假 
定 存 在 非 零 算 子 4 e BUH) 使 得 更 (4) = 0, 则 4 的 平方 等 于 零 . 取 
FERRERS B 使 得 A+B RAFTER. N O(B) = 6(A+B) 
REPFRBS A, FH. HO 一 定 是 单 射 . 

由 定理 1.112 BCH) 中 的 每 个 元 都 可 号 为 至 多 五 个 害 等 元 
的 和 ， 现 在 由 引 理 6.3.2, 我 们 有 BUPE) = G(A) OU)? 对 任意 
的 4e BUH) 成 立 ， 理 的 双 射 性 昔 涵 对 某 个 非 零 数 u, (I)? = pl. 
不 失 一 般 性 ， 假 定 OUP =I 于 是 存在 宪 等 元 只 使 得 OU) = 
2P 一 I 了. 把 上 面 的 讨论 应 用 于 更 -!. HETER ó cC, 也 有 
-1(7)? = 51, 且 对 所 有 的 短 等 元 BR € BK), 7(NS-(B) + 
E-E) HI) = 28-1(E)?, D-E- = -1(N)®-1(E). 
因为 BU) = 2P — I, HU PHI) = 26-1(P,) - 7, BE 
等 元 E, 


(267* (Fy) — DE UE)+® (E(B (PP) — F) = 26-7 (B)?. 
B E= P, m 
26-1(P,)? — 071P) + 2871P}? — $1 (P,) = 2071P Y. 


因此 B-P) = 0-1(P,)’, E, P =(P) ERST. MER 
RA O11)? = I. 

另 一 方面 , 由 恒等式 &( R)O(1) + (7) G(R) = 26(R)? 和 更 (7) = 
aP, 一 了 我们 有 


(2P, 一 1)®(R) + 6(R)(2P, — 1) = 20(R)*, 
P (R) + (RD = BR)? + G(R). 


所 以 
(P, — (R)? = P, ~ (R), 
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AAT tT Br KREG A, 
(Fy — R}? = (Pa — R}. 


对 任意 Te P,BUH)\U~ Pa), A (PaT =P +T HT =0. F 
是 


0 = BT)? = B(P, — (Pa + T))? = (Py — (Pa + T)) = -O(7). 


因此 T = 0, 而 此 蕴涵 PBA) — Pa) = {0}. Um = 0 
= 了 k UNH +, OT) =A. 所 以 对 菜 个 非 零 数 c 我 们 

有 OU) = eI. 证 毕 . 

下 面 结果 给 出 双边 保平 方 蜘 零 性 可 加 观 射 的 刻 面 . 

定理 6.3.4 WH AK BABAK Hubert 空间 48.: 
BH) 一 BK) 是 可 加 满 射 ， 假定 对 每 个 一 秩 千 等 元 P 都 有 
(CF) C CHP). M 双边 保平 方 守 零 性 当 且 仅 当 存在 非 零 数 
CHA H BK MERTERT 4 使 得 OT) = 
cATA-! 对 所 有 的 了 <E BUA) 成 立 ， 或 G(T) = cAT* A 对 所 有 
# T e B(H) 成 立 . 

证 明 我 们 分 下 列 几 步 证 之 ， 

第 一 步 理 是 单 射 且 对 某 个 非 零 数 c (I) = cl. 故 不 失 一 般 
性 ， 我 们 可 假定 OU = 1, 从 而 下 RRS. 

由 引 理 6.3.3 及 引 理 6.3.2 HY (6.3.2) 式 立 得 . 

第 二 步 RMA, HERE 已 < BK), (PBP) = 
6(P)B(K)O(P) H. 


BT — PBNU ~ P)) = U ~ @(P)) BCA) - O(P)). 


$ X, = PB(H)P, Xa = PB(H\(I — P), X; = (F — PBUH) P 
HX, = (I- P)B(EU - P); AS Y, = O(P)B(K)O(P), Yp = 
B(P)B(K)(I — B(P)), Yo = (U — O(P))B(K)O(P), Ya = (1 — 
5(P)\B(K)I—O(P)). 对 任意 的 人 € Xz 我 们 有 (P+T)? = PLT 
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HT =0 于 是 OOTY = 08 OP+T) = OP+T). A 
为 BB(P)®(TYB(P) + O(P)G(T) = O(P)R(T), 所 以 S(T)O(P) + 
#(P)O(T) = (T), B 


【 工 一 &(P))®(T)8(P) + (PETU — O(P)) = (T). 


k S(T) € Yat Ys H P(X) C Yz + Ys. 类 似 地 ， 我 们 有 P(X) c 
Y +Ys. 下 证 (Xi) CY. WEP ARARE, WOAH Tc 
Xi, 存在 X CG oA {Pu i 二 1,2,… ,n} 使 得 了 = 
SOAP: WR P 的 秩 无 限 ， 则 按照 空间 分 解 了 =rng(P)-img(I 一 


1=1 
P), X1 = i( H h ) {AE Bina?) 此 蕴涵 POT 
都 是 X 中 至 多 5 PESTA. HAZ, AA PCR) C COP) 
对 每 个 一 秩 幕 等 元 忆 成 立 ， 蕉 车 任何 情形 ， ROR RE Te 
ZL Q EX, A QEY. B QU - P) = (I 一 PQ = 0, H 
FO RESUME, A $g) e Y, MA 6X1) cH. 类似 
地 ， 我 们 有 PX.) CVs. 现在 结论 由 的 满 射 性 可 得 ， 

注意 到 ， 由 第 一 步 和 第 二 步 易 知 更 保 秩 一 蚕 等 性 ， 故 可 应 用 
$2.4 中 推论 2.4.3 直接 得 到 第 七 步 的 结论 . 但 下 面 我 们 再 给 出 一 种 
稍 有 不 同 的 证 明 . 

=H FEM MBM: CC HA OOP) =7(A)O(P) 对 
RES IP 成 立 . . 

令 了 四 3 RB, MHRA, Pro y) € Cir g y). 
记 P(r gy) = TAP oy). RUNE 7 Sc 和 y 的 选择 无 关 . 
事实 上 我 们 只 需 证 明 + PRT z 即 可 ， 余 下 的 部 分 可 类 做 证 
明 . 令 z,z',y PIED, BE (x,y) = (x,y) = 1, (zz = 0. 
Sarr: CoC An mae eR 


P(Az g y) = T(A)G(z 8 y), 


Pr @y) = TNE By), 
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且 
p (alz +2'}® z) =7"(A® (ce +2) @ z) ， 

pi 
Sr") @(2ey)+57"(A)® (2'@y) = 57(A)8(2ey)+ +37 A)Bro), 

(T'A) — TAB B y) = (r(A) -T(E @ y), 
从 而 

(r(A) — r"(A)) O(a’ @ y) E P(r @ y) BLK) O(a @ y). 
所 以 由 第 二 步 和 更 的 单 射 性 知 天 (为 -— 7A) 40 BAR x’ @y ec 
(z @ y)BUA)(2 @ y), 与 (s2) = 0 矛盾 . KH r(A) = ra) 类 似 
Hh, A T'A) = r(A), ATE r(A) = 7A). 如果 (z, 2’) £0, RA x 和 
v AEZKERA xo”, 则 类 似 的 讨论 表明 第 三 步 的 斯 言 成 立 . 

第 四 步 ” 对 任意 的 zy EH, 有 Prey) =r) By). 


考虑 下 面 的 两 种 情形 . 
情形 1 (zy) =0. ha’ EH ER (2’,y) = 1. MM 


G(x — 2’) @y + Az’ By) 
= 7(A)B((2 — x} @ y) + T(A)B(z’ e y) 
= r() O(a @ y). 


情形 2 (ry) #0. 则 我 们 有 O(a By) = O((z,y) ey Oy) = 
Tile yal Gey @ y). 因此 


pàr Qy) = # (xe, Vea y) 8 v) 


TAE 
= rea (Gy 8x) = eah COn 


& pA) = ve a), 我 们 只 省 证 明 r(A) = pA) Ro’ cH 使 得 


(2,2!) = 二， Je 0 县 假设 HAIL) By) = ABE + 2) By). 
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则 由 情形 1, 我 们 有 P(r @y) = r(A)G(2’ @ y). 简单 计算 可 知 ， 


PASE + 2’) @y) 
= (A(z +2) @ y) = Az Qy) + PAL @y) 
= pz @ y) + TIA)P(2' @ y), 
(u'(A) — BAHP @ y) = (TA) - PAE @ y) 
H 


(OA) — B(A) le y) Ea 2 v) = (r(A) PONE @ y). 


由 第 二 步 的 结论 及 更 的 单 射 性 知 ， 如 果 (A) (A), Mz’ @ye 
(aay OV BU) Sy Oy). 此 与 (2,2') = 0 矛盾 . 所 以 了 (A) = wd). 
第 五 步 我 们 断言 对 任意 AEC, r(A) 三 和 或 对 任意 AC, 
T(A) 三 À. 
只 需 验证 7 是 C 上 的 连续 可 乘 映射 ， 首 先 ， 


T(A}r (pz) O(z @ y) = TA) (ur @ y) 
= Hur @y) = TM) EE 8 y), 


因此 7 是 可 乘 的 ， 下 证 7 是 连续 的 ， 如 车 不 然则 存在 有 界 数列 
Qn} C C 使 得 On) 一 co， 设 {Pa} 是 相互 正 交 的 一 秩 投影 
序列 ， 则 4 = 》 和 Ps € BCH). 对 任意 的 no © N, 取 单 位 向 量 


x Erng( 更 (Poo)), 那么 


| 更 (4 川 > le(A)zl 


& (x xm ®(P,,)z 


PAn Pao) P( Pro a + © (= sr ®(P,,)z 


ning 


= |rAne)I- 
- 191 - 


EAS (4A) 有 界 矛 盾 ， 因 而 7 是 连续 的 . 

BAS dpo RK. 

HF Oo 与 更 有 相同 的 性 质 ， 因 此 我 们 只 需 对 o 证 明 断 言 
成 立即 可 .现在 由 第 一 步 和 第 二 步 知 更 AREE KAUTE 
理 2.1.13 证 明 中 的 讨论 知 ， 量 保 秩 一 性 . ANS BF) 上 的 线 
PERE SE PAE, 因此 容易 验证 更 保 秩 . 

Ree HEM HE K WAER MRN A ET} O(T)A 
AT HAAT © FH) 成 立 ; 或 O(TIA = AT" 对 所 有 的 全 Ee 
F(H) RE. 

& VU = Os), WY: 天 (H) FIK) RAPER AED 
af. 

我 们 将 证 明 亚 是 F(H) 上 的 Jordan AAR. 4 Se FH) A 


伴 ， 则 S = SOAP, 其 中 Ode CR A {Poly 是 两 两 正 交 的 一 
kzl 
秩 投影 族 ， 我 们 有 


k=1 k=1 
= Soin) = (82). 
k=ł 


H SHTRE S, 则 
PST + T8) = UST) + U(T)¥(S) 


对 每 对 自 伴 算 子 S, T F(A) 成 立 . 由 于 F(A) 中 的 每 个 算 子 都 
可 表示 为 形 如 S$ 十 红 的 算 子 ， 其 中 8 和 了 AH, BAA 


T(S + iT)? = (P(S) + (HT)? 
= (S?) + TRUT + EET) + G(T)B(S)) 
= (5?) ~ WT?) + TS) ET) + W(7)9(S)) 
= (92 — T? + (ST +TS)) = VS +4T)*), 
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多 此 t: F(H) 一 F(K) 是 Jordan 同 构 ， 由 于 F(K) ERW, K 
toy AAW Y= ERAH. 

取 zo, yo €E HA z2EK ER V(r @ yo)z £0. 

wR T= p, 对 任意 的 ze H, 定义 Ar = (zB yo)z, A) Y 
RR ERIE RE 4 也 有 相同 的 性 质 ， 显 然 ATs = (Tre 
加 )z = Y(T} (1 @ yo)z = UT) Ax 对 任意 T € F(H) 成 立 ， 因 此 
47= 亚 (站 4 HEE T c FH) 成 立 ， 为 证 明 4 是 单 射 ， 假 定 存 
在 非 堆 向 量 rE Av = 0. 则 对 任意 的 工 e F(A), ATs = 0 BH 
A=0. © 的 满 射 性 则 蕴涵 4 也 是 满 的 . 

mE T= yp, ELA: HKA Ay = Piz 8 y). 类 似 于 同 
构 情 形 ， 可 证 明 O(T)A = AT* 对 任意 T e F(H) 成 立 ， 其 中 更 
ATE ARIE PR ET ER E 4 的 相应 性 质 . 

第 八 步 ”对 每 个 投影 P, BAP) = TAPP) 对 所 有 的 和 EC 
EY. 

对 任意 投影 P, 存在 相互 正 交 的 一 秩 投影 族 {Palaca E P= 
>> Po ( 强 算 子 拓扑 收 伊 ) 这 里 A 是 指标 集 . 现在 由 定理 5.2.1 证 
aca 
明 中 的 断言 5 立 知 结论 成 立 . 

She 4 有 和 界 且 OT) = ATA 对 所 有 的 T e BA) 成 
立 ; E P(T) = ATA 对 所 有 的 T EBH) RE. 

首先 证 明 更 (AP)4 = AAP) 对 每 个 投影 书 成 立 ,或 再 (AP)4 = 
AQP) 对 每 个 投影 P 成 立 . EP 表示 为 第 八 步 中 的 形式 ， 盎 


PAP) = r(A)G(P) = (A Dw &(P,) = 2 GAP), 


GAP)A = (= B(AP, ) A= > (®(APx)A) 
= J AQPs) = ASAP, = ACAP) 
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EAP)A= 》 A(APa)" = ACP). 

由 定理 1.1.12, BA) 中 的 每 个 元 都 可 表示 为 有 限 个 投影 的 线 
HAS, 故 更 (7T)4 = AT 对 每 个 TE BH) 成 立 , 或 O(T)A = AT* 
对 每 个 荆 e BCA) 成 立 . HARIH, 我 们 得 到 DT) = ATA 
WHT T e 8(H) E, Be OT) = ATA 对 每 个 卫 E BIH) i 
x. 现在 从 闭 图 定理 知 4 有 界 ， 党 成 证 明 . 证 毕 . 

注意 到 © WB G(T) = cAT*A (VT e BHY) 当 且 仅 当 存 
在 可 逆 有 界线 性 或 共 辊 线性 算 子 BEH OT) =cBT’ BRB (YT E 
BH), HAT’ 代表 人 相对 于 五 的 任意 给 定 标准 正 交 基 的 转 置 . 

对 于 线性 喘 射 的 情形 ， 我 们 有 

定理 6.3.5 o: 8H) > BK) BRASH. Mo 双边 保 
FHRET ARM 4AEARSRR = MAMAS 4 e BH, K) 使 
HEA OT) =cATA 对 所 有 的 卫 E BH) 成 立 ， BA eT) = 
cAT’ A 对 所 有 的 人 € BA) RA, RPT RET ANT A 
的 任意 但 预先 固定 基 的 转 置 . 

证 明 直接 应 用 定理 6.3.4 BP. EH. 

当 更 有 界 时 ， 可 以 去 掉 “ 双 边 性 ”前 假定 . 

定理 6.3.6 Wo: BH) > BK) 是 有 界线 性 皂 射 ， 则 更 保 
平方 寞 零 匹 当 旦 仅 当 存在 非 零 复数 c MHA Ac BH, K) 使 
得 要 么 OT) = cATA 对 所 有 的 卫 E BUH) R BA tT) = 
cAT’ A" 对 所 有 的 了 E BA) ky, HHT RET 相对 于 H 
的 任意 但 预先 固定 基 的 转 置 . 

证 明 由 引 理 6.3.2 易 知 ， 对 任意 算 子 全 Ee BA) 都 有 


PTPS = &(71)4(T)YP* 
R. 因为 于 是 满 射 ， 故 对 每 个 秩 一 寰 等 算 子 P, 存在 某 个 使 
得 ST) =P. FRA P = OT) 与 a) 交换 ， 因 此 OU) BH 


值 等 算 子 的 常数 倍 ， 即 存在 复数 < HB 更 (7) = cl. 如 果 c= 0, M 
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(I) = 0. 引 理 6.3.2 中 (6.3.2) RAM O(R)? = 0 AREA 
五 都 成 立 . 再 利用 引 理 6.3.1 知 , 如 果 C 是 相互 正 交 投 影 的 线性 组 
S, WBE OC? = 0. ABH) 是 实 秩 零 的 且 理 连续 ， 故 对 所 有 
Te BUH) 都 有 OT)? = 0, 55 的 满 射 性 矛 后 ， 所 以 c #0, 从 而 
我 们 可 假设 OT) = 工 于 是 ， 由 (6.3.2) 3t, > BRIBE. 现 
在 应 用 $4.2 中 定理 4.2.1 和 推论 4.2.4 完成 本 定理 的 证 明 ,证 毕 . 


§6.4 RATAR EHEM T imt 


HX ERF (= R ae C) 上 的 Banach #0, X* REX WH 
对 偶 空 间 ， BX) 表示 X 上 的 所 有 有 界线 性 算 子 组 成 的 Banach 
空间 且 B(X), F(X), MX) MMX) 分 别 代表 BCX) PRA RS 
算 子 的 线性 张 ， 所 有 有 限 秩 线性 算 子 的 集合 ， 所 有 顽 零 等 子 的 集 
合 和 所 有 一 秩 宕 零 算 子 的 集合 . 假定 5 是 天 的 子 集 ， 则 正如 通常 
一 样 ，5+ 代表 5 在 X* 中 的 零 化 了 字 , B $+ = {f eX*| f(z) =0 
对 任意 的 z & S}. 

映射 E: BX) 一 BX) 称 为 双边 保 算 子 的 堵 零 性 如 果 T E 
A(X) 4 AR (T) E V(X). 

AT RATE BX) LRAT SEM ATR. 为 证 明 
我 们 的 主要 结论 ， 我 们 需要 两 个 引 理 ， 

引 理 6.4.1 设 六 是 二 上 的 非 堆 震 零 算 子 ， THRESH: 

(1) N € M(X); 

(2) 对 任意 的 4E N(X), AN ¢ N(X) BH A+2N ¢ N(X} 

证 明 (1)>(2). HN AER- RETA TH 4 AMSAT 
使 得 AtNEN(X). EN =r f, HP Gf) =0. RANE 
指标 为 n. 易 见 ， 对 每 个 ye X, span{y, Ay,---, Ay, g, Az,.… ， 
A"-1z} 都 是 A+ N 的 不 变 子 空间 ， 因 此 ， A+N 是 代数 算 子 . 
由 于 它 不 是 客 零 的 ， 故 其 谱 (A+ N) 至 少 包含 一 个 非 零 复数 jy. 
BR, (u— A) le, f) =1. 定义 复 多 项 式 p 如 下 : 


plr) = (Akz, fyrt 
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位 一 1 
对 于 非 零 复数 v, 我 们 有 V-A = Ve aA, Beal 
` k=O 
{r, f) = 0, 我 们 得 到 
plr) = ((r-* — A) a, f) 
对 所 有 非 零 复数 7 都 成 立 . 因 p) = ((p ~ A) tz, f) = 1, w 
pA#0. 于 是 对 每 个 非 零 复数 和, 存在 了 天 0 使 得 p(7) = Aa. 所 以 
RANA Alr! - A) g, f} = 1, 从 而 *- © o(A+ AN). 此 表明 ， 
RHE AAO 都 有 ALAN €N(X). 
(2) 坟 (1). $ N 是 秩 大 于 LWEHSAYT, TEN AEREN 


0 Ng 


其 中 ， M ARSE HM 是 作用 在 有 限 维 空间 上 具有 下 面 两 
种 矩阵 表示 之 一 的 算 子 ， 


010- 0 
000. 0 0100 
0000 
. , . . 或 
0001 
1 0000 
0 
令 
a (^o 
0 0 
EER FT, HH A 相应 她 取 
0 -2 0 ... 0 
00 on o 0 2 0 0 
ou, 0 0 20 
或 
0001 
0o 0 2000 
2 0 0 
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容易 看 出 ， AtNEN(X), (2 A+2NEN(X). 证 毕 . 

引 理 6.4.2 HA BEX -LWRSHTA rakd > 1. 假定 
对 每 个 牧 零 有 限 和 铁 算 子 N, 4 十 N BES M4 ANY BN BE 
零 的 ， 则 A=B. 

证 明 我 们 先 来 证 明 两 个 断言 . 

断言 1 设 上 4 为 一 阶 方 阵 ，? 天 2 了 是 和 BaxnRSe 
RE. 如果 对 任意 nxn REN, ALN BREW YA 
4 J4+N ERE, WM 4 = 了 

n 二 1 的 情形 显然 . 假设 n> 3. 我 们 也 可 假定 J 具有 Jordan 
标准 型 ， 即 


0 0 1 
Jafri: 
000. 1 
000 -- 0 


HEBER L= ARN, Jt N BESTK, A A+N 也 
BRE. AIA, ADAM RLS A. TAH nn 用 归纳 
RE. 
4n=3N, RA 
010 0 
J=/16 01 |, A=] 0 
00 0 0 


0 0 0 0 ~1 0 

M=]1 0 0], “=|0 0 0 

0 -1 0 1 0 0 
WI+N, G=1,2) SEEGER, Mit A+ N, (2 = 1,2) HERS 
的 . 注意 到 4 关 0, 直接 计算 可 知 A= J. 故 断 言 1 在 中 =3 时 成 


X. 
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现在 假设 断言 1 对 某 个 给 定 的 n 是 正确 的 ， 我 们 往 证 断言 1 
对 nn 十 1 也 成 立 ， HAAS BREE 


A= 0 af 和 J= 0 ef 
On,t Ay 0n1 Jn 
的 形式 ， 其 中 ， ef = (1,0,--- , 0), a? = (a1,42,-°- Gn), Ai 是 


nxn RE, ni 是 nx1 FER, Jn 是 具有 Jordan 标准 型 的 
n MEE nxn ee. ON AR nxn Bee, WER 


0 Oe 
M = t 
Ona N 


ERTH. 进而， Jat N EEFDE J+M BREH, 
贸 而 ， 此 成 立 当 且 仅 当 A+M ERR PHAN, A+M 是 
自 零 的 当 且 仅 当 A 十 入 ERR, ATARAR A = J. 


eM Sh 
L= 0 —ef" 
en Onn J 


其 中 ef = (0,---,0,1) 那么 了 + 工 , 从 而 4 十 三 BRE, TE 
导出 el =1. Pika.=a3=---=a,=0. Ak, ARH, 假设 
i(2<i<n) 是 使 得 a AO MRAM, ERRE 


K- ( 0 e? ), 
Qe; Onn 

其 中 e 2B i TMA 1 而 其 他 坐标 为 0 的 列 商 量 . 容易 验证 ， 
了 十 下 ERTH, BAK SERS, TE. 所 以 我 们 仍 有 
A=J. OF 1 得 证 . 

26 ih AGE TEA 2 成 立 . 

断言 2 4/ARSHA n 的 ns x ns RSH, i= 1,2. 
i mtn > 4. REAM IA (fi 十 na) Xx (mi 十 182) BB, RP 


如 一 J Onana ) 
Onam Jy 
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如 果 对 每 个 (ni 十 m2) x (ma tn) WEEE N, A+N 是 敌 零 的 当 
ARYA J+N RRF, WA 4 = 了 

现在 我 们 来 完成 引 理 的 证 明 . 

brx PHE- EFKA. 如 果 hx = 0 或 者 Ar 4 O, 则 
存在 包含 x 的 4 的 有 限 维 不 变 子 空间 X 使 得 4 在 其 上 的 限制 
Alx, RARE J, 其 中 了 同 断 言 1 中 所 述 、 如 果 As AO 而 
A2z = 小 则 可 找到 y E XER Ac 与 Ay REER. $ X, ATF 
集 {z, Az} U{A*y|n=0,1,2,---} KARMA RATS. BR, 
Xi 在 4 的 作用 下 不 变 . FARE, Ax 的 零 空 间 最 多 二 维 ， 
而 Ax, 具有 断言 1 或 者 断言 2 中 矩阵 J 的 形式 . SX 为 天 在 
X PHAFEA, WPA SMX = X 0 X AH BEE 


阵 表 示 
Ac J Ay B- Bı B | 
0 Ag Bs B4 


FERRER FN: X 一 XX! 使 得 了 + 和 Ni 是 等 零 的 ， 因 为 
人 
0 Ap 0 0 


B+ Nz, 0 
(a a) 
BERSH, KAE B 是 每 零 算 子 ， 进 而 ， 出 断言 1 和 断言 2 
知 ， B=J. 
下 证 B = 0. 假设 不 然 ， 则 存在 非 零 向 量 y € X: 使 得 
y €rng(Bs). TERT IRSA ANA RRR ER F No: X2 一 
X: 使 得 Ba- N: RMA (By 一 Na)y =0 HEFT. $ 


L= 0 -B , 
0 -Nz 


ASK, We 


WL eR RRBS A. 容易 验证 P+ Lh eS, 从 页 4 十 工 也 
ERE, UMAR A- Nz ARS. MESHAARER ST 


C: Xa > Xi, 
K= 0 C 
0 -N2 


MEARKE FAT, HAKEREM. 所 以 , 对 任意 DD : Xo 一 


Xi, a+r 
J D 
By B,— Neg 


也 必 是 幕 零 的 . 取 ze X 使 得 Bz = y, HES Do : X: 一 X, BE 
一 满足 Doy =z- Jz 的 算 子 ， 则 我 们 有 


(a, aen) G) G) 


By Bs~ No 
ARFAT OBR. 因此 我 们 有 Bs =0, 故 必 有 hz = Bz. H 
z 的 任意 性 得 A=B. 证 毕 . 


注 6.4.1 引 理 6.4.2 HER REE 1 的 结论 对 n = 2 不 成 
Mw. Bb, + 


此 与 


Wi N BER 2x2 RRR. BA, J+ N ERER N 
与 了 线性 相关 . $ A=aJ,a40,1,M AAT EA MEA 1 的 
假设 条 件 . 

下 耐 我们 刻画 双边 保 算 子 虹 零 性 的 可 如 满 射 更 : B(X) 一 
B(X). 
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定理 6.4.3 bX BRM PF (= RRC) 上 的 Banach 空间 且 
dimX > 3. 如 果 可 加 满 射 更 : BX) 一 Bol X) MWRAFHRE 
性 ， 则 存在 非 零 数 ce 下 和正 的 环 自 同 构 r 使 得 下 列 断 言 之 一 成 
als 

(1) 存在 r- MAM A: X >X 使 得 对 每 个 TT € Bo(X) 
都 有 B(T) = cATA™“}, 

(2) FE r- 拟 线性 双 射 A: X* 一 X 使 得 对 每 个 工 E Bo(X) 
都 有 P(T) =cAT*A 在 此 情形 下 ， 态 一定 自 反 . 
特别 地 ， 如 果 X 是 无 限 维 的 ， 那 么 4 事实 上 是 有 界线 性 或 共 物 
线性 算 子 ， 从 而 更 连续 ， 

证 明 我 们 首先 证 明 Oo 是 单 射 ， 反 之 ， 假 定 存在 非 零 元 Te 
Bo(X) 使 得 S(T) = 0. WT 宕 零 且 容 易 找到 赛 零 算 子 S 使 得 
T+SEN(X). 所 以 OS) = O(T +5) FERSET, FA. 

下 证 ® 双边 保 一 秩 冠 零 性 . 显然 只 需 证 明 更 RRS. 
设 We M(X) WEEK T € AN(X), FAO RH, AKEE 
SEN(X) 使 得 亚 (9) =T. RE ONN+TEN(X) HENSE 
A(X). 由 引 理 6.4.1 AN OMX), RATE ON+S EN(X). 于 是 
BS) + 26(N) E N(X). BRB S| 6.4.1, O(N) © M(X). 
现在 下 满足 定理 251 的 条 件 ， 因 此 存在 非 零 数 cE 于 和 下 的 环 
自 同 构 7 使 得 要 人 么 

G) FE T- 拟 线性 双 射 A: X — X ERIE (z, f)=0 的 
任意 x eX, feX*, A irg f) = cAlz g fja; BA 

(ii) 存在 r- PERM As X* XERE fc, f} = 0 
的 任意 ce X, f E X*, F Plg f) = cA fy a, MAX A 
R. 
特别 地 ， 当 X 为 无 限 维 时 ， 4 是 有 界线 性 或 共 生 线 件 算 子 ， 

容易 验证 每 个 有 限 秩 矢 零 算 子 都 是 某 些 一 秩 土 零 算 子 的 线性 
He. Te FLX)ON(X) ER. BENS files) = 0 的 某 些 
eeX &feXx* G= nAT=S Am fi 则 在 情形 


t=] 
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(i) 中 ， 


S(T) = 》 7A) Br @ fi) = Ser Ale: @ AAT 


i=1 i= 


=c AAs: fi) AT = cATAT. 
i=1 
定义 更: B(X) — BX) HUT) = ADTA. 显然 亚 是 双边 
RSE AT MS. MM MST ARRES RS N, 有 亚 (W) = 
N. ST RER-TARRRSR ST. MRT+N EMEX) M 
P(T + N) = UT) + P(N) = VT) +N E N(X). 由 引 理 6.4.2, 
T=V(T). 接 下 来 ， 我 们 证 明 OT) = cATA™ 对 每 个 Te Bo(X) 


RY. MIT EBX), WT ABBR Sak, 其 中 T, E(X). 
i=1 
因此 


aT) =o (3: az) = 3 ®(a;T;) 
i=l i=1 


=} er(a)AT;,A™ = cda(y》 aT) A = cATA*. 
i=1 i=l 

情形 (2) 类 似 可 证 . 证 毕 . 

如 果 X 是 具有 无 限 重 复 度 的 Banach 空间 {定义 参见 §6.2), 
RNS BX) 上 保 算 子 咒 零 性 可 加 满 射 的 完全 刻画 ， 先 证 明 
下 面 的 引 理 . 

引 理 6.4.4 WE X 是 具有 无 限 重复 度 的 实 或 复 Banach = 
间 ， 则 BX) 中 的 每 个 元 都 可 表示 为 至 多 8 个 平方 者 零 算 子 之 和 . 

证 了 明 AX AF XOX, 因此 BX) 中 的 每 个 元 都 可 表 

0 B 0 0 


示 为 2x2 APR. 显然 形 如 ( ) 和 的 算 子 都 
0 0 C 0 


为 平方 寨 零 算 子 ， 现 在 我 们 证 明 形 为 ( 4 s) ETTEN 
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FRFAT OM. BAX ARAFAT X HAM, AR iw 
形式 为 AGU = A@0@0 田 :… 的 无 限 矩 阵 是 4 个 平方 零 算 子 的 
A. FRAIL AGO 表示 为 具有 无 限 多 AMERS -A 


的 两 个 对 角 矩 阵 的 和 ， 即 把 AONA 写成 形式 为 ( + oo ) 和 


的 算 子 的 和 , 其 中 B= A), 因此 我 们 只 需 证 明 


0 
0 
B 
"p )entereen rane 注意 到 (! 7 Z) 


可 逆 且 其 逆 是 z 1E I Z) 于 是 直接 计算 可 知 ， 


亲人 
(aal aaa) 


由 于 B(X) 中 的 每 个 元 都 可 写成 如 下 形式 


A BY [o B\ fo 0\ (-D 0\ (AtD 0 
(4 al-l ojele Jel 0 sjel 0 s) 
因此 它 至 多 是 8 个 平方 蹇 零 算 子 的 和 .证 毕 . 
定理 6.4.5 2X BARKER RAH eR Banach 空间 
R®: BX) + BX) 是 可 加 满 射 . 则 更 MARAT MRS 
当 曙 充当 存在 非 零 数 ce LEAFE X 上 的 有 界 可 逆 线 性 或 共 本 
线性 算 子 4 使 得 OT) = ATA 对 所 有 的 了 < BCX) 成 立 ， 
要 么 存在 从 X* BX LAAT MRERRARART A 使 得 
P(T) = cAT*A 对 所 有 的 了 <e BX) 成 立 ， 若 后 一 情形 出 现 ， 则 
X 一 定 自 反 . 
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证 明 由 引 理 6.4.4, BX) 中 的 每 个 算 子 都 可 表示 为 至 多 8 
个 平方 零 算 子 的 和 ， 故 B(X) = 8(XX)，、 由 于 具有 无 限 重 复 度 的 
Banach 空间 是 无 限 维 的 ， 现 在 由 定理 6.4.3 知 ， 本 定理 成 立 ， 证 
x, 

注 6.4.2 WẸ B(X) = BCX), 则 7 的 连续 性 有 较 简 单 的 证 
明 (参见 §2.5, 定理 2.5.2 的 证 明 )- SRL, MR 不 连续 ， 那 么 
存在 序列 {An} CC 使 得 An] <2 A Ir(An)l +o. $ {Pu} 是 


B(X) 中 的 正 交 一 秩 等 等 序列 . FAT =} Ph € B(X). 对 任 


n=1 
意 的 no EN, $ z Erng(G(P,,)) 是 单位 向 量 ， 则 由 定理 2.5.2 证 明 
PPOs, OP, Jace. 注意 到 定理 6.4.3 的 证 明 与 + RA 
MERCK, MRA 


I(T} > 8T] = 


ap MPa } (Po)e 
cA (È nr) AAP, AE 
n=l 


= cA Ans Pro A alt = [ef {Anh 


此 与 OT) 的 有 界 性 了 矛盾. PERSEA 6.4.3 中 的 连续 性 依 

OT r 的 连续 性 ， 但 钢 难 仅 出 现在 有 限 维 的 情形 . 

如 果 dim X =n < o, Hae X 的 基 ， 我 们 可 以 把 大 与 可 等 
同 起 来 ， 于 是 B(X) = MF) E B(X) = saf) (KF 上 所 有 和 迹 为 零 
的 nxn 矩阵 的 集合 ). 

推论 6.4.6 ik n3 H:s -sln(F) ERURESE 
阵 的 可 加 满 射 ， 则 存在 F 的 环 自 同 构 r, ERRER A E M,(F) 
以 及 非 零 数 c EF 使 得 下 列 之 一 成 立 ， 

(1) 对 所 有 的 (tij) € sl. (E), P((ti)) = cAlr (ta) At; 

(2) 对 所 有 的 (tij) € sla(F), B((tiz)} = cA(r (ti) A. 

WT, 为 Mi( 四 中 的 单位 矩阵 . 
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推论 6.4.7 we: Mn( 四 — MF) 是 可 加 满 射 . 则 更 双 
边 保 蚂 零 性 当 且 仅 当 存 在 非 零 数 c, F 的 环 自 同 构 r, PARER 
A E MaF) 以 及 可 加 映射 p : FL, 一 MaF) 使 得 


E(t)) = eA(r(ty))A ~ Erler(THIs + p(tr(T)In) 
对 所 有 的 (tis) € 1Mn(F) 成 立 ， 或 者 
B((t)) = cA(r(tis))" A? 一 Er (tr(tiy)) Tn + “ol tr(tis) fn) 


对 所 有 的 (tij) E M.(F) 成 立 . 

证 骨 显然 ， 由 M(E) = Fl, Osl,(F) 及 推论 6.4.6, 结论 立 
得 .证 毕 . 

当 吾 为 线性 上 映射 时 ， 利 用 上 述 结果 ， 不 难得 到 双边 保 老 零 性 
线性 映射 的 刻画 . 


§6.5 BiH) 上 保 多 项 式 零 化 元 的 可 加 映射 


EHAE HA K EA Hilbert 空间 .应 用 $6.3 及 86.4 的 
Het, RNA BE) 土 保 任 意 给 定 多 项 式 零 化 元 可 加 映射 的 
AG. BkeAAKF 1 的 正 整数 . 一 个 肌 射 O RHR (或 双边 保 ) k 
MEZE T* = 0 AA {或 当 且 仅 当 ) B(T)* = 0. BANU), 
M(H) M MND 分 别 代 表 H 上 所 有 有 界 客 零 线性 算 子 的 集合 、 
所 有 有 界 一 秩 圭 零 算 子 的 集合 、 所 有 阶 不 大 于 的 有 界 短 零 算 子 
的 集合 ， 

BUA EEA ARI PR OB SEE AT RT. Fk = 2 的 
情形 ， 我 们 已 在 四 .3 中 讨论 ， 故 皮下 总 假定 大 > 2. SEE FA 
两 个 引 理 . 

引 理 6.5.1 设 k>2 是 一 正 整 数 , H 是 一 有 限 维 或 无 限 维 
复 Hilbert EM, HG NEA (H) 是 一 非 零 算 子 ， 则 下 列 条 件 等 
价 ， 

(1) N € M(H). 
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(2) 对 任意 A € M(H), A+N ¢ Nu(H) 蕴涵 4+2N ¢ N,(H). 

证 明 (1)>(2). it 0 ZN =r8z E M(H), A =0 (A (At 
NY 40. MRA+N EN(A), 则 由 引 理 6.4.1 我 们 有 A+2N ¢ 
NCH), 故 (2) 成 立 . 因此 , TETAK A+N ENH) Rye Ht 
得 (A+N)*y#40. 容易 看 出 ,了 =spanfz Ar, Ate, y, Aye, 
AK-1y]} 是 4 和 六 的 公共 不 变 子 空间 . Sr 为 使 得 Ae =0 的 最 
JERR. HEV 中 取 一 组 基 { Az,- 人 el ,Em}, 则 关 
于 空间 分 解 VY = span{z, Az,- ,47 1z] 四 spanafel ,em Alv 
M Ni ARR 


Alv = Ar Ay ， Ni = Mo M , 
0 A 0 0 


其 中 
00. 00 
10- 00 0 a r- 
0 0 0 
AL 一 0 1 ， 0 0 ; N= . 

0 0 ... 0 0 9 0 0 
HAHN EN(H) WM a = -o 二 ar-1 = 0, ARGAE i > OO 
都 有 六 lv(dlvFPwlv =0. 进而 ， 对 任意 非 等 数 a, 我 们 有 

(Aly +aNly}* 
= al[N|v(Alv)*1 + AlvN|v Aly) 2 +- + (Aly) Ny] 
= a(Aly + Nly)*. 


所 以 (Aly + oN ly)*y = af Aly + Nlv)*y 40, BU (2) 成立. 
(2)=>(1). 用 反 证 法 . 假设 (2) 成 立 但 N € M(H) BH—-KH 
的 . 
首先 考虑 N? 关 0 且 上 > 4 的 情形 .此 时 可 以 找到 五 的 直 和 
分 解 使 得 N 有 和 矩阵 表示 
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N= ( M M ) (6.5.1) 


0 Ng 
其 中 ， NS =070 M 作用 在 3 维 空间 上 生 具 有 和 矩阵 表示 
Go 10 
Mm=/]6 01 
0 0 0 
4 
(4 Su) 
0 —2N3 
其 中 
0 -2 0 
Ai = 0 0 0 
2 0 0 


BR, ACNMA(H),A+N €N,(A), (A (A+ 2N) = 0, FA. 
其 次 考虑 N? 40H k= 3 的 情形 . $ H = kerN, 对 于 
了 = 2,3, 定义 H; 为 ker NI-I 在 ke NI HEZI KFA 
H = Hı $ H: 四 五 8, 我 们 有 
0 N Ns 
N=| 0 0 mw |; 
0 0 0 


其 中 ， Nj: Hja > H; BPH, j = 1,2. 如 果 dim, = 1 W 
dimH = 3， 关 于 一 组 适当 的 基 ， N 其 有 前 面 M 的 矩阵 表示 形 
式 , 取 前 面 的 Al, WAR HEA A tN 不 是 寡 零 的 而 (A 十 2N)? = 
0. 所 以 必 有 dim, > 1. 因为 NN. £0, 故 存在 平方 帘 零 算 子 
T:E > H, 使 得 TNiN; 关 0. $ 
T 2N —2N, 
A=|0 0 0 
0 0 0 
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容易 验证 ， A, A+2N € M(H) (A+ NY £0. 
最 后 考虑 N? = 0 的 情形 . 由 于 六 的 秩 大 于 1, 存在 空间 分 解 
H = H, 0 HB 430 Hs 使 得 


0 M M 
0 0 M 
0 
0 


o o aoo 


其 中 N 和 N, 不 为 0. Bz Hs 使 得 Niz 关 0. 注意 到 ， 对 任意 
M € B( He, Hi), 都 相似 于 算 子 


I M00 I -M 0 0 
ozoof fo 7z 00 
00 0 0 0 FT 0 
90 07 0 0 of 
0 0 Ny NetMN; 

|oo o Na 

Joo 0 0 
00 0 0 


所 以 , 不 失 一 般 福 , 可 以 假设 存在 xz E Hs 使 得 Now = 二 0 但 Nazx #0. 
对 于 大 > 4B, DIELT: H o Wg AS: Bp > H 为 
T=2cON,zM S=z@Nge. TÆ, NoT =0. BM 


0 0 -2N —2N, 

D 0 0 0 
A= 

0 sS 0 0 

T 0 0 0 


AM A+2N SRF AGH), Ri, (At Nye = NP Nar E, 
因此 A+ N¢N(H). 4k=3 it, FEB RA) S € BUH, H) 使 得 
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NISN, #0. BR, HF 


—2N, 0 
0 0 
0 
0 


o co © O 
oO Ww oo fo 
J 


满足 (A+N) 40, fi (4 十 2N)s =0. 证 毕 . 

引 理 6.5.2 OH 是 无 限 维 的 复 Hilbert SM, Bk 是 一 不 
小 于 3 HEWA. 令 A,B E BCH), 其 中 4 FT BREA TA 
rank(A) > 1. 假定 对 任意 有 限 秩 符 零 算 子 T € BH), A+T € 
N,(H) 4 EH B+T eN,(H), W A= B. 

证 明 5138) UA dim ker A = œ H dim(rag(A*)) > 
2. 令 Hı = ker A, H = tig(A*). 关于 空间 分 解 H = H © H2, 有 


4-|( “), s=( my. 
0 0 Bs Bs 
首先 证 明 Bs =0. 假设 不 然 ， 则 有 re He 使 得 Bae = y #0. 
取 一 满足 Cx = -Bar 的 一 秩 算 子 C € B(H2, Hi). MR y= Xx， 
C 
DU set a ET r=(¢ Á ) an. (A+T)? =0 m 
(B +T): = ja, 与 假设 矛盾 ， 所 以 可 设 z Fy 线性 无 关 ， 取 一 秩 


SF D < BCH) a o p) 


D 
(A+TP =018 (B+T)z =s, 了 矛盾， 这 就 证 明了 B, =0. 
下 证 B 是 便 等 算 子 的 常数 倍 ， 如 若 不 然 ， 则 存在 ce Hi 使 
得 z 与 Bix =Y 线性 无 关 . 于 是 可 取 到 满足 条 件 De 一 x 一 y 的 一 
RMSE D EBH) 再 取 满 足 CBsz = -BB 的 一 秩 算 子 
C € B(H2, Hı), BA, AFT = ( A o ) HE (4+T} =0 而 


(B4+T)(e+ Baz) = 1 + Bas, 矛盾 ， 于 是 存在 数 和 使 得 B =A. 
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假设 By A 0, 则 存在 z € A, 使 得 Ba =z 40 取 与 z 线 
性 无 关 的 y € 五, 于 是 可 取 到 秩 一 等 零 算 子 C E BH H) 使 得 
Cy = 二 zx 一 和 x 一 Boy. R-BREBRPAT D EBH: 使 得 Dy =y-z 
HAT = ( i K ) MA (A+T) =0 {E (B+T)(z+y)=z+y, 
这 不 可 能 . 因此 我 们 必 有 B:=0. 又 由 于 B8* = 0, 于 是 也 有 入 =0, 
BB By =90. 

对 任意 ye H, 取 与 y 线性 无 关 的 向 量 x & H, BRAR 
HAF Ce M(H) HC! = 2Q@y. 4 D € B(H2,H,) 是 
WE D'y = -Ay MERMF. MEG T= ( 5 ) 则 有 
(A+T7)* =0, 从 而 也 有 (上 十 T+ =0. 于 是 (Bo 十 D)"y =0. 因为 
y 是 任意 的 ， 故 有 A = B, A= B. 证 毕 . 

定理 6.5.3 HH AK ERAS Hilbert ZH, k 是 不 小 
于 3 的 整数 . 令 更: BH) 一 BK) 是 可 加 满 射 。 则 Oo 双边 保 算 
Fi k 阶 罕有 零 性 当 且 仅 当 存在 非 和 零 复 数 c 和 从 五 到 下 MAR 
可 北 乒 性 或 共 轿 线性 算 子 4 ERRA P(T) = cATA-! 对 所 有 的 
T € B(H) MMU; BA OT) =cAT*A | 对 所 有 的 TE BCH) 都 
成 立 . 

证 明 SEE BH. 如 果 对 某 个 非 零 算 子 Te BR), 
S(T) =0, 则 T*=0. 现在 我 们 可 找到 算 SENKBH) 使 得 T+5 ¢ 
N,(H). 所 以 B(S) = (7 + S) E MK), FA. 

下 证 鲁 双边 保 一 秩 敌 零 性 . 事实 上 ， 我 们 只 需 证 明理 保 一 秩 
SER A. $T E M(H) ER, 我 们 将 证 明 B(T) E MK). WHE 
Rit S ENAK), KR REN, (HE) WE O(R) = 5S. MR S+4(T) g 
MA(K), B&T+R ¢Ng(H). H512 6.5.1, 27+R €.Ng(H). 从 而 
20(T)+5 ¢.Ni(K). 再 次 利用 引 理 6.5.1, 我 们 得 到 G(T) € M(K). 
由 定理 2.5.1, 存在 非 零 数 c E C 和 可 道 有 界线 性 或 共 恩 线性 算 子 
A: HK 使 得 下 列 性 质 之 一 成 立 : 

(i) HEEN s, feH A (z, f) =0, #8 f) = cAlg fA; 
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(ii) 对 任意 的 z,f € H H, (x, f} = 0, B(2@f) = cA S) A. 
ERAS HARKER FMR E-REEAT A. $ 
TE FH)ON(H) ER. M T=) 28 fi 其 中 zi fi € H WE 


+ 二 1 
{za f =0 (4 =1,2,---,n). 如 果 情 形 G) 成 立 ， 则 


(T) =$ (1: @ fi) = J cAr Bf)A! 


i=l i=l 


=e)” A(z; @ fi) AT = cATA™. 
i=l 

EX Y: BH) > B(H) 为 更 (7 = A TO(T)A. BR 更 BW 
RAT k- 阶 赛 堆 性 的 可 加 双 射 ， 进 而 ， 对 每 个 有 限 秩 震 零 算 
FN, E WN)=N. 令 了 是 任意 无 限 秩 平 方 零 算 子 ， 对 任意 的 
N E F(H)ON(H), WE T+N EN, (A), WUE) +N = TT)+ 
P(N) = (TN) E€ M(H). 由 引 理 6.5.2, RIIA T = Y(T). 由 于 
BIH) 中 的 每 个 算 子 都 可 表示 为 至 多 5 个 平方 圭 零 算 子 的 和 ， 故 
对 所 有 的 T, 我 们 都 有 OT) =T, 从 而 B(T) = ATA 对 所 有 的 
T € B(H) 成 立 . MRA (ii) 成 立 , 则 类 似 地 有 OL) = cAT* A 
WET Te F(AH)NN(H) 成 立 . 定义 更 如 下 , 对 任意 的 T€ BUA), 
W(T) = (c ATIPTA)", WY 是 可 加 双 射 且 双 边 保 具有 笑 零 指 
RAAT k HERET, PUT) = 工 对 所 有 的 工 成 立 ， 故 
P(T) = cAT*A-! 对 每 个 荆 e B(H) 成 立 . 证 毕 . 

由 定理 6.5.3 和 定理 6.4.5 立 得 下 面 推论 .， 

推论 6.5.4 设 互 和 上 K 是 无 限 维 复 Hilbert ZE, k 是 不 小 
于 3 的 整数 $ 更 : BH) > B(K) 是 可 加 满 射 ， 则 下 列 条 件 等 
价 ， 

(1) 更 双边 保 算 子 的 天 阶 短 零 性 ， 

(2) & 双边 保 算 子 的 寡 零 性 

设 f(t) = {t-t e (t-t) 是 一 复 多 项 式 且 deg(f) =k > 2, 
Ht, TUABBRER. + 更 : BH) 一 BK) 是 双边 保 
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SH f(t} 的 算 子 的 可 加 满 射 . 我们 验证 DS MOR eRe. + 
N € B(H) 是 具有 知 零 指标 为 "(< 不 MBSR ST, WEE 五 的 
直 和 分 解 A=H08,6---OH,, 使 得 


0 Nz Na … Nr 
0 0 Ns … Nar 
N=|: :; : = 
0 0 Noir 
0 0 0 
如 果 
tT 0 0 
D tel 0 
0 0 - tf 


则 对 任意 的 有 理 数 o, f(A+ oN) = 0. 所 以 对 每 个 有 理 数 a, 都 
有 f(A) + a(N) = 0， 耐 此 蕴 洱 所 有 的 有 理 数 都 是 多 项 式 

= f(®(A) + 20(N)) 的 根 ， 于 是 算 子 多 项 式 q(t) 的 每 个 系数 
都 等 于 0， 特 别 地 ， 此 的 系数 为 0, 从 而 BN) = 0. 假定 对 
某 个 M € B(H), O(M)* = 0， 如 上 我 们 可 找到 C c BKK) 使 得 
FfC+oE(M)) =OMMAM ae C Me. P HWE 
D € BUA) 使 得 BD) =C. 于 是 f(D + aM) =0 对 每 个 有 理 数 a 
Rac, k M* =0. 

下 面 是 本 节 的 主要 结果 . 回顾 一 下 ,对 于 复 多 项 式 f(t), 2Z(f) 
代表 了 的 所 有 等 点 的 集合 且 Gf) = {A EC {0} A207) C E 
显 见 如 果 Z2 fA {0}, 那么 CO) 是 单位 圆周 的 有 限 乘 法 子 群 ， 这 
样 对 某 个 正 整 数 k, G(f) = {A € C] A* = 1}. 如 果 ZS) = {0}, BI 
如 果 fe) =e", 则 GU) =C\{o}. 

定理 65.5 2A MK 是 无 限 维 复 Hilbert SAA f(t) 是 一 
复 多 项 式 ， deg(f) > 2. 4}: BH) -> BK) 是 可 都 满 射 ， 且 对 
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每 个 一 秩 禾 等 元 P 都 有 BCP) C COP) RE. WS RAF 
化 f(t) 的 元 当 且 仅 当 存在 非 堆 复数 ee GCS) MAR TBR 
HRS A: H — KK 使 得 要 么 OT) = cATA 对 所 有 的 
T € BH) 都 成 立 BSA OT) =cAT*A 对 所 有 的 了 E BCA) 都 
成 立 . 进而 如 果 deg(f) > 2, 条 件 BCP) c CELP) 可 去 掉 . 

证 明 由 定理 前 的 分 析 及 定理 6.5.3 和 定理 6.3.4 立 得 . 证 毕 . 

对 于 线性 的 情形 ， 我 们 有 

定理 6.5.6 HHA K 是 无 限 维 复 Hilbert 空间 ， f(t) 是 
复 多 项 式 满足 deg(f) > 2， 则 线性 满 射 $: BIH) > B(K) 双 
WRB f(t) 的 元 当 且 仅 当 存在 非 党 复数 ce G{f) 和 可 逆 算 子 
A € B(H,K) 使 得 要 么 OT) = eATA-! 对 所 有 的 个 € 8(HY A 
立 ; B24 G(T) = cAT A 对 所 有 的 了 < BA) Miz, RT 
RET 相对 于 A 的 任意 给 定 基 的 转 置 . 


86.6 ” 保 谱 半径 的 可 加 映射 


设 X EH Banach 空间 且 了 <e BCX). 用 r(T) BART 的 谱 半 
径 . 本 节 利 用 第 四 节 的 结果 给 出 BX) 上 保 诺 半径 可 加 映射 的 刻 
画 ， 容 易 验证 ， 对 于 了 E 8B(X), xz € 于, 了 EX* BAG oT), 我 们 
A rAco(T+2@f) SBS (A-T)'s, f) = 1. 本 节 我 们 将 不 
加 说 明 地 应 用 这 一 事实 . 

定理 6.6.1 4 X #8 Banach 空间 且 dimX > 3. 假定 可 
加 满 射 更: BX) > BCX) 保 谱 半径 ， 即 对 任意 的 工 E BX), 有 
r(B(T)} = r(T), 则 存在 满足 |c| = 1 HE% c HARA 

(1) 在 在 线性 或 共 固 线性 有 界 可 送 算 子 A: X + KER 
(T) = cATA-!1 对 每 个 卫 E B(X) Ry; BA 

(2) FEREREBRHAR MARS A: X* 一 X 使 得 
S(T) = cAT*A | 对 每 个 了 E BX) 成 立 . EMT, X aE. 

证 明 我 们 分 几 步 证 明 ， 


第 一 步 RHH. 
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BEHAT TAO, OT) =0 取 zeX 使 得 y=Trz 关 0. øK 
为 r(T) = 0, 因此 {y,0} 线性 无 关 . & V Æ span{e,y} Æ X AM 
闭 补 子 空间 . 设 Ne BX) WE Ne= Ny=c—y AMF ve Vv, 
Nv = 0, Wl N? = 0, Wit r(O(N)) =0. 另 一 方面 ， (T+Njze=2 
AB r(P(N)) =r (O(0 +N) =r(T+N) > 1, FĀ. 

第 二 步 FERE lel = 1 的 复数 MAMMH Rh: COC 
使 得 疡 到 疏 的 限制 是 桓 等 映射 ， 且 对 每 个 AE 人 IAA = | 计生 
BOT) = chfAyl. 

首先 证 明 O(CI) CCl. BR, RNARIEMMERH ACC 
及 对 每 个 z < X, BAe Mx 线性 相关 ， 假 定 对 某 个 z  X, 
下 (2 站 2 和 r 线性 无 关 . 令 W E span{z, BAD) 的 闭 补 子 空间 . 
取 Xo ER ER Ao > JA). EX M € BUX) 如 下 ， 

Ma = Agz — (XTYz, 
M(®(ADz) = Adz — Ap DAL) 2, 
Mw =0 Yw € W. 


显然 M = 0. 因为 更 是 满 射 ， 存 在 某 个 R EBX) 使 得 r(R) = 0 
H M = (R). AT (A+ BR) = JA) = raar + M). 但 这 与 
(D(A) + M)z = Mr FEB. 

于 是 对 某 个 复数 c, 我 们 有 OU) = cl. HAS REFR, 2 
有 lei = 1. 进而 我 们 可 得 可 加 映射 h: C > CER BOAT) = ch(A)Z 
H AA = [Al 不 难看 出 ， AOA) = A RE AR 成 立 ， 应 用 上 
面 的 讨论 于 O71, Bah BM. PERH, Wee 1, 从 
而 (AD) = RAM. 

第 三 步 $a(T)= fA] Ac o(T) H JA = rT), 则 对 每 个 
T E B(X}, 都 有 x(O(T)) = A(x(T)). 

FER A € aT), BATH r(8(T + AD) = r(T + AZ) = 2A} = 
"(二 (了) + ROAD). REE a € o(@(T)) 使 得 |a + ROJ = 24A] = 
2|h(A)|. BA AST) = 7(T), RHE jaj < [A], E e = ACA). 这 
FF R(A) € o(@(T)) 且 JAQA)| = r(@(7)), 因此 RA 和) € #(@(T)). 此 
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Rw h(x(T)) C x(G(T)). 因为 更 保 谱 半径 ， 因 此 也 有 r(Z) 2 
A-*(n(@{T))). 故 (更 (7 = h(r(T)). 

SOS 设 5 € BX) 使 得 对 某 个 天 二 2 有 5S* = 0. WH 
T € F(X) MB TOT =0, á = 0,1,2,---,k-1, 其 中 Q = G3), 
WW rAQ* + TQ! + QTQ*2 +. QT) =0 HHP AEC 
立 . 

& By = TQ- + QTQ- +--+ QHT H B= Q*. BK 
B, € F(X), r(Ba) = 注意 到 ， 对 任意 的 入 EC B + AB, 的 谱 
EAEE T RE 0, 从 而 o(B1 + 和 XB2) 是 A 的 连续 集 
fi oH (例如 ， 参 见 [9; Corollary 3.4.5]). 故 r(B, + ABs) ÆC E 
连续 . 

因为 -TTAQ)* = r((T+AQ)*), T? = TQT =--- = TOT = 
0, 所 以 r(T 填 AQ) = pA tr(B +ABa). 对 于 Al 21, à= r+is, 
EF r,s €Q, 我 们 有 


r(T + AQ) = Mr(E ATIT) + S}* = Afra HATIT) + S}*). 
注意 到 S* = 0, 于 是 
r(T + AQ)* = |AlFr(Ao(A) + Ar(A) + +++ + Ana), 
其 中 
4o(A]) = 6-717), 
AL (A) = E-HATIT) -iS + OAT) PSO (AT) 


十 … :十 Set Tr}, 


Agi (A) = S267 717) + + OFA TSE, 
故我 们 得 到 


[AJET {Bi + ABa) = JAJE r (Ao (A) + A1 (A) +--+ Ara ()), 
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而 此 药酒 
r(By + AB2) = |Alr(Ao(A) + AtA) + :+ Agi) 
< AACA + ALDI + + 142)D: 
令 半 =maxfjl 亚 (更 GZ) 上. 则 对 于 了 = 0,… ,此 一 1 我们 有 
A TS 
fist 
oe) 
= |Al(r? + s?) hr @-1(7) - a@ (AT) [4 
< SAN? + E rE THN + [lsd THY? 
= JA? + PECETA + sl TIDE? 
SAI? + s? Eir] + eE end 
SJA? + 8?) 82°97 (r? + y T nki 
= 2 nki (p24 s2) -ktt +} 


k-i - . kej . 
一 2 7 neilA tft < 2 3 nki, 


天 一 了 


= [Al 


因此 
NA (AM = JAIE HATETYEE Si + + SIS TAIT) 让 
< |A\C{O-N AAP) S| 


< j2 F nijs 


A 
k-1 
r(By + AB) < >> cja nt |, SH), 
j=0 
A k(K-—1)---2-1 
Ci = oe 
其 中 F121 (kjk ji—1)...2.1 务 一 方面 


对 于 AL < 1, RNA r(Bi + ABs) < [Bill + (Bel. 令 
G= {AE C| =r+isn rs € Qh. KRNLAUHMT MK 
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A r(Bı+AB2) 在 各 上 的 限制 是 有 界 的 . 现在 由 r( Bl 十 XBa) 在 
C 上 的 连续 性 易 知 入 一 r(Bi 十 AB2) EC LAR. 由 命题 1.2.2 知 
BABE RAM BA, DLE HA AH Liouville 定理 1.1.10, 
我 们 有 r( Bi +ABa2) = 7(BI) 对 每 个 和 EC 成 立 . 又 由 于 BT =0, 
容易 验证 ， 对 某 些 X; E BX), 


B? 二 (TQ*-!1 十 QTQ*-? + QTQ 十 -十 QIT}? 
= X,_2TQ*-? + X,_3TQ*-3 ++ XoT, 


因而 B2QT = BIT = 0. HT, HAm Y; € B(X), B 具有 
形式 

B? = Yp- TQ ?+...+ YoT, 
故 BIQ?T = BQT = BIT = 0. 重复 这 个 过 程 , 我们 得 到 Bit = 
0. 所 以 对 每 个 入 EC, r(B, + AB) = 0. 

PH WS < BX). mMEtHPp ke > 2, S* = 0， 则 
(5)?*-1 = 0. 

与 定理 4.6.1 证 明 中 的 第 二 步 相同 ， 故 从 略 ， 

SAS AAG 也 保 谱 半 径 ， 因 此 事实 上 ， 我 们 已 经 证 明 
了 和 MRR. 现在 应 用 定理 6.4.3, 存在 非 零 数 d 和 C 的 环 
自 同 构 r 使 得 下 列 性 质 之 一 成 立 : 

(i) 存在 7- 拟 线性 双 射 算 子 A : X 一 三 使 得 对 每 个 下 E 
Bo(X) 都 有 BT) = dATA”; 

(ii) 在 在 r- 拟 线性 双 射 算 子 A: X* 一 X 使 得 对 每 个 Te 
BolX) 都 有 S(T) = dAT*A?, 其 中 BX) 代表 所 有 窗 零 算 子 的 
线性 张 . 

因为 r(AT) = r(B(AT)) = r(7(A)O(P)), 故 对 任意 的 和 A€ C, 
|r(Ai = [A]. 于 是 7 连续， 从 而 要 么 7A) = 入 对 所 有 的 入 EC 成 
立 ; 要 么 7( 和 = 让 对 所 有 的 入 EC 成立. Ho KEMERES 
知 ARR. 如果 情 形 G) mar, 2M VU: BX) -> BX) mF: 


WT) =A7G(T)A, VT 6 B(X); 
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WE (ii) 成 立 ， 则 定义 ©: BX) - BLX) 如 下 : 
PT) = KADIT A Y K, VT € B(X), 


Apa BX AX 的 自然 内 入 TERIH E, T 都 是 保 谱 
半径 的 可 加 双 射 ， GU) = 了 上 县 P(N) = dN MRP REBT 
N E BX) BEZ. Rob, RIE, BAN Te BX), 
m(U(T)) = A(a(T)}; BAM T € B(X), r(¥L)) = kir{T)). 
只 要 我 们 能 证 明 d = 1 且 对 每 个 了 了 & BX), UT) =T, 则 可 完成 
定理 的 证 明 . 

Ate RIRE, d= 工 且 对 每 个 一 秩 知 等 元 P, UP) = P. 

&cOf 是 一 秩 寡 等 算 子 , 于 是 (z, 办 = 1. 如 果 工 与 亚 (r 四 力 z 
线性 无 关 ， 则 Vtz g fjr = artz, 其 中 ，a = (xr, f) eC if 
OAz € kerf. Bge XK 使 得 (zg) = 0 m (gpl w 
w= Wize fiz, MEIA w = pe +yz +u, EP B= tw, f), 
y= (wig) fl u= w -pax — yz E kerf Nkerg. > 


4= (2— a)(2 — 7) — 8, 
N =d (fr — u) gg, 
A=N+2@f. 


ER, N?=0, 从 而 有 P(N) =dN, (A) 二 于 (zx 久 用 十 dN. TE- 
D(A)((2—y)e+z) = 2{(2-7)z +2). 另 一 方面 , 由 于 A= A’, 
们 有 r(A) < 1. RPF RRM, MES-KRESRT xz @ f, 都 有 
T(r fe H r BAHR, MEE Asy EC HE U(r fz = Az, pe. 

Ray eX A fig © Xt 使 得 (wf) = yg) = 1, (2,9) = 
y, fp=0. FH rOg y@f 以 及 (x 一切 名 (J +g) RASH. 
因为 


r@f-y@g=yOf-r@gt (e—-y) 8 (fF +g), 
元 有 
U(z @ f) — Bly @ 9) = d(x @ f -yg g). 
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由 此 推出 
V(r ® f)y = Aygy — dy. 
Alt, SEM RRSH TF cof 以 及 ye kerf, 向 量 Vic ® fly 
落 在 8 张 成 的 一 维 子 空 旬 中 . FH, GeO 月 在 kerf 上 的 限制 
是 恒 等 算 子 的 常数 倍 . 
总 结 上 述 论 证 ， 对 任意 一 秩 徊 等 元 P, FE Ap, up EC 使 得 
Ap Zup H E(P) = ApP+pp(l—P). 特别 地 , BAA oP) = 
{Ap, np}. 因为 "(名 (也) = xr(P) = {2(D}= {1} (或 zn( 了 (PN) = 
h(x(P)) = {h(1)} = {1}), 因此 要 么 Xp 二 1 且 |ar| <1 BH 
Bp =1 H |Ap| <1. 进而 ， 
{-1,1} = a(f — 2P) = aA({1,-1})) 
= A1, —1}) = "(I — 20(P)) 
C a(l — 24(P)) = {1 — 2Ap,1— 2yp}, 


故 {-1,1} = {1 - 2Ap,1— up}. MA Ae = 0 或 者 up = 0, 

WZA T(P) = PBA UP)~I-P. 现在 令 P 和 @ 是 满足 

PQ = QP = 0 H-RESH. 根据 上 面 论证 ， 我 们 有 更 CP) 一 

TQ) =d(P-Q). 由 此 易 知 ,要么 于 (P) = P,Q)=@ 且 d=1 

TA PP} =I- P, WUQ)=!1-QAd=-l. Ri, MRE 

者 发 生 ， 则 有 WP +Q) = 27-(P+Q), MHF dinX > 3, & 
=(P+Q)=r(O(P + Q)) =2, 导致 矛盾 ， 

第 八 步 ”对 每 个 Te BX), U(T)=T. 

Benet Te BX) 以 及 某 个 非 零 向 量 ee X,Te=2. 给 
ACCME IA > ITI, 我们 有 (AMT- 人 -lz = oe. RS EX t 
# (a, fy =1. WA € off +pr@ f) 4A (o(AI-T) tE, f) =L. 
MAH=1lt+p. 因此 l 


o(T + az @ f) E {A ECJA] < IPI O {1 + g}. 


如 果 (el > max{iiTU + 1, ETH +1} H p EQ, W 1+ pEr + 


nz), h+ =k +u) =1+p€ RT)+ ur. 特别 地 ， 
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l+peo(U(T)+ycef), 于 是 我 们 有 wf(T4+pul—-¥(T)) r) = 
即 
PUT 一 (到 (下 -— 2))412) = 1. 


由 于 函数 内 一 wf((el—-(O(T)—-2))*2) 解析 且 上 面 的 方程 对 满足 
jel > max{|[T|}+ 1, J@ + 1} 的 所 有 pe 成立 于 是 对 满足 
jel > max{l[T|] + 1, 8T) + 1} 的 任意 we CR — (G(T) - 
站)-1z) = 1, 即 


Sof (E) — Da) = 1. 


所 以 FET) — Dx) = 0, Bl f(U(T)z) = 1. 

HEBE g © X* A g(a) = 0, M @(f+g)) =1 Bw (f+ 
g(UT)z) = 1, A HVT) = 0, HU x 和 于 (了)z 线性 相关 ， 又 
WA f(e)=1 E f(T)z) = 1, 因此 亚 (T)z = z. 

对 任意 y CX 以 及 Te BX), 我 们 将 证 明王 (T)y = Ty. > 
z = Ty. 

情形 1 9 与 z 线 性 无 关 . 取 fe 久 * 使 得 f(y)= 1 Af =0. 
MF =(y-z)\@f -RE Ae (F) = F H (T+F)y = y. 
 W(T + F)y = y, 即 E(T)y =z. 

情形 2 z=0. 取 了 EX 使 得 Fo)=1. 则 已 =Yy@F 是 一 
Ra So. 因此 更 { =F ATH Fy = y. MOT + Fy = y, B 
(Ty = 0. 

情形 3 对 某 个 非 零 数 入 EQ zady. Mue X, fig e X* i 
f(y) = 1, flu) = oly) =0 H gla) = 1-2. H uef -Aeg 
和 (1—Ajy—u) @ (f+) RBERSRT. RNG 


B((1—A)jy@ f —u@g) 
= (ues f—(L-Ajy@gt (1-Ajy—u) @(Ff +9) 
=u@f—(L-AjyOgt ((1—-Aly—4) OF +g) 
=(1-A)jy@ f—u@g, 
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HE (1-A S )y = B(u@g)y+ ((1-A)y@ f -ugoy = (1—A)y. 
由 于 (T+(1-A)y® fu = y, FH U(T)yt O((1- Ay @ fy =y. 
这 就 证 明了 U(T)y = Ay =z. 

综 上 所 述 ， 对 任意 的 了 € B(X), RNA WT) =T. 证 毕 . 

注 6.6.1 考查 定理 的 证 明 ， 不 准 看 出 ， 定 理 6.6.1 在 标准 算 
FARR WS HE te E h. 


86.7 Æ W 


$6.1 和 $6.2 主要 是 Hon, Hou [115] 中 的 内 容 ， 无 限 重复 度 
Banach 空间 的 概念 属于 Hadwin Lunch Bunch [86]. 文献 [28] 中 已 
iE, MB) 到 自身 的 保守 等 性 线性 双 射 要 么 是 自 同 构 要 么 是 反 
自 辣 构 ， 其 中 是 复 Hilbert 空间 .而 [173] 中 则 证 明 ， BCH) 上 
的 一 个 线性 满 射 双 边 保 7- 短 等 性 当 和 且 仅 当 它 是 数 1 的 某 个 (r 一 1) 
SRSA MARR BPI. $6.2 中 定理 6.2.2 推广 了 [28], 
[173] 中 的 已 知 结果 ， 甚 至 对 于 Hilbert SABRI. 

§6.3 和 §6.5 W É Bai, Hou [14]. 对 于 线性 英 射 前 情形 ， Semrl 
[189] 在 附加 条 件 间 保 单位 性 的 假定 下 获得 定理 6.3.5 和 定理 6.5.6， 
此 时 , 当然 有 c= 1. 引 理 6.5.1 和 6.5.2 及 其 证 明 本 质 上 属于 Šemrl 
[189]. 结合 定理 6.3.4 的 证 明 , 与 线 姓 情形 的 结论 相 比 较 (定理 6.3.5 
和 6.3.6}, 下 列 猜测 是 合理 的 . 

猜测 6.7.1 BHA K 是 无 限 维 Hilbert Sia. > & : BUH) 一 
BK) 是 连续 可 加 满 射 ， 则 多 保平 方才 零 算 子 当 且 仅 当 存在 非 零 
Z c 和 从 H 到 K HAART MRAERRARERT 4 使 得 要 么 
(T) = cATA-! HAA T e BCA) 成 立 ; BA O(T) = cAT* A 
对 每 个 了 < B(H) 成 立 . 

需要 指出 的 是 ，66.3 和 86.5 中 结果 的 证 明 方法 对 一 般 Banach 
空间 的 情形 不 适用 . 这 是 因为 存在 一 个 Banach 空间 X, 使 得 B(X) 
LASS ORR. TETA, M =spanNx(X) 是 B(X) 


的 真子 空间 . $ 0: BX) 一 BX) 是 双边 保 仪 化 多 项 式 f(t) = t 
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的 元 的 线性 满 射 ， 则 更 也 是 从 1M 到 M 的 满 射 . 用 这 里 的 方法 只 
能 确定 Dla 的 结构 ， 而 我 们 无 法 了 解 该 映射 在 M 之 外 的 足够 信 
息 . 

86.4 和 §6.6 则 取材 于 Bai, Hou [15]. Bo(X) Lid RRS 
的 线性 映射 以 及 B(X) 上 保 谱 半径 的 线性 映射 之 刻画 先前 分 别 被 
Semrl [187] 以 及 Breger 和 Šemrl [29] 获得 . 引 理 6.4.1 和 6.4.2 的 
证 明 以 及 定理 6.6.1 EP RS ROAR AT 
献 . 

自前 还 没有 得 到 BX) 上 谱 有 界 可 加 满 射 的 具体 刻画 (参见 
$4.6). 我 们 猜测 

MM 6.7.2 WX 是 无 限 维 复 Banach FH. 4 ©: BX) 一 
BX) 是 可 加 满 射 ， 如 果 更 APR, MES OF) = 0 对 所 
有 的 有 限 秩 算 子 Fc BX) 都 成 立 ， 槛 么 存在 非 零 数 c MX 上 
ARRERA 4 使 得 S(T) = cATA 对 每 个 
TE BX) EEX RAREZA MARTERA 
WF A: X” X 使 得 aT) = cAT*A-1 对 每 个 了 E BX) 都 成 
SE. l 
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第 七 章 ” 套 代数 上 的 线性 映射 


前 面 儿 章 所 水 及 的 算 子 代数 都 是 半 单 的 甚至 是 素 的 ， 然 而 ， 
许多 重要 的 算 子 代数 不 是 半 单 的 ， 套 (nest) 代数 就 是 人 们 熟知 的 
一 类 ， 本 章 将 集中 讨论 套 代 数 上 的 线性 保持 问题 . 

第 一 节 讨 论 作用 在 Banach 空间 套 代 数 上 保 秩 一 性 的 线性 映 
射 ,并 给 出 在 各 种 情形 下 保 秩 一 性 线性 映射 的 结构 . 当 从 是 Hilbert 
空间 H 上 的 有 限 套 时 ， 我 们 得 到 相应 套 代数 上 保 秩 一 性 线性 映射 
更 加 具体 的 刻画 . 作为 第 一 节 保 秩 一 性 线性 映射 结论 的 应 用 , 第 二 
节 讨论 套 代 数 上 的 自 同 构 与 局 部 自 同 构 。 首 先 证 明了 两 个 套 代数 
ZABAN (或 反 同 构 ) 是 空间 的 ， 并 且 得 到 两 个 套 代数 同 构 (或 
反 同 构 ) 的 充分 必要 条 件 ， 刻 画 了 套 代 数 上 弱 连 续 的 满 的 局 部 自 
同 构 , 特别 地 , 证 明了 作用 在 Hilbert 空间 上 的 上 三 角 算 子 和 矩阵 代 
数 的 自 同 构 是 内 的 . 我们 也 证 明了 当 N 是 Hilbert 空间 H EK 
原子 套 时 ， 相 应 套 代数 ARN 上 的 每 个 弱 连 续 的 满 的 局 部 自 同 构 
是 自 同 构 ， 第 三 节 讨论 套 代数 上 完全 秩 不 增 的 线性 映射 ， 从 而 在 
套 代 数 的 情形 肯定 地 回答 了 82.2 中 的 问题 2.2.1. 第 四 节 刻 画 原子 
套 代 数 上 保守 等 性 的 线性 映射 ， 第 五 节 讨论 原子 套 代数 上 保 等 积 
的 线性 映射 ， 第 六 节 刻 画 原 子 塞 代数 上 保 多 项 式 零 化 元 的 线性 映 
St. 设 f 是 一 首 项 系数 为 1, 常数 项 为 零 ， 没 有 重 根 且 次 数 大 于 1 
的 多 项 式 ， 本 节 讨 论 了 从 原子 套 代 数 到 其 自身 保持 零 化 f 的 元 的 
绚 连 续 线性 双 射 ， 其 次 ， 也 给 出 了 从 原子 亦 代 数 到 BH) 的 任 一 
弱 闭 子 代数 的 保持 零 化 的 元 的 弱 连 续 线性 映射 的 刻画 .第 七 节 
刻画 极 大 原子 套 代 数 上 保 数 值 域 闭 包 的 线性 酉 射 ， 同 时 还 给 出 原 
子 套 代 数 的 对 角 代 数 上 保 数 值 域 闭 包 的 弱 连 续 线性 满 射 的 结构 ， 
在 第 七 节 的 基础 上 ， 第 八 节 讨论 极 大 原子 套 代 数 上 保 数 值 半 色 的 


线性 映射 ， 也 讨论 了 原子 套 代 数 的 对 角 代 数 上 保 数值 半径 的 弱 连 
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续 线 性 满 射 . 

AB ORE X AY (8 HA K) 是 数 域 F (AKAA R RA 
数 域 C) 上 的 Banach 空间 (或 Hilbert 空间 ) AN AM 是 分 别 作 
HEX AY HAK) 上 的 两 个 套 AlgN 和 AgM 分 别 代 
PAIN ERR. $ AgrN =AleNOF(X) 是 AlgN 中 所 有 有 限 
秩 线性 算 子 的 集合 . 对 于 NEN, 令 NN_=V{MEN|MCN)}, 
Nt 二 A{M EN |NC M}h 其 中 符号 “CC ”代表 集合 之 间 的 
真 包含 关系 .定义 0 =0,X, =X. HNAX 的 闭 线性 子 
空间 ， 对 于 A E 4 令 An 代表 4 到 子 空间 N 上 的 限制 . 对 
任意 的 zz E N, $ NL = {fe X* | lz, f) = 0}, 其 中 (PR 
RZA Er 点 的 值 ， RS DN) = UN EW|N_ ZX} 
DN) = ULNA | NEN,N 40}. HERS, WRN BX LB 
E, MANT = {N+ | NEN} Æ X EE. 符号 GLAIN) 代 
E AN 中 的 可 逆 元 群 . WHEN NEN, ce N Age NA, i 


LY ={z@f|fENz}, RY ={y@g|y EN} 


$7.1 RAR TEAR ERY 


本 节 总 假定 W ALM 是 分 别 作用 在 Banach FM XAY 上 
的 两 个 套 ， AlgN 和 AgM 分 别 代 表 相 应 的 套 民 数 ， 

设 更 : AlgzN 一 AlgzM 是 线性 映射 . 对 任意 的 下 EAlgrA， 
如 果 rank(F) = 1 MH rank(O(F)) = L, KS Rik MR 
rank(®(F)) =rank(F), KO 保 秩 ， 本 节 讨 论 套 代 数 上 操 秩 一 性 线 
性 映射 的 结构 . 

51 7.1.1 eo: Algz(A) > BY) 是 保 秩 一 性 的 线性 映 
射 ， 则 下 列 之 一 成 立 ， 

(1) 对 任意 的 NECN 以 及 任意 的 x EN, 存在 Wz)EY 使 得 
D(LF) C Lyte); 

(2) SHEEN N eN 以 及 任意 的 x EN, 存在 g(z) € Y* 使 得 
(LY) C Raz): 
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证 阴 分 两 步 证 明之 . 

第 一 步 ” 取 定 MEN, HS zo E M. WEE yo EX 使 得 
DLM) C Ly, 或 者 存在 go € X* 使 得 OL") C Ro. 

RAH A dimo(L!) = 1 4AM4 dimMt = 1， 充 分 性 显 
然 ， 下 证 必要 性 ， 因 为 dim®(LM) = 1, 因此 对 任意 的 fe ML, 
有 dlro Q f) = a(f)yo @ go. 如果 dimM+ > 1, 则 存在 线 件 无 关 
的 元 fi, fe E MI 使 得 relefi- alah] 是 秩 一 算 子 ， 但 
Pie @ (af fi) fe — a(fa)f)] = 0, 与 更 保 秩 一 性 矛盾 . 

故我 们 可 假定 dimM+ > 2. 如 果 (LM) CL, 和 (LM) C 
Ry, 都 不 成 立 ， 则 存在 fi, fo E M+ 使 得 Geo Ofi)=21@9 E 
(xo Q fz) = z3 Q ga, 其 中 {zr1, ca} 和 {g1, go} 是 两 个 线性 无 关 
的 集合 ， 所 以 zi @gatr28g 是 秩 二 算 子 且 tiol + fl = 
æ, Ogi +228 go. Mit Pleo @ (A + f) RAK, FB. 

第 二 步 ” 如 果 DLH) C Lyo, 我 们 将 证 明 引 理 中 的 情形 (1) 成 
ME. 

首先 证 明 对 任意 的 x E M, HOLM) C Lye &M = 
{x E€ M | (LM) C Lyh Ma = {x € M | OLB) C Ryp A 
dim®(E“) > 2}. 不 难 验证 MIU Ms = MM 且 MNM =6. 因此 
只 需 证 明 M= 0. 否则 存在 非 零 元 x1 E M 使 得 对 某 个 gn € X*, 
A BLE) C Ry. 显然 totzi € M, 所 以 要 么 zo 十 zi E€ M2 要 
么 zo 十 Ti € Mi WẸ rots E Mo, 那么 对 菜 个 gz E€ X* 以 及 
任意 的 了 Ee ML, 有 到 [oo 十 21) S) nl) Da 办 为 对 任意 的 
fe Mt, 都 有 blr Of) = yo 3 gl) E Pl S fl =n(f/)@a, 
因此 ugo tnl On =wlf) Soo. HF z EM, 故 对 某 个 
fe M+, A wll) 和 yo 线性 无 关 ， 于 是 存在 5 Ee C 使 得 g = bg. 
从 而 go(f) E {oq |b € C}, WAR dim@(LM) = 1, 与 假设 矛盾 ， 
如 果 zotz, E Mi, BWA dimb(LM) = 1, 又 一 次 得 到 矛盾 . 
故 必 有 My = 外 

任 取 N E€ N, 并 假定 dmN2 > 2. 下 证 对 任意 的 ze NN, 有 
OLE) C Lye). MBL, 如果 MCN, I (LE) C BLM) S Ly. 


现在 由 前 面 的 证 明知 ， 对 任意 的 > € N, 都 有 OLN) C Lya 如 
E N G M, 则 对 任意 的 ze N, (LE!) CaN) 因为 对 任意 的 
z E N, HLM) C Lya) H dim®(LM) > 2, 因此 对 任意 的 ze N, 
有 HLY) s Lyx): 

如 果 BLM) C Rp: BH ATE S| RAE (2) 成 立 ， 证 
HE, 

引 理 7.1.2 设 更 :AgrN > BY) BRR, WS RR 
一 性 当 且 仅 当 下 列 之 一 成 立 : 

(1) 存在 单 射线 性 变换 4 : DIN) + Y MC: DAN) > Y* 
使 得 对 所 有 的 2 @ f cAlgrN, (2 @ f) = Ax @Cf. 

(2) 存在 单 射线 性 变换 A: DON) > Y MC: DN) Y* 
使 得 对 所 有 的 2 @ f cCAlerNV, O(2 @ f) = Af Cr. 

(3) FFM EAB TR-BF LAS MAR AC): Alger 
> Y* 且 存 在 向 量 yo CY 使 得 对 每 个 了 cAlerNV, PT) = yo ® 
MT). 

(4) 存在 满足 在 每 个 穆 一 算 子 上 非 零 的 线性 映射 i): Alger 
>Y HHH p EY* 使 得 对 每 个 了 Alec N, O(T) =4T) 8 
go- 

证 明 如 果 引 理 7.1.1 的 情形 (1) 成 立 ,我 们 将 证 明 引 理 7.1.2 
的 结论 (1) 或 (3) 成 立 . 

HA1 WẸ dimfy(s)|czeN,NEN}=1, 那么 引 理 7.1.2 
的 情形 (3) 成 立 . 

Aw dim{y(z) |z E N, NEN} =1, 因此 存在 yo CY 使 得 
ylz) = a(z) H Elz BF) = y(t) @ g2(f) = yo Q a(z)ge(f), 其 中 
afz) 是 依赖 于 e 的 复数 ， 定 义 线性 映射 MX :J{LN|IN EN,xE 
N}-+Y° ER A(z @ f) = alz) f) 则 对 任意 的 z@ JeAlgrN， 
我 们 有 Bz @ f) = yo @ AT f). 

断言 2 如 果 dim{y{2) | zE N,N EN} > 1, W3 7.1.2 中 
的 情形 (1) 成 立 ， 

对 任意 的 WE W 及 任意 的 z E N, 定义 线性 映射 ga: N+ 一 
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Y* 为 O28 f) = yl) @gclf). 我 们 断言 dim{g. |x € N} =! 
事实 上 ， 可 假定 dimN > 1, 故 可 找到 N 及 两 个 线性 无 关 的 元 2 
wo € N 使 得 y(cy) 和 Wx2) RETR. AA Pile + 2) @ f] = 
ylsi +22) @gia(f) = yle) Sa (F) +y) 的 秩 至 多 为 1 RA 
91,92 和 gio 分 别 代 表 由 zl, w2 和 zl 十 zz 定义 的 映射 , AKER 
的 JE Nt, 有 gu(f) 和 go(f) 线性 相关 . KM 91,92 E {agla eC 
显然 对 任意 的 2 CN, y(x), KT) 和 yle), vie) 不 可 能 同时 线 站 
相关 . 不 妨 假定 yle) 和 w(x) REER, M ge E€ {ag | a €C} 
设 gs 吸收 一 个 合适 的 常数 且 由 Cri 表示 ， 则 Cys 是 从 NES 
Y* 的 线性 映射 .我 们 也 得 到 钱 性 映射 An: N + 了, ERER 
的 zeEN BR fe N+, PA O(c @ f) = Anz @Cyif. 

对 性 意 的 M,N EN 及 对 任意 的 ze MON A fe NinML 
É (zQ f) = Ant @Cyif = Amt O Cuf. RENCM,H 
存在 非 零散 omn E C 使 得 Amin = auwAn 并 且 Cyilys = 
aMNČMŁ- mpra MEN. 对 任意 的 N EN, 定义 


Ay =daunAn, Cys = $ Cyu, MN CM; 
一 aun ~ 


ÅN, Cys =anuCyi, 如 果 MCN. 


易 验 证 {Ay | N € N,N- ¢ X} A {Cys |NENN 40 
SATHANA. 所 以 存在 线性 上 映射 A: UN EN | NL 3 
X} > YMC: UNE] N AO} 一 Y* 使 得 对 任意 的 NEN, $ 
Aly = Aw H Clys = Cys. 显然 4 和 C 满 足 引 理 中 的 条 件 (1). 

如 果 引 理 7.1.1 的 情形 (2) 成 立 ， 类 做 可 证 引 理 中 的 情形 (2 
或 (4) 成立、 证 毕 ， 

WRB, 我 们 有 下 列 推 论 . 

推论 7.13 设 再 :AlgrA 一 BY) 是 线性 映射 ， 则 下 列 择 

价 . . 
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(1) $ RAR. 

(2) 更 RA-HAEKMARAS-TRAT 1 HET. 

(3) 引 理 7.1.2 中 的 (1) 或 (2) 成 立 . 

证 明 (1)=> (2) => (3) 显然 . 至 于 (3) (1), 假定 引 理 7.1.2 的 
(1) 成 立 . 对 任意 的 秩 关 算 子 所 EAIgEr 人 ,由 命题 1.4.4 知 , 存在 两 个 
线性 无 关 的 向 量 集 {zi |1<isk} CX M {fi [isis k} CX 


使 得 F = Pref RENBAAN ULISH 因为 4 和 C 
是 单 射 ， 因 此 [Ania 和 {C 月 入， 是 两 个 线性 无 关 的 向 量 集 ， 
所 以 OCF) = Di Ane of RAK k KO 保 秩 ， 如 果 引 理 7.1.2 


中 的 情形 (2) RE, 类 似 地 可 验证 © 保 秩 . 证 毕 ， 

定理 7.1.4 设 更 :AlgrA 一 BY) 是 保 秩 一 性 的 有 界线 性 
映射 ， 则 十 列 断 言 之 一 成 立 ， 

(1) 存在 单 射线 性 变换 A: DN) > Y MC: DN) > Y 
满足 对 N AX RM AOMERNMEN, # Aln W Clu 有 
FHA sup{lAlv(lClvill N EM, N #0 HN- # X} < co, 使 
得 对 所 有 的 2@ f GAlecN,  B(c Bf) = Ar @Cf. 

(2) 存在 单 射线 性 变换 A: DAN) >Y AC: DAN) >Y" 
满足 对 入 AOR MEXER NMEN, A Aly. 和 Car 有 
HIER sup{fAlw]|lClv.ll| W EN, N #0 H N- ZX} < oo, 使 
得 对 所 有 的 2z@f CAlerN, A Or @ f} = Af @ Ca. 

(3) 在 在 满足 在 每 个 秩 一 算 子 上 非 零 的 有 界线 性 映射 AC): 
AlgrA > Y° 且 存 在 向 量 yo E Y 使 得 对 每 个 T EAlgrN, 有 
S(T) = yw & A(T). 

(4) 存在 满足 在 每 个 秩 一 算 子 上 非 零 的 有 界线 性 映射 6) : 
AlgFrA > Y HAFEZ go < Y* 使 得 对 每 个 T eAlgzN, 有 
S(T) = 6(T) ® go. 

EAR 由 引 理 7.1.2, 我 们 只 需 证 明 在 情形 (1) (或 (2) 中 ， 对 
WARN AXURM 关 0 的 任意 NN, MON, A Aly 和 Cl 
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(或 Cly 和 Aly.) AA. 假定 B 满足 引 理 7,1.2 中 的 (1). 取 非 零 
向 量 fe N+, 则 对 每 个 ze N, RA cof eAlgN H B(x@f) = 
Alnz@C|yif. BE {an}, CN PRH nof, snz H 
Ainta > y. FAG AR, 因此 Alwz, @Clyif 4 Alwe@Clyif. 
所 以 Aiwa =y, Bl An BAAS. 由 闭 图 定理 知 An AH. 类 似 
可 证 Cly: 有 界 . 证 毕 . 

注 7.1.1 注意 到 ， 如 果 0+ #0, BA DWN) = X*; WR 
X- X, WON) =X. 因此 如 果 0+ 关 0, 那么 在 定理 7.1.4 (1) 
中 C (或 在 (2) 中 A) AFH; WR X- AX, 那么 在 定理 7.1.4 (1) 
中 4 (或 在 (2) 中 C) AR. 

现在 我 们 刻画 AlgrNW 和 AlerM 之 间 保 秩 一 性 的 线性 映射 . 

定理 7.1.5 WO: AlerN 一 AlgrAt 是 线性 映射 ， 则 更 RK 
一 性 当 且 仅 当下 列 之 一 成 立 ， 

(1) 存在 序 同 态 9 :WA 一 At 以 及 单 射 线性 变换 A: DN) 一 
Di(M) 和 C :Do(W) > Da(M) WER N- AX URN AO B 
ERN EN, # ACN) C O(N), C(NL) C O(N) +, 使 得 对 所 有 的 
Bf EAEN, Plr f) = Ac @Cf. 

(2) FERAS O: NL 一 M 以 及 单 射线 性 变换 4 : DN) 一 
D(M) A C : DV) > DM) MAM N AOURN AX ME 
KON EN, A A(N+) CENE), CIN) C O(NA)L, 使 得 对 所 有 的 
rO f CAlgzN, T(r @ fy = Af 8Cr. 

(3) 存在 M EM, gp © M 和 满足 在 每 个 秩 一 算 子 上 非 堆 
的 线性 变换 A): AlgrN 一 M+, 使 得 对 每 个 x @ f cAlerN, 
(rz® f) = yo Mr 8 f). 

(4) 存在 MEM, go E M2 和 满足 在 每 个 秩 一 算 子 上 非 零 的 
线性 变换 ôC): AlgrN 一 M, 使 得 对 每 个 z z8 f EAlgrN, &(2@ 

f) = d(x @ f} go. 

证 明 显然 只 需 证 必要 性 、 由 条 件 知 ， 引 理 7.1.2 的 (1)—(4) 

之 一 成 立 . 


设 引 理 7.1.2 的 情形 (1) RE. WHEN AX AN AO 
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任意 N EN 以 及 对 任意 的 2EN, 令 Ms = ML EM | Are L}. 
那么 BLY) = {Az @ Cf | 了 Ee NL) C LY. 因此 对 每 个 z < N, 
有 C(N1)} C (Mi 所 以 C(NL) © MMi |e e N} e Mt, 
故 存在 M e At 使 得 M+ = MM) |x E€ N} 且 对 任意 的 
zr EN, 有 Az Ee M, 于 是 A(N) CM. 如 果 存 在 M' cM 使 得 
A(N) CM’, Masti} «ce N, Aze M. AA M, 是 人 
中 包含 Ac 的 最 小 元 ， 因 此 Ms CM‘. 所 以 (ML) C (M,)+, 故 
(M+ C AM) |x EN} = ML, Aili MC M', BI MEMA 
ER ACN) 的 最 小 子 空间 . O(N) = M, 则 AN) C M = 0(N), 
C(NŁ) C Mt = @N)L. 如果 N = 0, 定义 O(N) = 0; MR 
N_=X, 定义 QLN) =Y. 我 们 断言 6:A 一 At 是 序 同 态 ， 即 当 
Ni C Nz 时， E ONO ¢ O(N). BSE, Br CN EN 使 得 
Ni = MEEN |2:€L} G=1,2). HOMER, O(N) 一 人 {Le 
M | Av; € L} (i= 1,2). BH z1 © Ny C No, Biba O(N) 的 定 
义 ， 我 们 有 Arı € O(N2), 所 以 ONI) E 9(N2). 

假定 引 理 7.1.2 的 (2) 成 立 ， 对 满足 N_ AX URN £0 的 在 
意 和 NEN, 且 对 任意 的 feNt, 令 Mi =A{LEM| Affe Lh. W 
么 (RNY) = {Af @ Cz |z E N} C LA. 因此 对 每 个 Je ML 有 
C(N) € (My)=. 这 样 C(N) E A{(Mp)+ | fe NA} e Mt, TF 
E M EMER Mt = MME | f eNi} 且 对 任意 的 eNi, 
A AJ EM, 从 而 ANE) M. 如 果 M' eM 使 得 ANISM, 
那么 对 任意 的 fe N+, Af & M', 因此 由 My 的 极 小 性 ， 我 们 
A M'D My, BU (MYE C MMi | f © N+} = M+, F 
是 M 2M. 这 样 M 是 AM PMA AN1) 的 最 小 子 空间 ， 令 
ANL) = M, BRA A(N+) CM = ONt), C(N) C M+ = O(N). 
如 果 N = 0, 定义 ONL) = Y; 如 果 N- = X, 定义 ONL) = 0. 
下 证 8:N1 OM RREA. oN, C No. fe (Njt Ee Nt 
RN, = V{ILEN | fie LI} 人 = 二 2 由 乡 的 定义 ， 我们 有 
(NDE) = MLE M| Afi E L} G=1,2). WH fhe (Nz) c 
(Ni), 因此 Afa € O((Ni)+), 所 以 OUNJE) C O(N). BO HE 
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序 同 态 . 

如 果 引 理 ?7.1.2 的 (3) 或 (4) 成 立 ， 易 知 相应 地 有 定理 中 的 情 
Æ (3) 或 (4) 成立， 证 毕 ， 

下 面 的 定理 是 本 节 的 主要 结论 之 一 , 刻画 了 AlgrN M Agr M 
之 间 保 秩 一 性 的 线性 满 射 . 

定理 7.1.6 设 和 更 :AlgrN 一 AlgzAM BRE, BAS R 
秩 一 性 当 且 仅 当下 列 性 质 之 一 成 立 ， 

(1) 存在 保 维 序 同 构 9: N 一 At 以 及 线性 双 射 A: DN) 一 
D {Ai MC: DIN) > DIM) 满足 对 NL AX WRN OW 
任意 NEN, A AN) = O(N), CONE) = O(N)L, 使 得 对 所 有 的 
c@fcdlesN, 2@f)=Ar@Cf. | 

(2) FE BEJT EH ON 一 (以 及 线性 双 射 4 : DN) 一 
Di(M) AC : DYN) + Do(M) WER N #0 UR NZX WE 
ANEN, A ANE) = INL), C(N) = O(N+)+, 使 得 对 所 有 的 
zO f cAlegN, O(c @ f) = Af @ Cz. 

证 明 充分 性 容易 验证 ， 下 证 条 件 也 是 必要 的 . 

假定 更 是 满 射 且 保 秩 一 性 ， 那 么 更 具有 定理 7.1.5 中 的 形式 
(1) 或 (2). 

易 证 宣 双边 保 秩 一 性 ， 即 O(T) 具有 秩 一 当 且 私 当 工具 有 秩 
—. 不 妨 假定 对 任意 的 z@f EhlgrN, 有 O(c @ f) = Ar @Cf. 
由 于 © 是 满 射 ， 于 是 对 任意 的 y 8g EAlgzM, 存在 了 eAlgzM 
使 得 OT) = Og. WH rank(T)=n>1, 那么 由 命题 1.4.4 知 ， 
存在 2,8 fi EAlgFN (i =1,---, n) BT = S02 Of, 其 中 

i=1 

{ei}, 和 (fj, 是 两 个 线性 无 关 的 向 量 集 ， 因 为 4 和 C 是 单 
射 ， 因 此 (Az; J= 和 {Cik 1 也 是 两 个 线性 无 关 的 向 量 集 ， 这 


样 O(T) = JAn OCh 具有 秩 n > 1, 与 假设 条 件 矛盾 ， 所 以 
rank(T) =1. 


由 于 © Bi ARKH, AE) (eP, A 
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JEM DN) (或 DAND 到 DM) 上 的 满 射 且 C 是 从 DAA (或 
DND 到 TofAt) 上 的 满 射 . 

MEHE © 具 有 定理 7.1.5 中 的 形式 (1), 即 存 在 序 同 态 9 : 
N — M 满足 对 六 .天 天 以 及 下 天 0 的 任意 NEN, AANT 
AN), CINE) CO(N)+ 使 得 对 任意 的 2@f CAEN, 有 Sleg f)= 
Aro Cf. W fo e NA EGN = V{L EN | fo © Lt}, B 
Z Cfo € ANJA. & y € ON), Ml y Cfo CAlgM. 因为 更 是 
满 射 且 双 边 保 秩 一 性 ， 因 此 存在 roh CAlGN 使 得 hz 8 Ch = 
Proh) =y8 Ch. RAC 是 单 射 ， 因 此 存在 某 个 ac Ft 
得 有 = afo e N. 外 而 由 六 的 极 大 性 及 8h CAN, 我 们 有 
ZEN, 故 yy 二 aAx € A(N). 这 样 对 满足 N- AX WEP NEN, 
都 有 AN) = O(N). BiH, WHE NAO 的 任意 入 EN, 可 证 
C(N+) = O(N)-. 定义 OX) = 了 我 们 将 证 明日 是 保 维 序 同 构 . 
首先 证 明 8: A — M 是 满 射 . 对 满足 M- Y 的 任意 MEM, 令 
fo € M+ 8 M=V{LEM| foe i+}. AAC BH, Alt 
存在 go € DAN) 使 得 Co = fo. & N=V{LEN |g © E+}, 划 
DRN) = RM. AM, E y © M\A(N) 使 得 y@ Coo EAlgrM. 
HY 至 是 满 射 旦 双边 保 秩 一 性 ， 因 此 存在 x Oh EAlgrNW 使 得 
Az @Ch= Bz @h)=y@Cgy. ME C HAHA MEE a EF 
使 得 h = ag. FH hE NL A y= Alar) € AN) 矛盾 . 
wt M = A(N) = O(N), B 8 ERS. A 的 单 射 性 知 ， 对 任意 
的 Ni, Na © AMX) 使 得 当 M C No 时 ， 有 O(N) = AN) C 
A(N2)} = 6(N2) H dim@(N) = dim A(N) = dim N, 因此 6 是 单身 
且 保 维 数 . 所 以 定理 的 情形 (1) EX. 

设 更 满足 定理 7.1.5 的 情形 (2), 即 存在 序 同 态 8 : Nt 一 M 
WEY N AORN ZX HEB N EN, A ANE) C 9(N2), 
CIN) © ANI) 使 得 对 任意 的 zf CAN, 有 lz @ f} = 
Af OCz. RM fo e N+ HAN = VIL EN | fo € Lt}, H 
Afo E O(NZ). & g € O(N+)+, MA Afa Gg CAleM. HH e 
是 满 射 旦 双边 保 秩 一 性 ， 故 存在 «oh EAlgN 使 得 Ah @ Cz = 
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Droh) = Apg 由 于 A 是 单 射 , 于 是 存在 某 个 a EF 使 
得 = ofo € NL. Hh N 的 极 大 性 及 coh EAN, 我 们 得 到 
XEN, 所 以 g = oaCz E CN). 故 对 满足 和 N AX 的 任意 请 EN， 
有 CCN) = O(NL)+. 相似 可 证 对 满足 N AO BERN ON, E 
AINE) = UNE) EX UX =Y, 我 们 断言 6 是 保 维 序 同 构 ， 
先 证 8 是 满 射 对 满足 MOREE M EM, 4 ge Mt 使 得 
M =\ {LE M| g E L}. HC MINER, FE zo € DLW) 
EH Cro = go. $ N = MMLEN)| o6 L} WHE (1) 的 
讨论 知 OLN) = RY, 从 而 M = A(N) = O(N), B o 是 满 
H. 因为 ARH, AUTE (1) 的 证明 可 知 8 是 单 射 且 保 维 
数 ， 因 此 8 BRERA. 故 对 满足 N- AX WER NEN, 有 
C(N) = 9NL)= 0(N+)+, HEE. 

现在 我 们 刻画 AlgrN 和 Algz.M 之 间 保 秩 一 性 的 有 界线 性 
wat. 

定理 7.1.7 2G: AlgzN 一 AlgrAf BAS, WOAH 
且 保 秩 一 性 当 且 仅 当下 列 性 质 之 一 成 立 : 

(1) 存在 保 维 序 同 构 6 : N > MURR ART 
A € B(X,Y) MC c B(X",Y*) 满足 对 NW AX BRN 40K 
HEN EN, $ AN) = O(N), C(NL) = ON), 使 得 对 所 有 的 
F €AlgzN, O(F) = AFC" |y- 

(2) 存在 保 维 序 同 构 6 : N+ M 以 及 单 射 稠 值 城 算 子 
A € BIX Y) HC e B(X, Y’ HEWN A0RN 4X WN 
fER N EN, A ANL) = O(N+), C(N) = O(N+)+, 使 得 对 所 有 
的 F cAlgrV, O(F) = AF*C*ly. 

证 明 ”充分 性 是 显然 的 ， 下 证 必要 性 .显然 定理 7.1.6 HE 
(1) 或 (2) Me. 假定 更 取 定 理 7.1.6 的 形式 {1). 对 满足 N- AX 
的 任意 N EN, 由 定理 7.1.4 知 Aln 有 界 ， 因 为 A(N) = 0(N), 因 
此 在 O(N) E, Aly BAA AM (Aly). 固定 No EN, RAF 
在 正 数 ao 使 得 对 所 有 的 ze No, F || Az |> ao || ||. 因此 对 满 


ENC No 的 任意 非 零 NE WN, 且 对 任意 的 zsEN, el, 有 
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Pi lelliifll = Egr) = Ar@cs| = 人 zl 2 aoler. 


所 以 对 满足 N C Ns 的 任意 NEN, 有 |[Clyoll < gll. 注意 
I NAINEN, N 408 NC No} = DAN), RC ARA 
Cl] < ag HO], ATERS X* 上 的 有 界 算 子 , 仍然 用 C 表示 . 
HA CHAFEE, BRA 也 能 延 拓 为 X 上 的 有 界 算 子 ,仍然 
FARR. 因为 AIgErN 中 的 每 个 有 限 秩 算 子 都 能 表示 为 AlarN 
中 有 限 个 秩 一 算 子 的 和 且 再 是 线性 的 ， 因 此 对 每 个 F eAlgzN, 
都 有 O(F) = AFC*ly. 

BO MEH 7.16 的 形式 (2). 应 用 定理 714 有 具 类 似 于 情形 
(1) 的 讨论 ， 我 们 可 证 明 AcE B(X*,Y), CE B(X,Y*), 所 以 (2) 成 
立 , 证 毕 . 

mE X MY BAR Banach 空间 ， 那 么 在 定理 7.1.7 中 ， 
C*|y = C* 事实 上 是 从 了 到 七 的 算 于 ， 因 此 我 们 有 

推论 7.1.8 i XAY 是 自 反 的 Banach 空间 且 理 :AlgFA 一 
AlgrM 是 线性 满 射 ， 则 更 有 界 且 保 秩 一 性 当 且 仅 当 下 烈性 质 之 
一 成 立 : 

(1) 存在 保 维 序 同 构 8 : N  M 以 及 单 射 稠 值 域 算 子 
Ac (X,Y) W B e BY,X) MEM N- FX RN 关 0 的 任 
ANEN, & AN) = 6(N), Bt(NL) = O(N), 使 得 对 所 有 的 
F cAlg N, ®(F) = AFB. 

(2) 存在 保 维 序 同 构 8 : N+ o> M ORR REM E F 
A € BUX*,Y) 和 B e B(Y, X") WEH N AOMRN AX 
的 任意 入 EN, 有 AINE) = ONL), BHN) = O(N+)+, 使 得 对 所 
有 的 FeAlgzN, O(F) = AF*B. 

推论 ?.1.9 EN EX LEO, AONE. 4 8: AlN > 
AlgN 是 线性 映射 且 Alg N C O(AlgrNV), MAO BEER 
一 性 当 且 仅 当 下 列 性 质 之 一 成 立 ， 

(1) 存在 保 维 序 同 构 6: N oN RES RAE A E B(X) 
ALB MMS Bee BUX) 满足 对 N- £X MER NEN, A AN) = 
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ON), BY(N=) = ON)+, 使 得 对 每 个 了 EAIEN, 有 O(T) = ATB 
成 立 . | . 

(2) 存在 可 逆 算 子 A c€ B(X*,X) 和 Be B(X,X*) 满足 对 每 
个 Ne N, E ANI) = B(N)t, E S(T) = 4T*B 对 每 个 
T CAlgN 成 立 . 在 这 种 情形 下 X 一 定 自 反 . 

证 明 显然 只 需 证 必要 性 . HR, ©: AlgFrNA 一 AlgrAr 
是 保科 一 性 的 有 界线 性 满 射 .因此 S 具有 定理 7.1.7 中 的 形式 (1) 
或 (2). 由 于 0+ A 0, 故 由 注 7.1.1 知 在 (1) HH C we (2) 中 的 A 
By a. 

Mik 更 具有 定理 717 中 的 形式 (1). +h, JE X* 使 得 
fa =E 万 即 对 任意 的 ge X, (y, fa) 一 (w, f). 因为 04 £0, 因此 
对 任意 的 z € 0+, 都 有 rofa taf CAler-N. 所 以 对 尾 意 的 yE XX 
及 gE X*, (e@hr)y,9) > (28 fy,9), M ref Scos. 由 于 
更 BE, TE B(z@ f,) 4 (cos). 因此 对 任意 的 ye XX, 都 
A (fy, Cty Ax = Br fay  O(2@ f)y = (f, C*y)Az, B Cty 
Bx ES, 故 C'ye X. & B=C"*|x, W Be B(X} A B* =C, 
因此 B 可 首 . 

WR OREM T.T 中 的 形式 (2), 那么 N 和 + 序 同 构 ， 所 
以 X- AX. 从 而 由 注 7.1.1 知 4 和 CC 可逆 ， 故 情形 (2) 成 立 ， 
X 自 反 性 的 证 明 相 似 于 定理 2.1.13 的 证 明 . 证 毕 . 

推论 7.1.10 iN 是 Banach =f] X LRE O0, 40, X_ AX 
HE. 4 更 : AlgN 一 AlgNA 是 线性 映射 且 AlgzrN Crng(S), W @ 
弱 连 续 且 保 秩 一 性 当 且 仅 当 下 列 性 质 之 一 成 立 : 

(1) 存在 满足 AN) = N, BNI) = N1 的 可 逆 算 子 A, 
Be BX) 使 得 对 每 个 NEON, 有 AN) = BN 1), 且 对 每 个 
T EAlgN 都 有 P(T) = ATB. 

(2) 存在 满足 ANT) =N DAT A E 8 和 ,三 ) 和 满足 
BHN) = N+ KAMA Bc BIX, X) 使 得 对 每 个 WE N, 有 
A(N+)}+ = BUN), 县 对 每 个 TeAlgN, 有 O(T) = AT*B. 在 这 种 
情形 下 X 一 定 自 反 ， 
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证 阴 我 们 只 需 证 必要 性 . 量 然 , 由 条 件 , 亚 :AlgrN 一 AlgrAA 
有 界 且 保 秩 一 性 ， 因 为 0; #0, X 4X, 因此 由 定理 7.1.4, 更 的 
弱 连 续 性 及 AlgrN 在 AlgN 中 的 弱 稠 性 知 ， 王 具有 下 列 形式 之 

(i) 存在 单 射 算 子 4 € BX) ARE Cx E BX) 的 单 射 算 子 
CE B(X*) 使 得 对 所 有 的 TEAlgN, GT) = ATC*|x. 

(ii) 存在 单 射 算 子 A E B(X*,X) MC e BX, X") 使 得 对 所 
AH T CAlgN, P(T) = AT*C*|x. 

对 任意 的 y E X, WIESE Rg € Xt, Mygg CAlerN. 
由 于 Ales NV Crng(@), 因此 存在 To CAleN 使 得 ATOC*|x (或 
ATF C*|x) = Ho) =y Oo, MU AR AMER. BA 0, 40, 相 
似 可 证 C 也 是 满 射 , 所 以 AMCE, Mii D: AlgrN 一 AlgrA/ 
WH. 现在 应 用 推论 7.1.9 完成 证 明 . 证 毕 . 

ij Hd Hilbert 空间 . $ H = 本 外 下:… 外 全 ,Nj; = 
A, @ 826---@H; G =1,---, 2). BN = {{0}, Mi, Na, i, 
Na =H}, UN EH LY -PR REAM TERM T EAN 及 
任意 的 了 (= 了 pp ATN C Nj. 对 于 有 限 套 代 数 上 保 秩 一 性 
的 线性 映射 ， 我 们 有 更 加 具体 的 刻画 . 

定理 7.1.11 设 W = {{0}, M, Na e, Na = H} 为 Hilbert 
空间 H LWA RE, 更: AlgFN 一 AlgFAr 是 线性 满 射 ， 则 更 有 
界 且 保 秩 一 性 当 且 瓜 当 下 列 性 质 之 一 成 立 : 

(1) 存在 可 道 算 子 A, B eGL(AlgN) 使 得 对 每 个 TT eAlgzN， 
(T) = ATB. 


(2) 存在 H 上 满足 ANE) = Nai, B(N) = NEL, (i = 9,1, 
2, .…, n) MM SRST ARB, 使 得 对 每 个 TEAlgrAh， 
®(T) = AT*B. 


WEAR (1) ARE 7.1.1, 显然 定理 ?7.1.7 0) 中 的 算 子 4 FIC A 
i. 注意 到 对 任意 的 Ni (i = 1, --+, n), 取 zo E Ni 使 得 t= mindi | 
zo € Ni {l=1,.…,n)} Hj = min{l| Azo € Ni (1=1,.…,n)), 
则 由 定理 7.1.6 的 证 明 可 知 CONE) = NE, G j=l on) A 
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此 我 们 有 如 于 对 应 ， 


C(H) > C(Nt) >- D C(N}) D D CWE) D0 
4 4 4 4 4 
H > N a+ D Ni Dee D NL, D0 


所 以 对 任意 的 ;= 0, 1 .pm CND) = NE 同 理 可 证 对 任意 的 
i= 0, les, n, A(N;) = Nj. 因为 A A B= C* Tw, 因此 A, 
B EGL(Algv). 

(2) 的 情形 类 似 可 证 .证 毕 . 

推论 7.1.12 i N = {{0}, Ni, No, ---, Na = H} 为 Hilbert 
ZEH EW LE, ©: AlgN vAN 是 线性 映射 满足 Alege C 
rog(®), 则 © SES ARES AMS FARA.: 

(1) 存在 可 逆 算 子 A, B <GLIAIEN) 使 得 对 每 个 T EAN, 
&(T) = ATB. 

(2) 存在 H KRE ANE) = Nais BIND) = Ni, (i = 0,1, 
2,-°-, 0) KARR HAE A ST 4 和 B 使 得 对 每 个 工 EAIEN， 
(T) = AT*B. 

证 朋 由 定理 7.1.11 和 推论 7.1.10 立 得 . 证 毕 . 

ER, 如 果 本 节 中 能 连续 性 的 假定 由 o- ESE + 连续 
性 代替 ， 结 论 仍 然 成 立 ， 


87.2 同 构 与 局 部 自 同 构 的 刻画 


本 节 如 不 特别 申明 ， 我 们 均 假 定 A 和 M 是 分 别 作 用 在 数 域 
F (=R &C) E Banach fi] X MY LNB, AlN 和 AgM 是 
相应 的 套 代数 . 作为 7.1 节 保 秩 一 性 线性 上 映射 结论 的 应 用 ， 本 节 
首先 刻画 套 代 数 之 间 的 同 构 或 反 同 构 . 

定理 7.2.1 BRR AlgN 和 AgM 之 间 的 同 构 {或 反 辣 构 } 
是 空间 的 .进而 ， 套 代数 AlN 和 ABM 同 构 (或 反 同 构 ) BA 


4 N AM (a N+ 和 AM) 相似. 
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证 明 i r: AlN 一 AlgAM 是 同 构 . 我 们 断言 7 双边 保 秩 一 
性 . 

对 任意 的 WV cAleM, 因为 5 是 满 射 , 因此 存在 SLR CAL 
EB W = a(S), V = a(R). 设 TEAlgN H rank(T) = 1. 如果 
Wx(T)V = (STR) = 0, 那么 STR = 0, 出 命题 1.4.3 知 ，5T =0 
或 TR=0, 从 而 WaT) = x(5T)=0 或 7(TYV = x(TR) = 0. B 
次 运用 命题 1.4.3, 我 们 有 rank(r(T)) = 1. 类 似 可 证 a! 保 秩 一 
人 性， BC x 双边 保 秩 一 性 . 

Fibs fix ! 有 界 . 因为 AlN 是 Banach 空间 ， 因 此 由 逆 
映射 定理 ， 只 需 证 明 7 AR. 而 由 闭 图 定理 知 ， 只 需 证 明 7 是 六 
的 . BIR, HERH yigi EAlgM (i= 1,2), FE rQ fi CAlEN 
(¢=1,2) BH rlz: f) =H @H. + 


p(T) = (y 2 g1)*(T)(ye @ 92) = (Tea, fi) (a1 ® fo), 


Rip: AleN 一 AlgAf AA. 设 Tn, T EAEN (n = 1,2,---) A 
S cAleM 使 得 {Inn 和 {aT ) HL, PHM TOMS. 因为 


(r(T ye, gyi ® ge = p(T) = lima (Tn) 
= jim tr(Tn)ya, qi) @ ge 
= (Sya, 9) va ® ga, 


因此 对 每 个 g € Da(M), gz € DIM), 有 (Tyang) = (Sy2, 91). 
又 D,(M) A DM) HAE Y AY" PAE, he TI) = S, Bpr 
EAH, Mii r AR. 

AHA r: Agr N 一 AlgrAf 是 保 秩 一 性 的 有 界 满 射 因此 r 
具有 定理 7.1.7 PBK. Bes 具有 那里 的 形式 (2), 则 对 任意 
的 zi @ fi EAlgN (i= 1,2), 


(22, fijJAfe © Ca, = q(x, 8 firir: Q fa) 
= (Af, @ Ca, (Af, @ Cza) 
= {Afa, Ca) Afr ® Cta, 
- 238 - 


这 是 不 可 能 的 . 因此 7 具有 定理 7.1.7 中 的 形式 (1). 现在 容易 验证 
对 任意 的 V@9 EAM, A nyog) = A-1y@C~1g. 因为 xl 与 
7 有 相同 的 性 质 ， 相似 地 我 们 有 AAC AH, 所 以 A 和 局 可 
W. WHER 2@ f, T eAlgN, 由 于 "(TAz@CfF=7(Tr@f)= 
472 @ Cf, 于 是 对 任意 的 ze DAN), 有 r(T)As = ATs, 从 而 
x{T) = ATA-!1, 即 x 是 空间 的 . 

又 由 定理 7.1.7 知 ， 存 在 保 维 序 同 构 6 : A 一 M 使 得 对 任意 
的 NEeN, 有 A(N) = 8(N). 因为 ATH, Ak 0 是 由 AA 诱导 的 
序 同 构 ， 所 以 NW 和 A 相似 ， 反 过 来 假定 N 和 At 相似 ， 那 么 存 
MMR Ac B(X,Y) 使 得 AN) =M. 对 任意 的 T eAlgN, 
& a(T)= ATA. BR r :AlgN 一 AlgM 是 同 构 ， 

假定 7 :AlgN 一 AlgM 是 反 同 构 ， 相似 于 同 构 情 形 的 证 明 ， 
我 们 能 够 证 明 x 具有 定理 717 中 的 形式 (2). MAREK M 
T EAlgN, (T) = ATA), 即 ”是 空间 的 . TA 则 诱导 了 
AMi 和 AM 之 间 的 保 维 序 同 构 ， 即 N+ 和 A 相似 ， 反 了 过来， 如果 
N+ Al M 相似 ， 则 容易 验证 AlgN 和 AgM 反 同 构 ， 证 毕 . 

设 乡 是 代数 4 上 的 线性 映射 .如果 对 每 个 AE A 存在 4 的 
ARH r4 使 得 (A) = mald), R 由 是 局 部 自 同 构 . Re BA 
的 自 同 构 且 存在 可 逆 算 子 TEGL(.A) 使 得 对 所 有 的 Ac A, 都 有 
ffd) = TAT! Ri, 称 7 是 内 的 ， 

下 面 ， 我 们 讨论 套 代 数 上 局 部 自 同 构 的 刻画 问题 . 

注意 到 ， 如 果 N 是 Banach 空间 X LHE xr 是 AlgN 的 
RAAW, HAX 一 定 自 反 .事实 上 ， 由 上 面 的 定理 知 ， 存 在 可 
WAF A © B(X*,X) 使 得 对 所 有 的 T EAN, nr(D) = AT*A-1, 
显然 r 能 被 延 拓 为 BX) 的 反 自 闻 构 ， 现 在 由 定理 2.1.13 的 证 明 
H, X AR. 

定理 7.2.2 HEN 是 Banach 空间 X 上 的 非 平 凡 套 .如 果 
EN 满足 0+ AOR X AR, 那么 AlgN 的 每 个 弱 连 续 的 满 的 局 
部 自 同 构 (或 局 部 反 自 同 构 ) 要 人 么 是 自 同 构 要 么 是 反 自 同 构 . 


证 明 $ o EAN 到 其 自身 弱 连 续 的 满 的 局 部 自 同 构 ， 则 
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对 每 个 T eAlgN, 存在 Ar EGL(B(X)) 使 得 对 每 个 T, OT) = 
ArT(Ar)"'. BRO: AlgrN 一 AlgFrA 有 界 且 是 保 秩 一 性 的 线性 
Mit. 因此 更 具有 定理 7.1.7 中 的 形式 ， RES 具有 那里 的 形式 
(1), 那么 存在 Ac B(X) 和 CE BUX") 使 得 对 每 个 F cAlecN, 
OF) = AFC*ix. 如 果 0, #0, 正如 推论 7.1.9 中 的 讨论 ， 我 们 有 
C*lx E BX); MEX BAR, BR Cx € BX). With © ss 
连续 性 及 AlgrW 在 AlgN PROBATE, MT T CAleN, 有 
P(T) = ATC*|x. AA OM) = 1, 因此 AC*|x = I. 这 与 A 的 单 
射 性 一 起 表明 ， A WBA A = C*|x. 这 样 对 每 个 T CAlgN, 
O(1)=ATA', 即 è RAAN. 现在 假定 REM 7.1.7 中 的 
形式 (2)， 那 么 相似 于 形式 (1) 的 讨论 ， 对 每 个 工 CAIN, 我 们 有 
P(T) = 47 4- 即 Be BA. 

WE o E AlgN 的 弱 连 续 的 满 的 局 部 反 自 同 构 。 相 似 地 ， 可 
证 明理 要 么 基 自 后 构 要 么 是 反 自 同 构 ， 证 毕 . 

Ei 7.2.3 it Banach 空间 X PEREX 5 X* KAM. 
WREN 满足 0+ #0, 那么 AlgN Kids TES HE Be a Fl 
构 是 自 同 构 ， 

证 明 由 推论 7.1.9 及 定理 7.2.2 立 得 ， 证 毕 ， 

推论 7.2.4 iA E Banach Sil] X LWIEF AS. MRE 
N 满足 0, AO RA X AR, MA AlgN BETE E E 
部 内 自 同 构 是 内 自 同 构 . 

证 明 令 更 是 AlgN 的 弱 连 续 且 满 的 局 部 内 自 同 构 ， 则 对 每 
T T Alen, 存在 Ar EGL(AlgN) 使 得 O(T) = ArT(AT) '. & 
证 更: AlgFrW sAr N 是 保 秩 一 性 的 有 界线 性 双 射 ， 因此 具有 
定理 7.1.7 中 的 形式 ， 假定 更 具有 定理 7.1.7 中 的 形式 (2). 那么 
HAENEN Bren, fe N+, TE Ass EGL(AlgN) 使 得 
Az t ® ((As, s) f= 82 @ f) = Af Cr. PBB A,r EN 
H (Aet) fF ENA, SRO © 的 满 射 性 知 ， 


{Af@Cz|ceN, fe N+} ={y@glyEN,ge N+}. 
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这 表明 ANL) = N, C(N) = Nt. BAN 非 平凡 ， 因 此 存在 非 
EN, MeN 使 得 入 是 M 的 真子 空间 .由 于 4 是 单 射 ， 于 
E N = A(N1) > A(ML) = M, RM N=M, 矛盾 所 以 到 只 能 
取 定 理 7.1.7 中 的 形式 (1). 现在 由 定理 7.2.2 的 证 明知 ， CO*|x = 
4-1. 对 任意 的 NEN, 类 似 于 上 面 的 讨论 ， 我 们 有 AW) HAN 
且 (AHNE) = NE, BL A EGL(AlgN). Bf @ EA AW. 证 
毕 . 

关于 上 三 角 算 子 算 阵 代数 的 傅 形 ， 我 们 有 

定理 7.2.5 作用 在 Hilbert 空间 上 的 上 三 角 算 子 矩阵 代数 的 
自 同 构 是 内 的 . 

证 明 令 H Æ Hilbert 空间 且 H = Hi o H, @ An, 
N; = mo- H (fj = 1,---,2) HON = {{0} M, .…, 
Na = H}, W AN 2A EM L= PREM. 设 是 AlN 
的 自 同 构 . 由 定理 7.2.1 知 , 7 是 空间 的 , 即 存 在 可 逆 算 子 3 EBH) 
E (T) = STSL. 特别 地 ， 满足 定理 7.1.11 的 假定 ， 因 为 
1 是 可 乘 的 ， 因 此 它 必 须 取 定理 7.1.11 中 的 形式 (1). 所 以 对 每 个 
zf CAlecN, A Sx @(S*)"f = 7(r® f) = Asof. 从 而 对 
任意 的 rz CH, Sz 和 Ac 线性 相关 ， 故 存在 a EF 使 得 9 = oA. 
因此 S(N,) = A(N) = N; (1 <i <n), ZAI S EGL(AlgN), BI 
7 是 肉 的， 迹 毕 ， 

推论 7.2.6 ”作用 在 Hilbert SM LW FSR TERRAE 
BD FSS SS EO AY Jes Be A A EH- 

EA 4 H # Hilbert SIH H = Hie H. Hn, 
N; = H1@--@H; (j =1, n) HS N = {{0}, M, 0 Nn = E}, 
则 AlgN Æ H LN LEAR PRR. RO BAN 上 的 
SES KN ee By. 由 定理 7.2.5, 对 每 个 了 CAleN, 存在 
Ar €GL(AlgV’) E B(T) = 47T(47)-1. BRO: AlesN 一 AlgrJ 
是 保 秩 一 性 的 双 射 , 因此 满足 推论 7.1.12 的 条 件 . 假定 更 具有 推论 
7.1.12 中 的 形式 (2), 则 对 任意 的 Ni 及 任意 的 cE N Mf Ee Ni 上 1， 


存在 Aag EGL(AlgN) 使 得 Arse O (Aap) = Hz @ f} = 
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Af @ Bre. 注意 到 A, ye CN; B (Aa) © NEn BEA 
的 满 射 性 知 ， 


{Af @ B*z |z € Ni, f ENL}={y®g9|yeN;,ge NE} 


这 表明 ANE) = N, B B*(Ni) = Nh. BAN (s1, 
n—1) 非 平凡 ， 因 此 存在 非 零 元 N; 和 N; 使 得 N; 是 N; 的 真子 
集 ， RN; = ANE) BANE HAN WAR, FE. MO 
只 能 取 推 论 7.1.12 中 的 形式 (1), 所 以 存在 A, B EAIgN 使 得 对 所 
有 的 T EAlgN, O(T) = ATB， 又 因为 4B = (站 1 且 有 4 单 
St, Aut A cGL(AleVY) H B= A, BO RAKE. EHE. 

$72.1 EN Æ X LMERE. mE AlN 的 局 部 自 同 构 
是 反 自 同 构 ， 那 么 对 任意 的 eAlgN, 工 和 T* 相似 ， 因 此 如 果 存 
E T CAN HRT MT 不 相似 ,那么 Alg 的 每 个 弱 连 续 的 满 
的 局 部 自 间 构 是 自 间 构 . 我 们 猜测 这 是 对 的 . 

猜测 7.2.1 设 入 是 作用 在 Banach 空间 上 的 非 平凡 套 ， 则 
套 代数 AlgN 的 每 个 聘 连 续 的 满 的 局 部 自 同 构 是 自 同 构 . 

下 证 当 MV 是 可 分 Hilbert 空间 上 的 原子 套 时 这 个 猜测 是 正确 
的 . 

定理 7.2.7 BN 是 Hilbert 空间 H 上 的 非 平 凡 原 子 套 且 
AN 是 相应 的 套 代 数 ， 则 AlgN 的 每 个 纶 连续 的 浇 的 局 部 自 同 
构 是 自 同 构 . 

证 了 明 如 果 EARS, 由 推论 7.2.6 知 , 结论 正确 . 因此 ， 
我 们 假定 W 包含 无 限 多 个 元 . 

BEN 至 少 包含 一 个 无 限 维 原子 ， 比 如 入 NN_ BN 的 无 
限 维 原子 . RR NON. 是 可 分 的 , + {un nE N) NON- 
的 标准 正 交 基 ， To € BIN ON_) 使 得 Toun = tri (n> 县 
Tou = 0, M TS 是 完全 非 正 规 的 次 正规 算 子 ， 由 命题 1.1.22, 如 果 
FE We BINON_) fi TSW = WT, W W=0. 取 五 的 标准 
EZE, Ch N 的 基 ， N+ 的 基 以 及 {un |n EN) 组 成 .关于 
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AHR H=N_@(NON_)ON+, ST=|0 % 0 f. M 


0 0 0 

TeAlgN 且 To=|o Te 0 |. 易 验证 了 与 Te 不 相似 ， 事 
0 0 0 

实 上 ， 如 果 存 在 可 逆 算 子 AWA AT HATA. 记 4 = (Aiy)sxs, M 


0 Apo 0 0 0 0 
0 AzzTo 0 一 Ti An To Age To A23 
0 Aszio 0 0 0 0 


比较 上 式 两 边 ， 我 们 有 AgoTh = To Az, Aul = 0, TAn = 9, 
AgoTp = 0, Ty Azs = 0. 现在 To 的 满 射 性 表明 Az = Aa = An = 
Aza = 0. BEHEA, Anfo = Tj Ace MA An = 0, 从 而 A 
ART, FE. 所 以 在 这 种 情形 下 ， 由 注 7.2.1 知 ， 定 理 成 立 ， 

现在 假定 的 所 有 原子 都 是 有 限 维 的 . ON BAAN 的 极 
KE MAN 是 原子 套 且 每 个 原子 都 是 一 维 的 , 因此 AlN CAlgN 
AN 序 同 构 于 序 型 为 w 十 风 或 由 +w* 的 可 数 个 全 序 集 的 序 和 ， 
其 中 w 和 w* 分 别 代表 NA NMR. BN 包含 无 限 多 个 
i, ALE ASRARPHA w+ it 或 1+w* 的 区 间 IN, Ne] = 
{NEN|NLOCNCN2}. & A, = MoM, Hg = (Na), 那么 
H =, He Ha. 注意 到 At = {NN Ha | N EN} BS (Ni, Ni] 
有 相同 序 型 的 极 大 原子 套 . 

MEM 具有 序 型 w + 1， 那 么 存在 H 的 标准 正 交 基 
{un |n E N} 使 得 


M= {0, Mn = Viir |k <n} (WEN), Ha}. 


设 5 是 关于 这 组 基 的 左 移 单 侧 移 位 算 子 , 则 5 eAlgM. 相似 地 , 如 
EMARE +o", 那么 存在 右 移 单 侧 移 位 算 子 3 使 得 5 eAlgM. 


WA aN, HE, Hs 的 基 和 {un |n eN} 组 成 , 则 关于 空间 
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HR H = NOH 由 呈 3 oT = 。 我 们 有 全 EAIgNA/， 


> © 2 
Ho! S 
oO > o 


w EHER T Ta RABI. RYE 7.2.1 知 ， 结 论 成 立 . 


证 毕 . 
$7.3 ”完全 秩 不 增 的 线性 映射 


iz X FLY BF (AR BR eB BRC) 上 的 Banach 
空间 ， 在 第 二 章 中 ， 我 们 讨论 了 FX) 和 BX) 上 的 完全 秩 不 增 
线性 映射 ， 本 节 则 在 套 代数 上 考虑 此 类 线性 映射 的 刻画 问题 ， 为 
此 ， 先 回顾 一 些 概念 , 令 A 是 BX) 的 线性 子 空 间 旦 O: As 
B(Y) 是 线性 映射 如果 对 每 个 4 < A, rank(®(A))<rank(A) (或 
rank(®(A)}}=rank(A)), 称 更 秩 不 增 (或 保 秩 ), 其 中 rank(A) 代表 算 
fA 的 秩 ， 即 及 的 值 域 维 教 . 令 AQ MM (PF) 一 {(Tig)nxn | Ti; E A} 
H Ën 定义 为 $,((Tiy)axn)= (BT) nxn 如 果 对 每 个 正 整数 n, 
a :ASM,(F) > BS M,(F) 秩 不 增 (MRR), KS 完全 秩 不 增 
(Be 56 4 RAR). 

本 节 将 在 可 分 Hilbert 空间 套 代 数 的 情形 回答 82.2 中 提出 的 
问题 2.2.1. 

首先 讨论 作用 在 Hilbert 空间 H 上 的 上 三 角 算 子 詹 阵 代 数 上 
完全 秩 不 增 的 线 柱 映射 下面 设 五 和 KK BMF (F= CER) 
上 的 Hilbert fl], AA AR (小 MN = {No = {0}, Ni,…， 
Na = H} Æ H LWARE, $ H; = Njo Nja 9 =1,2,--- .2, 
NW E =H @H,@---DHA,. 

定理 7.3.1 RN BH ELMAR. $: Ales > B(K) 
BAAR RERR A k 是 正 整数 ， 则 下 列 性 质 等 价 . 

(1) 更 完全 秩 1 不 增 . 

(2) Bo HK 1 不 增 . 

(3) 存在 算 子 序列 {A}, C BIUH, K) 和 1{B,}%) c BIK, H) 
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使 得 
(F) = lim, roA FB, YEEeAlgreN. 


证 明 (3)=>(D=(2) 显然 ， 故 我 们 只 需 证 明 (2)>(3). 

假定 (2) HERK r EH, $ LIN ={r9f|f eH% 
得 >@FEAlgrNj Le ={z@f} fE H}. BRIN 40 4B 
当 存 在 i (1 < i < nn) HB ce Ni. 首先 证 明 对 每 个 > < H, 存在 
ylz) € H 使 得 B(LN) E Lya- 

wE (LN) = 0, R yle) = 0; WE O(LY) £0, R rofi E€ IN 
E Bof) = Ogi 关 0. 对 任意 的 efo C LN, BE yng EH 


使 得 Hrg fr} = yrO@m. 因为 ( nen zeh ) E€ LN @ M2(F) 


具有 秩 一 ， 因 此 ( nee mee ) RAR. RHE OEE 
使 得 y2 = ayi- 取 y(z) = y; 则 P(N) C Lyla). 即 对 任意 
H ref EAlgrA ,存在 向 量 yic), (f) E H E birg f) = 
y(t) ® gu f). 令 


ho= {i>0| 对 所 有 的 z E N; =H 0- SHAS ec HRB 
z® fe AlgrAN It, Ae f) =O}. 


WME ho = 9, & io = 0; WH Iio #0, > tip = maxi | i € ho}. 设 
Ino =H 0 0 Ho WEE « € Hion Hf € (M1e---SH;,,)* 
使 得 G(x @ f) 40. > 


In = {i > po1 存 在 se Hin Af e 本 使 得 (x f) £0}, 


in = max{i | t € fii}. MEE x1 E€ Ain MA E Ai, 使 得 
(z1 Q f) = 8ga (f) #0 RAA F EHu - OF, 时 ， 

对 所 有 的 e E Hion 8 Erp 6: e Hu, E ref Alec. 
因此 2 @f EAlgrN 表明 21 @f, 2 @f, eAlgrN, 记 öle 


Í) = 8ga (F), Br ® fi) = ylz) 8 gzl f1) R Ez BF) =y) 
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7Z1 久 万 nef 
Gx(f)- mn (ae! zaf 


VÈ galf) VIAS) 

( yr) @ gs(f) Vs) © ga(f) ) ARB MA ule) =0, M 
对 所 有 的 f, 取 gsf) = gal) WE y(z) 40, 则 要 么 对 所 有 
的 F, gl) = on, (f), 要 么 对 所 有 的 f, gz(f) = 0. 注意 到 如 果 
对 所 有 的 f, o(f) = 0, MAHREM, yiz) = 0, 矛盾 .因此 
第 三 种 情形 不 可 能 发 生 ， 故 对 所 有 的 f, 都 有 gs(f) = oe.(f), HM 
gi Sr BK. 现在 由 更 的 线性 ， 存 在 线性 变换 W, Vi Lu = 
Hiti © Hio 0°: BA, > K 使 得 


RAK-HO. 秩 1 TH, A 


(zef) 
_ Wic@Vif, mAs, f EL, 
0, in Be € Eno Be € LuHf € #41 @---@A,. 


AA SAH, HWAN AR. $ 


lo = {i > in | WHA De € Hi 0---S AMS E mee g- 
OH, 1819 4a @ f E Alg N itt, gbe 0 


如 果 Ino = 9, & tan = in; 如果 Ion FO, & ix = max{i |i € Joo} 
B® Loo = Hinn B- B Hig. 令 


Tog = {i > igo | 存在 x € Hip Alf E HERDO f) FO}, 


jog = max{i |i € 122}. 相似 于 上 面 的 讨论 ， 存 在 有 界线 性 算 子 
Wa, Va: Laz = Hippi D O Hin K 使 得 


trof) 
— Wz ® Vf fu Re, f € Laz, 
0, 如 果 z E Lao 或 fz € Doe Af € W410 °°°@ Han- 


以 这 种 方式 继续 下 去 ， 因 为 n AR, BeBe 大 使 得 
ipjo =n 这 样 我 们 得 到 序列 


0 < io < ti Z izo < i2 SL tee < ikk CURFI)O = Th 
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Lip = Hig-ye-1+1 B- B Hro Lu = Hiot1 Pp Hi; 


和 有 界线 性 算 子 W, Vi : La > K (= 1,---,k) 使 得 对 1 = 
了 


(zg f) 
= 人 如 果 z, f € Lu, 
0, 如 果 z € Luo 或 者 x E Lu Af € Hi, 41 8--- An, 


Hig Ze L(ypt1)0: 有 {zx D f) = 0. 
现在 对 每 个 s€ N, 定义 算 子 Ag, Ce € B(H, K) my: 


Are s Wie, Wmr € Lu (L=1,--- ,k), 
z 0, 如 果 z c Lip (i=1,---,4,k +1) 


1 
C.f = gaf, MRS E Ly (i= 1,--- ,k), 
0, MES E Lio (= 1,--- 4,41). 


4 B= Cl. hiss, SPERM ce MS eH; 如 果 存 在 ! 使 
得 H: C Lip HOH; C Loo, 则 对 每 个 s& 时 , 有 


A(z Q f)B, = ATL OS =0= O(@ fF); 
如 果 存 在 i 使 得 H; C Ly BOW; Ln WE SEN, 
A(z ® f)B, = Az 8 Caf = (8 Wiz) @ (Vif) = Bee f); 
如 果 H: C Lu BOA; C Lan K I< h, Hy 8 > 00 时 ， 
A,(t@@f)B, =A Cf =(s' Wiz) 8 (ms) 


1 
= mW 40 = Bre f). 
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所 以 对 所 有 的 ce Hi RSet, 其 中 i < j RA Wee f) = 
limysoo A(T 名 了 Bs ME. AA AlgeN =span{s 8 f |z € H: 8 
f e H; (i < ih 办 此 对 所 有 的 F cAlgeN, 有 OF) = 
imo AFB, 证 毕 . 

定理 7.3.2 设 和 从 是 互 上 的 有 限 套 . 令 理 :AlEFN 一 B(K) 
是 有 界线 性 映射 且 上 是 正 整 数 ， 则 下 列 性 质 等 价 . 

(1) © 完全 秩 不 增 . 

(2) © ZAR k 不 增 ， 

(3) 更 完全 秩 1 不 增 . 

(4) Bazi Kb TH. 

(5) S: 秩 1 不 增 . 

(8) 存在 算 子 列 [Ad CBH, K) Al{ Bo}, C B{K, H) 使 


O(F)= lim AFB, VF € AlgN. 
a ao 


证 明 由 定理 7.3.1, BR (H+ (@)>(1)>3)>(2)}(4), 因此 
只 需 证 明 (4) (5). 
假定 更 z 不 是 秩 一 不 增 的 ， 那 么 存在 秩 一 算 子 


aef nef 
T= N & Ma (F 
(5% non ) eass D MiP) 


MH rank($2(T)}) > 2, 所 以 O(2; g Ji) 中 至 少 有 一 个 不 等 于 零 ， 
不 失 一 般 性 ， 设 Piz 名 fi) #0. + 


T 0 
z118 fı 
5 一 a € Alg N 8 Mpk41 (F), 


0 218 fi 
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则 rank(S)= k. 因为 


$.{T) 0 
{zr 1 
gn(s) = memo , 
0 {zG fı) 


因此 rank($,41(5)) =rank(P2(7)) + (k 一 1)rank(®(a1 @ f1)) > 
24+(k-1)=k+1, 与 傻 设 条 件 了 矛盾 ， 故 p 秩 一 不 增 ， 证 毕 . 
定理 7.3.3 UN BH EMARE. 令 理 :AIgN -7 BK) 
是 有 界线 性 映射 且 k 是 正 整数 ， 则 下 列 性 质 等 价 . 
(1d 完全 秩 不 增 . 
分 至 完全 秩 kT. 
3) 至 完全 秩 1 不 增 . 
4) 更 krl Kk AB. 
5) Pa 秩 1 不 增 . 
(6) 存在 算 子 网 {A} C BUA, K) Al {By} C BK, H) 使 得 对 
任意 的 了 EAlgN， 


( 
( 
( 
( 


O(T) = s lim A,TB,, 


其 中 slim 代 才 强 算 子 拓扑 极限 . 进而 ， 如 果 ORM, MA 

(7) PEM MBS A {C1} C BA, K) MERIT CAN, 
P(T) = lim, C, TC; (SOT 或 WOT). 

证 明 假定 (6) HRI, HAR (1)—(5) 成 立 . 反 过 来 , 假定 (1) 一 (5) 
之 一 成 立 , 那么 由 定理 7.3.2, 存在 有 界 算 子 列 {4,} 和 {B,} 使 得 对 
每 个 了 eAlgzN, & BT) = lim, oo ATB.. 文献 [87] 中 定理 10 指 
H: # RE BA) 的 线性 子 空间 , 则 线性 映射 y: R BCH) RAB 
A pl} =s-lima A (Ba HERH Yvlenruny() =s-lima Ca ()Da, 
故 (6) 成 立 ， 如 果 SU) = 7, 由 文献 [87] 中 推论 3 和 推论 11 知 ， 
(6)<>(7). 证 毕 . 
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对 于 完全 保 秩 线性 映射 ， 我 们 有 下 殉 结 论 , 

定理 7.3.4 设 入 是 瑟 上 的 有 限 套 . 令 0 :AleeNV > B(K) 
是 有 界线 性 揣 射 且 是 正 整 数 ， 则 下 列 性 质 等 价 . 

(1) & 完全 保 秩 . 

(2) & 完全 保 秩 上 . 

(3) $ 完全 保 秩 1. 

{4) Beri PRE k. 

(5) Bo TRH 1. 

(6) 存在 单 射 算 子 Ac BH, K) RAR Bc B(K,H) 
使 得 对 任意 的 T EAlgzN, G(T) = ATB. 

证 明 BR (6) 01) > (3)—(5) 和 (1) (2)>(4). 

(5)>(6). Oo 保 秩 1, WO RAL 二 此 在 定理 73.1 的 证 
WH, yo =OQi=n, 且 存在 算 子 4 和 B 使 得 对 任意 的 秩 一 算 
Faroj cAlecN, H Oc@f)=Ar@BSA0. BRAWB EH 
M. 令 C = B", 因为 每 个 有 限 秩 算 子 是 AlerN 中 有 限 个 秩 一 算 
FRH, RE (6) 成 立 . 

(4)=>(5). HE (4) 成 立 . 由 定理 7.3.2 知 ， 更 2 秩 一 不 增 . 如 果 (5) 
不 成 立 , 那么 存在 秩 一 算 子 了 = aeh neh ) EAlgrN@ 

tefi 22 ® fo 
M(E) 使 得 (T) = 0, 因此 存在 秩 一 算 子 rf EAlgxA 使 得 
tra f)=0. 4 


S= 7 € Alg eM @ Mi4:(F), 
0 tof 


则 rank(S)= k {B rank(®,41(S)) = 0, FA. UHE. 

walt, AHAK 是 有 限 维 空 间 时 ， 我 们 得 到 上 三 角 块 矩 
REARS T CMF) 上 完全 狭 不 增 线性 映射 的 如 干 刻画 ,还 明 略 . 
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推论 7.3.5 BT CcC ME 是 土 三 角 块 矩阵 代数 且 大 是 正 整 
数 . 令 6:75M,.(F) 是 线性 变换 ， 则 下 列 人 性质 等 价 . 

(1) 更 完全 秩 不 增 . 

(2) 更 完全 秩 k 不 增 . 

(3) & 完全 秩 1 AM. 

(4) Be. BEA ARH. 

(5) bp 秩 1 不 增 ， 

(6) 存在 矩阵 序列 {4,} C Mnxn( 四 和 {Do © Maxm(F) 使 


O(F)=lim,,.4.FB, VF ET. 


HE 73.6 HTCM(F) BEE PREAH k 是 正 整 
数 . 令 6:75M, (KF) 是 线性 变换 ， 则 下 列 性 质 等 价 . 

(1) © BERR. 

(2) BABE k. 

(3) © 完全 保 秩 1. 

(4) 下 5+1 PRK k. 

(5) G2 RH 1. 

(6) FERK A, B E Mnxn(F) 使 得 对 每 个 已 < T, 
(F) = AFB. 

进而 如 果 更 保单 位 元 ， 那 么 上 面 的 (1) 一 (6) 也 等 价 于 

()@:7T > MF) 是 单 射 同 态 . 

当 y 是 上 三 角 矩 阵 代 数 上 的 线性 泛 函 时 ， 我 们 有 下 列 推 论 . 

推论 7.3.7 er, C MAF) nxn t= RRA ¢ 
是 mn MAH, MFE a; EF (1 <i<j <n) 使 得 对 每 个 
T = (ty) € Tm 有 OT) = 》 agti, 则 下 列 性 质 等 价 . 

i<j 

(1) p 完全 秩 不 增 . 

(2) pz RTH. 

(3) {auh 具有 下 列 性 质 ， 对 任 章 的 ii, i2, ji, jz 满足 条 件 
I< sh Sj Shin, 有 ni = oj 
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(4) FEAR {4,2 {Bj}, CP 使 得 对 所 有 前 了 < 
Tn, P(T) = lim, 5, AYTB,, HP AT 代表 4 WER. 

证 明 由 定理 7.3.2 知 ， 只 需 证 明 (2)<>(3). 

AES (1 < i<7< 是 Mn(F) 的 矩阵 单位 ， 即 在 (i,7) 处 
的 值 为 1, HEZEA 0 的 矩阵 ， 显 然 {Bi jaici<ij<n 是 mm 的 一 


Ei, jı Ei } 
组 基 . Ml<isiksfc<jesn, B= 3 r)a 
Eizh Ei,j, 


Tn @Ma(F) 中 的 一 秩 元 . 然而 yo(E) = ( a mua ) WRES 
21 1292 
为 1 4 BS 0G, 5, Wiggs = aozoism 证 毕 . 

7.3.1 由 推论 7.3.7 知 , fin=2 的 情形 ，(3) 总 成 立 ， 因 
化 很 容易 看 到 72 的 每 个 线性 江 葡 是 完全 秩 不 增 的 .然而 当 n> 2 
ti, FE m ERASER PN AED A. 

BT = (Ti, Tm) MS = (S1, Sm) Æ m 矩阵 组 ,其 中 
To 5; € M,(F). & S(T) = {ATA = (ATA, , AT, AT) | 
AéM,(F) it}. 作为 定理 7.3.1 的 应 用 ， 下 面 的 结论 也 给 出 有 
FN 2.2.3 和 2.2.4 的 一 些 肯定 结 旱 . 

命题 7.3.8 设 M C ME 是 线性 子 空间 + {I, Tr …， 
Tn} 是 At 的 一 组 基 ， 且 这 组 基 生 成 一 个 上 三 角 块 矩阵 代数 ， 假 
定理 :At M(E) 是 保单 位 元 的 线性 映射 且 DT) = 5;, WEA 
等 价 . 

(1) $ 完全 秩 不 增 . 

(2) Se S(T). 

证 朋 (1)=(2). 设 更 完全 秩 不 增 , 那么 由 $4.5 定理 4.5.6 知 ， 
DEB HHH {I T, Tin} 生成 的 代数 4 到 {I 81, ---, Sm} 
生成 代数 的 完全 秩 不 增 线性 映射 .因为 4 是 上 三 角 块 矩阵 代数 ， 
应 用 推论 7.3.5, 存在 矩阵 列 {As}, {Bk} C Mn{ 四 使 得 对 每 个 非 
交换 多 项 式 P = Plti,…, tm), P(S) = lim; dxPfTJB5， 因 
X (I) = I, RE limy 0 AgB, =F, AM imko AB) = I. 
所 以 P(S) = limp- soo An P(T) Bel Ar Br) | = imot P(T)A;. 
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特别 地 , TEMA i (i =1,--- 我们 有 3 = lity ee Ag T Aj", 
Ht S = limy ,..A¢T A; !. 

(2)=(1). 假定 (2) 成 立 ， 即 Se S(T). FRADE 
A, 使 得 S = limp oA: TA,*. 因此 对 具有 变量 下, te, +. tm 的 
任意 非 变换 多 项 式 P, 有 


P(S) = lim A,P(T)Bi, 


从 而 对 每 个 DE AM, HOD) = lim, ,.A,DA,', HU S 完全 秩 
不 增 . GE. 

命题 7.3.9 OM, © EMA 7.3.8 中 所 设 ， 则 下 列 性 质 等 
价 . 

(1) 更 完全 保 秩 . 

(2) S # T KAHAN. 

证 阴 由 推论 7.3.5, mE 7.3.8 和 和 定理 4.5.6 立 得 .证 毕 . 

在 本 节 的 剩余 部 分 ， 我 们 总 假定 Hilbert 空间 H 是 可 分 的 . 
RAN 是 互 上 的 套 且 AlgN 是 相应 的 套 代数 . 

定理 7.3.10 设 入 是 可 分 Hilbert 空间 H 上 的 次 令 Oo: 
AlgrW 一 B(K) 是 有 界线 性 映射 ， 则 下 列 性 质 等 价 . 

(1) & 完全 秩 一 不 增 . 

(2) Bo 秩 一 不 增 ， 

(3) 存在 有 界 算 子 网 {4x} C BCH, K) 和 {By} C B(K, H) 使 
得 在 算 子 范 数 拓扑 下 ,对 任意 的 T EAlgrA/, & O(T) = lim, ATA. 

证 明 BR (3) (1)$-°(2). 下 证 @) 寺 (3). 假定 更 3 秩 一 不 增 . 
对 任意 的 z € A, 定义 


IW={r®f eAlgzN |f eH}, L,={2@f | f EH} 


我 们 把 证 明 分 成 以 下 几 步 . 
第 一 步 首先 证 明 对 任意 的 zx E H, 存在 ylz) © K 使 得 
DLN) C Lye), 从而 对 每 个 = 包 f CAlgeN, 有 Bag f) =y) S 


Jlf). 
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如 果 BLY) = 0, > y(z) = 0; 如 果 BLN) 4 0, 那么 存在 
fo € H EG ©(2 @ fo) = yo @ go #0. 对 满足 z@ PEAlgrN 的 任 


E SEH, 4 O@ef)=yeg. 因为 ( Oh ros 


EAlgrN® 
0 0 ) ler. 


M:(F) 是 秩 一 算 子 ， 因 此 ( meee ver) 也 具有 秩 一 ， 所 以 


y sspan{go}, 从 而 PERS) < Ly. Wyle) = yo, M (LY) S Lye). 

AA H 可 分 ， 因 此 存在 与 W 有 相同 序 型 的 区 间 [0,1] 的 闭 
TRE 使 得 0,1 & T. Bi, RAAT CAN 的 指标 ， 即 记 
N ={N;| yer} 

第 二 步 4 Au = 0, An = {y > fyl äre MN 时 ， 有 
(LN) = 0}, an = sup{y | Y € Au}. W an € An. 

如 果 on É An, 那么 存在 zo € Na # fo E H EI xo © 
fo E€ DN H BlzoQ fo) #0. 在 这 种 情形 下 ， on ÆT HRR 
数 ， 取 递增 序列 {yn} C Au 使 得 impon = Ql & Ln = 
Nya O Nan- 1 (No = 0}, 则 Near = Br. En, To 一 Dba, 其 中 
En E Ln C Ny. 因为 zo Q fo CAlerN, 因此 fo E (No), 所 以 
对 每 个 n, bn 3 fo EAlgzN H OE, @ 0) = 0, AT SHH, TÈ 
亚 (zo 8 fo) = lima (x: ék @ n) =0, FË. 

k=l 

第 三 步 $ An = {y> an |% z€ Ny ONan fe Nt 
时 ， 有 le f) =0}, Au = inf{y | yE Ar}. W By € An. 

如 果 Bi é Bis, 那么 存在 zo € Ng, © Na, 和 fo ENG, 使 
得 B(ro @ fo) 40. 取 递 减 序列 {yn} C An 使 得 lim yn = Bi. 
$ Ha = NL ONL, HH, = NL. BANE = @2, Hn H 
fo = Dra m, HP mm E Hn CNY. AW zo € Ng, O Nan, 因此 
对 每 个 mn rota CAlgxN A Blog m) = 0. HE SAH, FR 
(rp @ fo) = limn ,ow (3: zo om) = 二 小 矛盾. 

ke 

第 四 步 ” 存 在 有 界 算 子 序列 {4( 人 }c {0P c BING, S 
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New K) 使 得 对 满足 2 @ <AlgrA 的 所 有 z, f E Na 后 Neio 有 


Sze f)= lim 4 多 =r@cCf 


且 对 每 个 ze Na, ONg, RSE (Na.)+, A Oxo f) = 

情形 工 (Ns) = Na E (Nan) = Nan. 

RAE FS EMR i 的 递增 序列 {in} CT RAR 
Oy, 的 递减 序列 {yn} CT, AE n € Ny. ONa,, fn E Na, ON, 
使 得 对 每 个 n E N, (En @ fn) = Yn ® Onl fn) #0 (对 任意 的 自然 
Hn Mm, 可 要 求 m< ôm). 

Rik, BETERE on < 0 < do < pu 的 加 ,和 ET 使 得 
4 sE Ny O Nan BENG, ONs, 时 ， 有 亚 (z@ 月 =0. + 


Ai = {7 > v | Hz € Ny O Nan Bf E N+ 时 ,有 F(z @ f) = 0}, 


fi =inf{y| y€ Aut BR yw < fn < oo < Bu. 下 证 Bii € Any. 

假定 Bis $ Arr, 那么 存在 zo € Ng BNa A fo € NeueNe 
WE B(20 8 fo) #0. 如 果 (Ng )- = Ne'， 则 对 某 个 Y lan <7 < 
B11), TER zo E€ Ny ON, 事实 上 , 存在 收 敏 于 Pi, 的 递增 序列 
{8n} (CT). & Ln = No, © No, (Noo = 0). 则 Ng = Bra Ln, 
to = Brn én = limao PB'_ En, 其 中 En E Ln CC Non. AA od 


HRA (z8 fo) A 0, 因此 存在 自然 数 使 得 at En O fo) #0. 


n=1 
显然 zx = -De E No, C Ny, AMR y = 6 < Bu. H 


Bu 的 定义 ， 对 于 y< Ou, 存 存在 #1 € Nn © Non MAE N+ 
使 得 更 (21 @ fi) 4 0， 注 意 到 ro fi, a1 @ fo EAlgrN, 所 以 
算 子 矩阵 Ef 3f | EAIlg&rN @ M2(F) 具有 秩 一 ， 然 
m@fo nef 
亚 (zo @ fo) B(z0 @ fı) _ 
o D =0 一 : 
而 更 (zl 2 fo) 吉明 (: almen) Hag h) } 具有 秩 
与 假定 & 秩 一 不 增 矛 盾 .如果 (Ng )- 了 Ng WEAR to € 
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(Ny )- O Nan RAM zo E Ny O (Ng )-. 对 于 第 一 种 情形 ， 
RN, = (Na' )-, 如 上 的 讨论 可 导致 六 盾 ， 对 于 第 二 种 情形 ， 由 
By 的 定义 ， 存 在 ze Nw O No MAE Ng 6 (Ne )- 使 得 
P(r 8 A) #0. AW fi E (Ng )* B v < Bi, MANA 20 @ fi, 
z189 fo EAlgr N. AA O(218 fo) =0 H d: 秩 一 不 增 , 通过 考虑 算 
pram (Boh noh , RAGE. MDL Bi, € An. 
nOfo mOhfi 
从 而 Au < By, < Bu, FE. MOT IZ. 

MH 2,.@f CLM, HEH, DnD) = yn@gn (站. BR 
gn 在 D(zn) = {F |n Ef E LLY} 上 是 线性 的 有 (Ny) C D(z). 
易 证 go|(w )+ (Ny JL +K AR. 事实 上 ， 这 由 电 的 有 界 性 和 
闭 图 定理 立 得 . 

其 次 我 们 断言 ， 对 任意 的 自然 数 k, dimV k(n) = L 

反之 ,假定 存在 ni, nj (> k) 使 得 Gnsl(n,,)+ 和 Onslow, 六 线 
性 无 关 . 设 nj > mi, WM bn, < in 且 Yn > Inj, 因此 zn @ Fajs 
tn; ® fn, EALEN. 由 于 


( tn, È fa; La, @ fay 


E Alg A @ M: 
Tn; @ fr, Panj Q fn; ) F all 


BAR, 因此 Ya, B gn (fn,) Un; 的 Gu; (fn; } 也 - 一 
( Yn; D Gn; (fa) Yn; E Gn; (Jn;) BAB 
于 是 9n:(Fr;) = dn; (fn,) 且 Gn; (Fn; ) = Gn; (Fn, )- 对 任意 的 fe 
(N,,)4, 因为 四 tn, OF EAles A ( tn, @ f Eni Ə fn; ) 
Wn, Of En Ofa; 
cAlgzN @ Ma(F) 具有 秩 一 ， 因 此 
Yni @gri( 有 3 四 gui 人 (所 ) 
Yn; ® Gn, (f) Yn; @ 9n;(Fn;) 


RAK—. 所 以 对 所 有 的 f E (Ny,)+, 有 galf) = on; (fF). 从 而 
Dr (Nnt = 9nyl(Nw)+: 与 假定 gil(w 和 gil ix 线性 无 
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KFE. BOSE BRB n (> k), gw 上 = geko, yi B 
dimVx a galen, =1 

类 似 地 ， 对 每 个 n, 存在 线性 变换 yn : Difa) = {x | 28 
fn EAIN} > K 使 得 B2 fa) = ynlz) 8 dalfa), RF tales, 有 
界 且 如 果 m>n, 有 ym|Ns, = Ynlis,- 

定义 多: UR Ns, > K ER win, = nly;9 :Wi(Ny,)- 
+ K 使 得 gw + = Inip BA w 和 g 是 线性 的 ， 对 满足 
z 四 ESAlgrN 的 任意 的 z, f E€ mp O wo, 存在 Y ET 使 得 
TENy SNEa, Hf E Ng, O(N,).. RATER y = min{6 | 
gz E Nso Nant 因为 序列 {fn} 递增 收敛 于 Bli 且 {ya} Bw 
RT on, 因此 存在 满足 %, <7 <b, 的 自然 数 n, BR 2, @ f, 


nn EnD fa mef 
a@ fn EAlgFN. 因为 ( -ef 2ef ) EAIEFA 9 M2(F) A 
有 秩 一 ， 因 此 . 


( Yn Bgn(fn) mE) ) 
Yn (x) ® gn(fn) HE) @ Ylf) 


也 具有 秩 一 ， 所 以 Wz) 和 yle) 线性 相关 ， 如 果 ye) 和 yala) 
EF, WYBE yE) = yale) = wle), 9z(f) = gn(f) = gf) 如 
果 yle) = 0, AX Iln) Z 0, 因此 一 定 有 gale) = 0, BEL 
然 可 取 gelf) = gaff); 如 果 wlr) = 0 但 y(z) 关 0, 则 对 所 有 
的 f e (Nt, 有 gz(f) 三 0, 于 是 重 (LW) = 0, 从 而 由 定义 知 
y(z) = 0, 与 假定 yz) 头 0 矛盾. 所 以 对 任意 的 x, f E Nan O Nan 
ER ref eAlgrN, 有 (zr@f) = ynl) ® galf) = w) @ g(f). 
对 每 个 n, 定义 AD CH: Nga O Ngo > K WF: 


A 一 w(2z) ks € Ni, © Neo, 
n 0 MRre Ng 9 Ns,; 


crf 一 glf) wf € Nay OQ (Ny,)-, 
" 0 mE E Ny & Nap 
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显然 对 每 个 自然 数 n, A, CID © BING, © New K) 且 对 满足 
zaf CAlgeN 的 所 有 z, fe Neu © N pios 有 


8(z@ 力 = lim Af Pre Ci f, 


从 而 完成 了 情形 1 的 证 明 . 

情形 2 如 果 (Nan) < we 且 (No,)4 = Nos, 那么 存在 收 
RF an 的 递减 序列 {yn} 以 及 zn € Ny O Nm 和 
fn € Na, 9 (Na )- 使 得 lrn 名 fn) x 0. 在 这 种 情形 下 ， 我 
们 能 找到 B(Ng,, © Neo K) 中 的 算 子 An 和 算 子 序列 {Cl} 使 
得 对 满足 z@ 了 CEAEFA 的 所 有 =, f E Na, ON... 有 O28 f) = 
tm yw Ane @ Of Mf. 

情形 3 WS (New)- = Ne. E (Na+ > Non, 那么 存 
在 收敛 于 B11 的 递增 序列 {6%} 以 及 en € Nony O Na 和 
fn © Ng, ONG, 使 得 OG, @ fn) #0. ERA. RATT 
找到 B(Np,, O Neo K) 中 的 算 子 序列 (AY) 和 算 子 Cu 使 得 对 
满足 x @ f EAIgrN 的 所 有 r, f € Na, O Noo, 有 Oe @ f) = 
limna% Ae @ Cuf. 

情形 4 如 果 (Na)- < Nay 且 (Na > Non, 那么 存在 
WT An 和 Ca € B(Ng,, O Nao K) 使 得 对 满足 z @ CAlgrN 
的 所 有 z, f E Ngu O Npa A P(e @ f) = Ane ecif. 

到 此 ， 第 四 步 的 断言 得 证 . 

Sn wee. = 1, 则 停止 . 否则 ， 令 An = {YY > 4/3 
zEN,ONg, 时 有 UM = 0}. MR Ais = b, $ one = Au; 
如 果 Alz #0, 令 org =sup{y | y © Ais}. 相似 于 第 二 步 的 证 明 ， 
我 们 有 ors € Aig. 所 以 对 任意 的 E Nay O Non, B O(LY) = 0. 
如 果 ay, = 1, 则 停止 。 Sal, + 


Ai = {7 > a | Br € NO No, BF E Ne 时 ， 有 (x ®@ f) = O}, 


Biz =inf{y | y € Ala}. W Ai E Ai, 类似 王 第 四 步 ， 我 们 可 证 明 


存在 有 界 算 子 序列 {A} {CP} c B(Ng,, © Ne,,, K) 使 得 对 满 
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Be@fcAlesN 的 所 有 zz, f E Na 9 Nan 有 
5fzg@ 朋 = lim Ai? z 8CiP f, 
县 对 任意 的 ze Nes 日 Ne AIEN A Ole @ Ff) =0. 
AAG WR Ge=1, FE MR Ba < 1 $ 
Ais = {7 > Bia | Hr € Ny O Ng, HOLY) = 0}. 


如 果 Aa = 9, $ a = Bie, 如 果 Aig 4 9, > an =sup{y ET | VE 
Ais}, 则 ong € Arg. 如果 a1s = 1, REELE: ME ais <1, > 


Aw = 位 > Ong | Sr € Ny O Nan RF E Ny 时 ,有 (x @ f) = 0} 


HS bız =inf{y | y € Ais}, W fis € Aig. 以 这 种 方式 继续 ， 我 们 
得 到 序列 


O= fio Z an < Ân £ ong < fir S++ Son < Prk S Oky E 
AASP Ken (CR Fe C BUN a ON ius» K) 使 得 对 每 个 (1,) 
ROME TOf cAlesN 的 所 有 zz fe Na, ONay A 
(2 @ f) = lim Ale @ chs 

且 对 任意 的 ze Ney O Naa BLE (Nou) A lg f) =D. 

BEE wR m, fim = 1, 则 停止 如果 Bim < 1 
但 O1(m+1) = 1, 也 停止， 且 在 Norm S Naum +4, 4 AO) = 
CO) il = 0. 否则 ,我 们 得 到 两 个 无 限 序 列 {arr} M (Belo C 
T. 令 Boo = sup, {or}. 如 果 Boo = 1, 停止 ， 如果 Bo <1, 再 次 重 
复 1 一 6 步 ， 得 到 序列 


Boo < azn < Bai < am < fog < L aon < Box < Og < °°: 
和 {A joo, (C C B(Np,, 日 Na K) 使 得 对 每 个 
(2,4) 及 对 满足 z @ f EAlgrN 的 所 有 wf © Ne, O Nauri 有 

ee) (n) 
(z8 f) = lim Ay 23C f, 
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AMT > E Ng, © Nguri» fe (Noa) t 有 lrg f)=0. 
SAS 继续 上 面 1 一 7 步 的 过 程 ， 因 为 及 可 分 ， 因 此 最 后 
我 们 得 到 可 数 多 个 序列 fon} M (eho CT G=1,---, 2, 
其 中 oa 是 一 可 数 序数 ), 使 得 
(1) Bio < Oa < Bi < ai <-> < Og, < Bik Z ORE) < i 
(2) Asia = sup, {ain}, i = 1, 2, +--+, 9; 
(3) sup, , {ox} = L; 
且 存在 算 子 序列 (AP T°, (Pa C BCNes 9 News ayy K) 
使 得 对 每 个 指标 《如 ) 及 对 满足 2 @ f cAlerN 的 所 有 z, fE 
Ne,s 8 N biaip 有 


(ze f) = lim Aroc, 


且 对 任意 的 ze Na, O Naa- A f E(Ns,)+, A Blof). 

& N= {fi k) |i = 1,2,--- 0; k E {0} UN}. X} (i,k), GOD € 
Q, WR i<j REWE ijkl X (ik) < GO. + 
A={A[A HO KARTE J 在 入 中 下 入 序 “>” 入 > 入 当 
EH 和 1 入 .于 是 赋予 序 “ > ”，A 成 为 一 定向 集 . 

HF (i,k) € 9, $ Hir = Ne ONaio_ yy: BA H = BD GenHin. 
对 任意 的 28 f CAlgerN, > ye = inf{y| £ E Ny}. MAZEN,,, 
f£E(N,,)2. 因为 ve ET, 因此 存在 (io, ko) E 2 EE Biolo- < 
Ya < Pisko 所 以 

rE B Hk, fe 中 Hix. 
(ik) £ (toko) (io,ko)} < {i,k} 

BAS 存在 有 和 界 算 子 网 {A | 和 A&A} CC B(H,K) 和 {B | 

ACA} C BK, H) 使 得 在 算 子 范 数 拓扑 下 ， 对 所 有 的 F eAlgzN， 


有 
(F) = lim A\FB,. 


对 于 入 E A, ny = HA A REBT), ty = maxes nea {[|AS” || 
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. ieg} 定义 A, 和 Ca MF: 


Aya = { exp(ayynat, AG” 2, 如 果 z € Hik ((%, k) € A), 
0, 如 果 z E (Dauert), 


0, 如 果 f E {Depyea Hin)-. 


Wi Ax, Cy € B(H, K). 下 证 对 任意 的 zf EAlgzN, BA 


lz 8 f)= üm Aye ® Ch f. 


情形 1 存在 (io, ko) CO HB r, f © Hi. 

在 这 种 情形 下 ， 我 们 有 O@® f) = limes. A 2 OC) S. 
对 任意 的 e > 0, 取 自然 数 no 使 得 当 n > no 时 ， 有 (ACL 2 @ 
of) f — (2 @ f| <e. 取 åo EA 使 得 (io, ko)e Ao H nas = n- 
则 对 任意 的 入 > Ao, A ma > ma, =n EB 


lAr o Cy f — B(2 @ A 


(na) 


= llexp(oigagtata Ae) a @ expl -aistonata OT) — Ble N 
= [Ate ® CEA- See fl < e. 


to 


情形 2 ”如果 EH f € Ay BE (i, HAG, OD, BA eg 
了 EeAlgrN BAG, k)< GD, 因此 由 第 八 步 知 Gag f) & 
我 们 必须 证 明 lim, Aaz Caf = 0. 

对 任意 的 入 E A EB (i,k), GD eA, 因为 


Ant @C, f= exp(aprata AG a 8 exp(—ayinaty CL f 
= exp( 一 (oji — armata) AE 2 @ Om}, 
因此 lAs g Cafi < ilef- NFI- t exp( 一 (af 一 anata) EE 
到 ajz — air > 0, 所 以 lim, tf exp(-(azi — ainnata) = 0, 从 而 
lim, Arg OC) f =0. 
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情形 3 如 果 xz = Bei ker, Fik f 一 Bu perrfat 其 中 Ais 
Az E€ A, BA rof EAlgzN 表明 对 所 有 的 (i,k) e AL 和 ,DE As, 
有 Gk) < G0). Ble à NA = OBE M N Az = {(to, kol}, 其 中 
(io, ko) = max{(é, k) | (i,k) € Ar}. 如 果 Ar Me = {(io, koh, MA 


IB f= Tioko @ Finke + D Zik B fji- 
CEREAL (IA EA EE) 0) 


所 以 


lim An £ SCaf = lim Ad Zinho @ Ca fiako 


+ lim Ax xix @ Cy fji 
(8h AJEAL (Hera Lk) 4G,1) 


由 情形 1 和 2, 容易 验证 


lim A, 2@Cy f = lim Ay Eigh OC fiako = Pl 2igko® figko) = BSF). 


MWR ALN Ag = 0, 相似 可 证 lim, Aas @ Cy = B(x @ f) = 0. 

情形 4 一 般 地 , hea, f EHER @ f CAlgsN, 则 > < 
(Dein) <tio,ko) Fix), fE (Dio eo) $(i,8) Hix). 记 T= Dein) <Cig.ko) Tik: 
F = isrosun Ti ERER e(< (Sl), 存在 An M CA (AE 
求 (ink AMA 一 a kr 
人 


4 一 E . — 
Pal < STS Teds asi BPM = Bene Tie fa = 
Diver Fit. 因此 


P(x ® F} -EEx @ far, < Hillel + HAD 5, 


由 情形 3, 存在 X (> MUA) AAD DN 时 ， 有 


|Axea, BC fra, 一重 (zx ® fall < 了. 
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对 任意 的 入 Ee A 使 得 和 > A UA BINA 


Ax (za — 2) ® OA,l 


D Antik @ CD fji 
(,K)EAVAL (77)EN2 


> exp(—{ajr— minnat AG” xe B CR fa 
{Lk)EAN A (HA) EA2 


< So 》 eplan- ornata) t leal :fl 
(ELEAN AL (JA)ENS 


< a mmt) D D 


(KEAVA, (7 有 EXa 


< Speyer pple eriat) 


E O <i S= ainka Aiolko—1) = min{{a;1 — ai | (2,4) € MA 
B (j1) € As}. A lim, tn? exp(—énata) = 0, 因此 存在 和 > 
MUA 使 得 当 入 > A” t, tin? exp(—dnata) < e. ARMADA” 


时 ， 有 Asa 一 功名 (六 站 < 
对 于 入 > ALU, 有 


laar B Calfa — fil 


file 
HEll + WF) 


一 Atip & Or fji 
(i kJEA (EJEA Aa 


exp( 一 (oil annata AQ” ain @ CL” fj 


| 


<E L ear- anat) ll 


(EREA (FEPEA\Ag 


| (EN (FI)EAN NS 


E 
< 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 zlin? exp{—dynaty), 
BSc + Fy Man ) 
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其 中 0< by = Oig{ka +1) 一 Cioko = min{as: 一 Qik | (i, k) EÀ H 
(D) € Aat. AM lim, ibn? exp(—Simaty) = 0, 因此 存在 X” > 
ALU Ag 使 得 当 六 > A” Bt, A tn? exp(—dimata) < e 所 以 当 


ez 
A>A BY, A ar Olha- Fill < eye CUD" 从 而 当 
> 入 UN 时， 有 
Anta, @Cr fay — Axe OC) fll 
< A (ZL, = æ) 2 Cr fs + ESEZ Ch, 了 


< sone Y spencers iy" 


<Ê 
7 


A dg = XN UX UX , 则 对 任意 的 入 > Ao, 我 们 有 
lëre f) -Ar S O fil 


< |O(z & -br @ fr )itiArza, BC faa Oza, @ Faa) 
Haza 8 Cfa ~ Aar B Cy fi} <e. 


Mae 2 @ f EAgrN, 有 O(n @ f) = lim Argo f. 

令 By=Ch, WEP ro cAlgeN, A O(xf)=lim, Alre 
fB 因为 Aer N 中 的 每 个 有 限 秩 算 子 都 可 表示 为 Algzh 中 有 
限 个 秩 一 算 子 的 和 且 Oo 是 线性 的 ， 因 此 对 所 有 的 F eAlgzN, 有 
(F) = lim, 4, FB}. 证 毕 . 

现在 我 们 刻画 AleeN 和 AlN 上 完全 秩 不 增 的 线性 映射 ， 
从 而 对 于 这 两 种 情形 肯定 地 回答 了 冤 题 2.2.2. 

定理 7.3.11 i N 是 可 分 Hilbert 空间 上 上 的 套 . OE: 
AlgFrAr 一 BIK) 是 有 界线 性 映射 且 k EWK, W TINEA 
tr. 

(1) 更 完全 秩 不 增 . 

(2) 更 完全 秩 k 不 增 . 

(3) 更 完全 秩 1 不 增 . 
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(4) Bepi Rk BH. 

(5) Go HK 1 不 增 . 

(6) 存在 算 子 网 {A} C BUH, K) 和 {B3} C BK, H) 使 得 对 
任意 的 F eAlgzN， 


得 (P) = lim A, FB). 


证 明 ”由 定理 7.3.10 及 类 似 于 定理 7.3.2 的 证 明 立 得 . 证 毕 . 

定理 7.3.12 BN 是 可 分 Hilbert 空间 H LWE. 49: 
AlgN 一 B(K) 是 有 界线 性 映射 且 二 是正 整 数 ， 则 下 列 性 质 等 价 . 

(1) © 完全 秩 不 增 . 

(2) E BER k 不 增 . 

(3) 更 完全 秩 1 不 增 . 

(4) Prti KR AR. 

(5) Bo 秩 1 不 增 ， 

(6) 存在 算 子 网 {4x} C B(H, K) 和 {B3} c BK, H) 使 得 对 
ERK T EAN, P(T) =slim, ATB, 其 中 slim KRRBA TH 
扑 极限 . 

进而 ， 如 果 更 保单 位 元 ， 那 么 

(7) 存在 可 逆 算 子 网 {C、} C BCH, K) 使 得 对 任意 的 了 EAIEN， 
P(T) = lim, Ca TCX! (SOT 或 WOT). 

证 明 由 定理 7.3.11 及 类 似 于 定理 7.3.3 的 证 明 立 得 , 证 毕 . 

H {An} 是 作用 在 Hilbert SA EMAAR (RIE 
性 ) 算 子 序 列 ,如果 对 每 个 m ker Ay, D ker Anta 且 Antil(corA,)+ = 
Anlier anj 称 {Anh 是 递增 的 ， 那 么 定理 7.1.4 在 Hilbert 空 
闻 的 情形 也 可 陈述 如 下 . 

定理 7.1.4 Ho: AlesN 一 B(K) 是 保 秩 一 性 的 有 界线 性 
映射 ， 则 下 列 断 言 之 一 成 立 : 

(1) 存在 递增 算 子 序列 {An}, M {Crnja E BCH, K) 使 得 
对 任意 的 M, NEN 及 任意 的 了 EAlgzN, FE nr, 4 n> nr 
时 ， 有 Ania, Cnalwa 是 单 射 下 OT) = ATCR. 
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(2) 存在 从 五 到 KK ARERR ARIAS PT {Anh 
和 {Ce WAERN M, NEN REMMI T cAlecN, 存在 
nr, “n> nr Bt, A Anm 和 Cnlw 是 单 射 且 GT) = ATC. 

(3) 存在 满足 在 每 个 秩 一 算 子 上 非 零 的 有 界 共 王 线 性 映射 外.) : 
AlgrAr > K BAERE y e K 使 得 对 每 个 全 EAlgrN， 有 
S(T) = yo Q A(T). 

(4) FEMRAERSR-BT LESNAR ô): 
AlgrA 一 K 且 存 在 向 量 go < K 使 得 对 每 个 T CAlecN, A 
G(T) = 4T) 9 go. 

证 明 由 定理 7.1.4, 我 们 只 需 验证 (1) 和 (2) 即 可 . 因为 万 
可 分 ， 因 此 Fea FRET C [0,1], 我 们 总 假定 0,1 ET ( 参 
考 [64]). FEN ={N,[vyeT}, EP M =O M =H. 

假定 引 理 7.1.2 中 的 (1) 成立， 分别 取 工 中 的 递增 序列 {in} 
和 递减 序列 fy.) 使 得 limn od, =1 且 lim yoo Yn = 0, AHE 
Bin, men, 44, < óm (WR H- ZH, K ón =1; MEO, 40, 
取 Yn = 0). 对 每 个 mw 定义 An 和 Cn 如 下 : 


4 如 果 z ENs., op fF 如 果 f E (Ny,)4, 
0， Were Nt; 0, WRSEN,,. 


MW {An}, (Capra C BLA, K) BBA. WERM cose 
AlgrN ,存在 Ye 使 得 ze ASE (N+. 因为 对 每 个 n 使 得 
Mm EYE in ACE Ns, I €(N,,)+, A O(c @ f) = Anr® Of. 
所 以 对 任意 的 TEAIgzN, FE nr 使 得 当 n > nri, 有 OT) = 
AnTO*. 故 (1) 成 立 . 

We RS] BE 7.1.2 的 (2) 成 立 ， 相 似 地 ， 可 证 明定 理 中 的 (2) 成 
w. TEE. 

对 于 完全 保 秩 线性 映射 ， 我 们 有 

推论 7.3.13 GN 是 可 分 Hilbert 空间 H LWE. OO: 
Agr NBK) 是 有 界线 性 映射 且 大 是 正 整 数 , 则 下 列 性 质 等 价 . 

(1) 更 完全 保 秩 . 
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(2) & REIRE k. 

(3) © SORE 1. 

(4) Prti ERE k. 

(5) Pa 保 秩 1. 

(6) 存在 递增 等 子 序 列 {An} {Cn} C BUH, K) 使 得 对 
任意 的 M, NEN 及 每 个 了 CAlerN, FE nr, 5 n> nr 时 ， 有 
Anim 和 Caly 是 单 射 且 PT) = 4nTCY， 

证 明 BR (6)>(1)>(3)>-(5) 和 (1) 坟 (2) 过 (4)， 应 用 定理 
7.3.11, 类 似 于 定理 7.3.4 的 证 明知 (4) (5) 成立， 所 以 我 们 只 需 证 
HH (5)=>(6). 

RO, R, Mo 保 秩 一 。 因 此 在 定理 7.3.10 HEB, 
an = 0, fn = 1, 且 存 在 线性 算 子 W A V 使 得 对 任意 秩 一 算 子 
7@@ EAN, 有 O(2@f)=Wrovys £0, XW MV ERY. 
由 定理 7.1.4 知 ， 存 在 递增 算 子 序列 {4%},{Cn} C BH, K) 使 得 
对 任意 的 M, NEN 及 任意 的 了 EAlgrN, 存在 nr, 5n > nr 
时 ,有 Ania 和 Caly. 是 单 射 且 OT) = ATC, 所 以 (6) 成 立 . 
证 毕 . 

推论 7.3,14 HEN 2B) 4 Hilbert 空间 tLe, BS Wt 
不 相似 ©: AlgzA 一 AlgFrNW 是 有 界线 性 满 射 ， 则 更 完全 保 
HSHM TRR. 

证 明 由 定理 7.1.7 及 推论 7.3.13 立 得 ， 证 毕 . 


87.4 保 每 等 性 的 线性 映射 


设 4 是 BA) 的 线性 子 空间 且 更 : A BA) BAER. 

对 于 Te A, MET =T A OTP = S(T), KO RASH, m 

果 rank(T) =1 A 77 =T AM rank(G(T)}) = 1 A OT)? = OCT), 
称 更 RK -BSE. 

iA RRP (=C MR) EM Hilbert SHAAN BH EE 

套 , WENNER NON_ 40, NON- BN HRY, 如果 
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HAN 的 原子 张 成 , WN BATE; WRN REET, 称 
N BASE. BRIEN 是 连续 套 ， 那 么 AlgF 中 的 每 个 有 限 
秩 算 子 都 是 洁 替 的， 故 AlgN 的 有 限 秩 算 子 理想 Algz 不 包含 
FE fl dE EEA TC. 

APARERE LARS ENARA. 首先 刻画 Hilbert 空 
HH 上 的 上 三 角 算 子 矩 阵 代 数 上 保 秩 一 宕 等 狂 的 线性 映射 ， 令 
H =H oHe- -Hn Nj = HD oH G =1,---n). W 
N = {{0}, Nr ,Ns = H} RH LN-PHME, B AEN 是 
KOR H =H 0-00, 的 上 三 角 算 子 矩 阵 代 数 ， 五 上 的 每 
个 算 子 都 可 表示 为 关于 此 分 解 的 算 子 矩 阵 ， 为 确定 起 见 ， 我 们 称 
之 为 关于 有 限 套 和 的 算 子 矩阵 . 

EA 7.4.1 HN = 1{{0}, 和 Ni,… Ne = H} RR LAR 
E. $ $: AlgrN 一 AlgrA 是 有 界线 性 双 射 ， 则 更 RR-RS 
性 当 且 仅 当 下 列 性 质 之 一 成 立 : 

(1) FERZY A eGL(AlgM) 和 关于 的 严格 上 三 角 算 
FER R 使 得 对 每 个 F CAlesV, 有 (Ff) = AF(4A-! + R). 

(2) 存在 满足 AINE) = Noi (i 二 0,1,… ,n) 的 五 上 的 有 界 
DRS 4 和 关于 N 的 严格 右 下 三 角 算 子 矩 阵 R 使 得 
对 每 个 F CAlgeN, 有 D(F) = AF*(A7! +R). 

证 阴 显然 只 需 证 必要 性 . KAH P RAHE 令 FER 
BT. 如 果 玉 是 秩 一 短 等 元 的 信 数 , 那么 结论 成 立 . 现在 设 下 是 秩 
BEAT. id F=2@f, Be (2, f)=0. $ i= min{j |z EN; 
G=1,--,n)}. Ween, fe Ng, Ha = Poe #0. A 
2 = £, Ot2, M (2,01) = (epe 40 且 对 任意 的 2 > 0, Ta = 
rO (ezi +f) EAlgFN. 由 于 连续 , B4e 20, AT. ores, 
于 是 tirof) 是 秩 一 算 子 的 极限 ， 所 以 rakto f)) <1. 现在 
© 的 单 射 性 表明 rank($(x @ f)) = 1. 

于 是 至 满足 定理 7.1.11 的 条 件 . 假定 更 具有 定理 ?7.1.11 中 的 形 
式 (1), 即 对 每 个 FF eAlgzN, O(F) = AFO, HH A, C eGL(AlgN). 
下 证 对 每 个 x@f eAlgrN, 有 (Az, Cf) = (2, f} 


如 果 (x, f) =a #0, 因为 再 是 保 特 一 霉 等 性 的 线性 映射 ， 
因此 (Ar, C*f) = (s,f) BE (z, f) = 0, $ i = minf |2 € N; 
G = 1,--- ,7)}. R r; e A; =Ni 9 Ni-1 使 得 (x, 2) £ 0, 那么 
TOT, tO (2; + f) EAlgrN H (2,2; + f) = (2,2;) £0, 所 以 

(Az, C* f} = (Ax, O" (z; + f)) — (Ax, Oi) 
= (2, z; + f} — {z,2;) = (z, f} = 0. 

下 证 C = A` + R, RR CARN 是 关于 A 的 严格 上 三 
角 算 子 矩 阵 .， $ CA = (Waij WA i> j, AW; = 0. 
对 任意 的 o,f € Hi (i = 1,---,n), 因为 (CAz,f) = (2, f) 因此 
Wai = Ilm, FAW = V+I Ap IRE H 上 的 便 等 算 子 且 
V EAIN BRIN 的 严格 上 三 角 算 子 矩 阵 ， 由 于 AH, TÆ 
C=(I+V)A7 = A! AVAT. S R= VA, 那么 只 是 关于 从 
的 严格 上 三 角 算 子 矩 降 . 

如 果 定 理 7.1.11 的 情形 (2) 发 生 ， 相 似 地 可 证 明定 理 中 的 陈 
述 (DJE. EE. 

引 理 7.4.2 HN = {{0}, N, Na = H} È H LAR 
E. $ O:AlgrN 一 AlgzN 是 Jordan MH, 那么 $ RRS. 

证 明 显然 下 双边 保 等 等 性 ， 设 rz@7 EAlgzN LK-ES 
T, M O(c@f) = P cAlerN EEFE. 如 果 rank(P) =n>1, 
那么 存在 nOg EAlgFN (i 二 1,… ,n) BB P=) HOG, 其 中 


i=l 


{s:t 和 {o}h, 十 两 个 线性 无 关 的 集合 ， 因 为 


T id 2 
uen- (Zuon) = > (yi 95) {Ys @ 93) 


i=1 i=l icii an 


= Flus O g) + y (yp gin B 93), 


i=i 1<i#i<n 
因此 
Sue fe -mgn SS Trae] =Q. 
Ei 1SjSm jAi 


. %9 . 


从 而 
(1 一 (Yi: 94) 9% — 5 (Yi 9:)9; = 0. 
工 民 了 区 有 4 了 7 
所 以 (i 9a) =1 A (yj, gi) =0 CESI 即 Yi © fi G= 1, why n) 是 
n “SAW AIEEE oo. WEF i= 1,--- 2, & P= Oy; @ gH). 


Ae RESH, 因此 *@J = PEP G=1.,n) 是 两 
i=1 : 


两 正 交 的 等 等 元 ， 故 rank{z f) > J rank(P;) =n > 1, FB. 


t=1 

证 毕 . 

定理 7.4.3 HN ={{O,M,- Na = H} AH ELWER 
E. 令 下 :Algrw 一 AlgrNW 是 有 界 Jordan 同 构 ， 则 下 列 断 言 之 
一 成 立 : 

(1) 存在 可 逆 算 子 4 eGL(AlgN) 使 得 对 所 有 的 T EAlgzN， 
A OT) = ATA“. 

(2) 存在 满足 ANS) = Nai (= 1,… 2) 的 五 上 的 有 界 可 
AKARHAT 4 使 得 对 所 有 的 全 EAIEFrN, 5 O(T) = AT*A-1. 

证 明 充分 性 是 显然 的 ， 下 证 必要 性 ， 假 定 更 是 Jordan 同 
构 . 由 引 理 7.4.2, © 保 秩 一 每 等 性 . 所 以 更 具有 定理 7.4.1 中 的 
形式 . 设 更 取 形 式 (1), MARAT cAlgeN, T) = AT(A +R). 
因为 理 是 Jordan AHH A M (A7 + RY 是 单 射 ， 所 以 对 所 有 的 
T, 有 7R4T = 0. 特别 地 ， 当 2@F EAIEFA 时 ， 有 (RAz, f) =0. 
对 任意 的 z, fE H, ON, 是 {Ni|1<i<n) 中 包含 x 的 最 小 
元 ， Ai。 是 正 交 补 包 含 了 的 {Ni |1sisn} 中 的 最 大 元 ， 如 果 
z@f éAlezN, BA Niwa 是 Na 的 真子 空间 ， 取 YE 和 1 及 
g ENH n BA rg, yG f, y@g cAlerN. 所 以 


O=(c@gty@ f)RA(eSg+y@f) 
= (RAz, g)e@g+{RAy, g)e@ft{RAs, fy@gt (RAY, fhy@f 
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从 而 (RAx, f) = 0, 故 五 =0. 
WR Oo RH 7.4.1 中 的 形式 (2), 相似 于 上 面 的 讨论 ， 我 们 
可 证 明定 理 中 的 陈述 (2) 将 成 立 ， 证 毕 . 
定理 7.4.4 HABRRE (= C RR) 上 的 任 一 代数 且 设 
N={{0},M, Na =A BY LAR. 令 更 :AlgrN >A 
是 线性 映射 ， 则 更 是 Jordan HEYMAN © REESE. 
证 明 显然 只 需 证 充分 性 . 假设 更 保 寡 等 性 ， 我 们 将 证 明 对 
所 有 的 2@ f,y@g EAN, 有 
O[(z @ f)\(y@o) + (y @gh(« @ fF) (7.4.1) 
= (zB f)O(y @ g) + Bly @ g)P(z @ f). 
因为 AlgrW 中 的 每 个 元 都 可 表示 为 &lgrN Pinty H S 
是 线性 的 ， 因 此 对 任意 的 A, B eAlgzN, 我 们 有 
&(AB + BA) = 6(A)®(B) + 8(B)6(A), 
BP p 是 Jordan AA. 
对 任意 的 x @ f CAlecN, 存在 N, WẸ xE N, fe Ng. 
办 为 N, = Oj Hj 办 此 w 和 了 可 以 写 为 £= Pr<icsti, f = 
外 ,cjcnfi; KP z: € Hi, fj e Hj, HEL rof = aie fj 对 


ite j>s 


Fy @g eAlgrN, 存在 t 使 得 y8g 一 》 》 yh @ gn KH 
kat >t 
(2 ® f(y gg) + (y@ gz @ f) 
= SS P Sei e fy S a) + (ve @ (2. @ F) 


i<a jas ket iSt 
MA BIER, Hee Hi, f 6 Hyy 6 By Mg eH (lijk i< 
n), (7.4.1) 式 成 立即 可 . 
情形 1 H,=H;=H, =H. + 
Au, = Pr AlegN Py, = {T € AlgsN | Pa, T Pu, = T} C AlgrN. 
则 Blan, : An, 一 A RESH. 因为 Ag, 同 构 于 FO), 因此 由 
[28; 定理 3.2] M1, Dian, 是 Jordan AA. 所 以 对 任意 的 z,y, fig € 


H; (7.4.1) 式 成 立 . . 
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以 后 ， 我 们 总 假定 Hi, Hi He 和 H 不 全 相同 ， 于 是 zy, fig 
中 至 少 有 两 个 是 正 交 的 . 对 于 两 个 向 量 , 例如 xz Aly, 如 果 它 们 不 
正 交 得 线性 无 关 ， 则 存在 a ek eB y= artim, 其 中 (z,m) =9; 
如 果 它 们 线性 相关 ， 不 失 一 般 性 ， 可 要 求 它们 相等 ， 所 以 问题 简 
化 到 下 面 的 情形 ， 妈 这些 向 最 中 的 任意 沙 个 变 么 正 交 变 么 相等 . 
进而 还 可 假定 它们 均 为 单位 向 量 . 再 由 对 称 性 ， 我 们 只 需 考虑 下 
面 的 几 种 情形 ， 

情形 2 z=y Hiz, =0. WA ror EEF, Ai 


P(r @ x)? = P(r @ z). (7.4.2} 


L f=g 对 任意 的 “ER AT c@zioreag 是 车 等 元 ， 
所 以 
G(r Q@z+axr Bo = (2 @zr+ ar Bg), (7.4.3) 


(7.4.3) 式 与 (7.4.2) 式 及 a c F MERE BRA (7.4.1) 式 成 立 ， 
即 
G(r ® fF = 0. (7.4.4) 


2° x= f. H (7.4.3) RH, 


Plz @ z}(x Bg) + tno) 


(7,4.5} 
= B(x 8 2)8(c @ g) + B(x @ 9) B(x 8 1), 


所 以 在 这 种 特殊 情形 下 ， (7.4.1) 式 成 立 . 

3 (is, ff=0. MA zcerztr@ftzreyg BES. Aik 
O(cQ2+cQf+z2eOg) = O(2@2+e8f+28 9). AEH (7.4.2) 
HK. (7.4.4) RA (7.4.5) A, FARE (74.1) 式 成 立 . 

情形 3 z=} H (z,y) =0. 

1° me y=g, RA ror yoy EEXESR. BAS 
RES, Ait (res) 和 Toy HEEXES TR, 现在 显然 


有 (74.1) AMD. 
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2° mE (yg) = 二 0, MA z@etyO@ytyOeg HES. Al 
用 (7.4.2) 式 ， (7.4.4) 式 ， (7.4.5) 式 和 情形 3 的 1°, 且 考 虑 等 式 


OaeWety@yty@gy’ = Bc@r+y@yty@g), 


可 得 (TAL) 38. 
情形 4 z= 9. BK (y,f} = 0. 在 这 种 情形 下 ， 我 们 只 需 考 
Bia, f=0R Gy, 2)=0. BA scar+eOft+yort+yof BE 
等 元 ， 使 用 (7.4.3) A, (7.4.4) 式 和 情形 2 的 对 称 情 形 ， 且 考虑 等 
式 
G(zQrt+rcefryer+yef) 
=r QrixceftySsrty@f), 


可 得 (7.4.1) È. 

WES 向 量 x,y, file 两 两 正 交 , AN rert+y8yt+2® 
f+ yg ERAD, EA (7.4.2) 式 、 人 .4.4 式 、 (7.4.5) 式 ， 情 
形 3 和 情形 3 的 对 称 情形 ， 可 验证 (7.4.1) ARE. WEHE. 

定理 7.4.5 BN ={{0},M,- Nn = H) 是 石上 的 有 限 
E. 令 更 :AlgrN 一 AgrN BAAR, WPA RS tt. 

{ 切 和 理 是 保 等 等 的 双 射 . 

(2) ® 是 Jordan 同 构 . 

{3} 更 是 自 同 构 或 反 身 同 构 . 

(4) BA (i) 存 在 可 逆 算 子 4 EGL(AlgN) 使 得 对 所 有 的 卫 E 
AlgsN, 有 S(T) = 474-41 BA (ii) 存在 满足 ANZ) = Nai 
G=0,1,--- ,n) MH LMRAD RAREST 4 使 得 对 所 有 
的 TEeAlgxN, 有 二 (7T)=4A7*4A-1. 

证 明 由 定理 7.4,3 和 7.4.4 立 得 . 证 毕 . 

为 得 到 AN 上 类 似 于 上 面 的 结论 ， 我 们 需要 AlgN 中 秩 一 
宕 等 元 的 刻画 ， 

引 理 7.4.6 WN = {{(0}] M N.= BRA LAR 


E. ST CAN BES, WP AR ER. 
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(1) T RAK 1 当 且 仅 当 对 任意 的 S EAlgN, STS = 0 HK 
ST =0 RTS =O. 

(2)T 的 秩 大 于 1 当 且 仅 当 存在 秩 一 算 子 5 EAN 使 得 
STS =0 1K TST £0. 

证 明 算 子 了 eAlgN 具有 秩 一 当 且 仅 当 对 任意 的 5, W € 
AlgN, STW =0 HM ST = 0 或 者 TW =0 (参见 命题 1.4.3). 因 
此 ， 如 果 (2) 成 立 ， 那 么 (1) 将 成 立 ， 所 以 我 们 只 需 证 明 (2) 的 必 
记性 部 分 . 

WN = {{0}, 加 ,… Na = H}. BRT eAlgN 是 秩 大 于 1 
HEFL, Ss = max{i | rank(TPy,) <1 (1 <i < nj}. WA 
rank(TPy,)<1,N,4 H A4s<icni, rank(TPw,)> 2. 

情形 1 TPy, 4 0， 革 于 空间 分 解 百 = N, ONL, T = 
( a Hi ) se To BARGE. AT AL rank() 
> 2, 因此 Tee #0. WARE z E Ns RSENS 使 得 Tz £0 
Af #04S=r@f, M4 S CAN. HF Trif, 于 是 
STS = (Ta, f\zn@ f = 0, {A TST =Tz@T*f £0. 

情形 2 TPy, = 0， 关于 分 解 Noa = N, O Hain BNA 
ote } 因为 Tw,,， 是 秩 大 于 1 RI, ER 
0 Tr 
rank(Tz2) > 2 H (Tho)? = Ta. W z € Hei 使 得 Tee #0. A 
为 dim(ker Th)+ > 2, 因此 存在 fF € (ker Th) 使 得 (Toon, f) = 0. 
A S= rf, BAS CAlerN. BR STS = (Tz, fir @f = 
(Toon, fia Q f = 0, m TST £0. 证 毕 . 

7.4.7 BN = {10}, N Nna = H} RH LOA 
E. & ©: AlgN 一 AlgN Æ Jordan AW, WA O RR-BSH. 

证 明 设 了 是 AlgrN PAi RR. MRE, OT) 是 
FEL. 如 果 rank(G(T)) > 2, 则 出 引 理 7.4.6 知 , FEW eAlgN 使 
得 WE(T)W =0, 同时 ETOWE) £0. 令 S= O-YW), 我 们 有 
亚 (ST9) = WO(T)W =0. 由 于 更 是 Jordan WM, FH STS = 0， 
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Treas = 


从 而 ST =0 R TS = 0 所 以 S(T)WHT) = OTST) = 0, F 
B. 证 毕 . 

EN = {{0} Ni Nn =H} BARE. Qr AleN 的 
反 自 同 构 ， 如 果 存 在 满足 Ni) = Ny-; (i = 0,1,2, n) 的 H 
LAH i] GREAT A, 使 得 对 所 有 的 工 ,fr(I) = AT*A 1 
称 赤 是 内 反 自 同 构 .现在 我 们 准备 证 明 本 节 的 主要 结论 之 一 . 

定理 7.4.8 HN = 1{{f0}, e Na = H} 是 互 上 的 有 限 
E. 令 理 :AlgN 一 AlgNM 是 固 连 续 的 线性 映射 ， 则 下 列 性 质 等 价 . 

(1)  BRRS HH. 

(2} & Æ Jordan 同 构 ， 。 

(3) 更 是 内 自 同 构 或 内 反 自 同 构 . 

证 明 显然 (3} 坟 (2)==(1). 注意 到 更 MARA. 

(1)=>(2). 假定 (1) 成 立 , REH 7.4.44, $: AlgFrA 一 AlgN 
是 Jordan 同 态 . 因为 Alec NV 在 AlgN PRA SORES, SH 
验证 更 也 是 AlgA 上 的 Jordan HA. 

(2)=>(3). 由 引 理 7.4.7, 我 们 有 $ AO 保 秩 一 宕 等 性 ， 所 以 
由 定理 7.4.1 AEA AY, CPT RARE, AT © Alger NV Ale 
是 双 射 . 现在 应 用 定理 7.4.1 和 定理 7.4.5 RO 的 弱 连 续 性 完成 证 
BA. 证 毕 . 

下 面 讨论 与 一 般 原子 套 相应 的 套 代数 上 保 符 等 性 的 线性 映射 ， 
在 本 节 的 薪 余 部 分 , 我 们 总 假定 让 是 瑟 上 的 一 般 的 原子 套 ，AlgN 
是 相应 的 套 代 数 . 

定理 7.4.9 BRN EA LATE. 令 ©: AlgrAy OAlerN 
是 有 界线 性 双 射 ， 那 么 ORK -BRSEY AMY FAA 
立 : 

(1) 存在 保 维 序 同 构 9: oN BE AAA + Ae 
的 算 子 4, W © BUH) 使 得 对 每 个 WE N, 有 A(N)+ = O(N) = 
(A71) + W°)(N*), WOON) CON, 且 对 所 有 的 T EAlgrA/， 
BT) = AT(A“1+ W). 

(2) 存在 保 维 序 同 构 8: NL ON ARRE AR A+ Ww 可 
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Mi H EMAAR RS 4 和 W 使 得 对 任意 的 NE A, 有 
A(N+) = (OND = (A'E + WN) W(O(NZ)) CNT, H 
对 所 有 的 T eAlgzN, DT) = ATHA! + W). 在 这 种 情形 下 ， 
N+ 和 相似 

证 明 显然 , 只 需 证 明 必 要 性 . 首先 证 明 RATHER HE. 
4 c@fcadlerN. 如 果 (x, f) 40, WA rof 是 秩 一 等 等 元 的 倍 
数 ， 所 以 由 更 的 线性 ， 再 (z 鸟 了 ) 具有 秩 一 .现在 假定 (z, f}=0. 
令 M= 人 A{NEN|zEN), 导 和 zxEM,feM. 

WEL MAM. BR r, = Puoy_ rt #0. W z= t1 ® t2, 
那么 (xr) = {m1,z1) 关 0 对 任意 的 e > 由 由 于 条 = 了 多 
(ez1 + f) CAlerN 是 秩 一 各 等 元 的 倍数 ， 且 当 6 一 0 时 ， 和 一 
Of, 再 由 更 的 连续 性 ， 我们 有 Sef) 是 秩 一 算 子 的 极限 ， 所 
以 rank(@(z g F) < 1. 因为 更 是 单 射 ， 故 rank(S(z @ f)) =1. 

情形 2 M_ = M. BRM = M_=Oncyl(NON_). 对 任 
Bi) NC M,&2y = Prone. 由 于 zeEM 匡 A 是 原子 的 ， 
因此 z = yemon. 显然 存在 序列 {Ni} 从 1 使 得 VEIN} = M 
H rw, #0. 令 yn, = Priz, 则 当 i — œo tj, Æ yn, 32. AA 
yn, @ (ay, + f) CAlerN AL (yna (an, + f)) = lex ||? #0, 因此 
Plyny @(2n,+f)) 具有 秩 一 . 又 因为 Plun: Oe, +f)) 9 Beas) 
且 理 是 单 射 ， 故 ranke f)) = 1. 

所 以 更 满足 定理 7.1.7 Mee. Be t 具有 定理 7.1.7 中 
的 形式 (1), 即 存在 保 维 序 同 构 8 : 入 OA AR 
A,B € B(H) 使 得 对 N-Z HRN 关 0 的 任意 Ne WNW, 有 
A(N) = 9(N), Bt(W+) = 0(N)+, EHER T eAlgzN, 都 有 
(T) = ATB ÈX. + C= BY, 那么 对 所 有 的 Xx 名 f eAlgzN, 有 
B(x @ f) = Ac @Cf. RH C(N+) = O(N)t, 所 以 C"(0N) CN. 
故 对 所 有 的 N EN, 有 C*A(N) CN, 即 CCA CAlgN. 下 证 对 每 
T 2@ f CAlexN, WA (Az, Cf} = (x, f). 

KAF roj AESRAAMS Gf) =1 Aso RE 
等 性 , 因此 当 (x, f) 40 bt, A (Az, Cf) = (x, f) Re, f)=0, 如 
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果 z 具有 上 面 情形 1? 中 的 形式 , 那么 (Az, Cait f)) = (2,214 f) 
和 (Ar, Cz) = (2,21) 表明 (4z,C 月 = 0 = (x, f); Re 取 上 
面 情形 2° PRB, WA (Ayn, Clan, + f)) = (yn,, (tn, 十 月) 
E (Ayn, Can) = (ynon h 因此 (Ayn, Cf) = (un f) = 0. & 
i 00, 则 有 (Az, Cf) = 0 = (x, f}. 特别 地 , WH NON. #0 BY 
任意 NEN 及 对 任意 的 xz, f eNON_, A (C*Aa, f) = (a, f), 所 
以 Pyen_C*Alnon_ = Inon, W C*A=I+R, KP RAN. 
HPA 是 原子 的 ， 于 是 对 每 个 WE 人, 都 有 Pron Rlnon. =0. 
AE C'A 可逆 ， 从 而 AER. 注意 到 ARAMA, BUA 
和 WA B= C*= A + RA}. SW = RA, 那么 对 每 个 
NEN, A W(@(N)) = RA~1(A(N)) = RIN) C N-, 完成 情形 (1) 
的 证 明 . 

现在 假定 至 具有 定理 7.1.7 中 的 形式 (2), 即 存 在 保 维 序 同 构 
ON 一 入 及 左上 的 单身 稠 值 域 有 界 共 轩 线性 算 子 4 和 B 使 得 
XIN Z0 WEK N EN, A ANL) = 0(N+) = BN), 且 对 每 个 
TEAlgzN, 都 有 P(T) = AT*B 成 立 . $ C= B*, 那么 对 所 有 的 
Qf CAlgzN, A O(c@f} = AfOCe. 相似 于 形式 (1) 的 证 明 , 对 任 
意 的 x,f ENGON, RNA (Af,Cz) = (z, f). 因为 C HPRE, 
因此 (a, C*Af) = (2, f), 所 以 Pron_C*Alnon. = Inon. AT 
C(N) = 0(N+)+, 我 们 有 C*(O(N+)) C N+. 从 而 对 每 个 N EN, 
有 CtA(N+) C N+, Hl Cr4 cAlgNL， 这 表明 CPA = 了 + R, 其 
中 R cAleN+ HEHEA N eN, 有 Pwon_Rlwon. = 0, 因此 
CAD. 又 因为 4 是 单 射 且 具 有 释 值 域 ， 故 4 和 CŽ. 
$ W = RA, W B = 0* =A !'+W AWB NEN, A 
W(0(N+)) = RA“1(A(N2)) = R(NL) C N+. 证 毕 ， 

引 理 7.4.10 设 洛 和 At 是 豆 上 的 原子 套 . 如 果 理 :AlgrAr 一 
AlgrAt 是 Jordan FY, MAS RR— RBH. 

证 明 类 似 于 引 理 7.4.2 可 证 .证 举 ， 

定理 7.4.11 设 人 是 互 上 的 原子 套 . 令 理 :AlgrAN 一 AlgrN 
是 有 界 Jordan 同 构 ， 则 下 列 断 言 之 一 成 立 ， 

， 277 - 


(1) 存在 满足 AN) =N 的 可 逆 算 子 A E€ BLH) 使 得 对 所 有 
-的 TeAlgzN, O(T) = ATA. 

(2) 存在 满足 AN =N WHF 上 的 有 界 可 逆 共 固 线 性 算 
子 4 使 得 对 每 个 N CN, A(N*) = [AN], EXA 
TeAlgzN, (T) = AT*A-!. 在 这 种 情形 下 ，A+ AN 相似 . 

TEAR ae © AH Jordan 同 构 ,那么 由 引 理 7?.4.10 知 , 更 保 
KES. 所 以 满足 定理 7.4.9 的 条 件 . 假定 更 具有 定理 7.4.9 
中 的 形式 (1), 即 对 所 有 的 全 EAlgrN, 有 O(T) = AT(A + W). 
由 于 重 是 Jordan KWH A M (A+ WwW) Bh, 于 是 对 所 有 的 
T EAISFN, A TWAT = 0. 特别 地 ， 当 zf cAleeN 时 ， 有 
(W Az, 了) =0. 对 任意 的 2€ DN) E fe DN), NBN P 
包含 z HEDE, M 是 正 交 补 包 含 SON 中 的 最 大 元 ， 如 果 
zf éAlesN, 那么 Mi 是 入 的 真子 空间 . WycMgeNt, 
Wro, yF, yeg EAlgrN. 这 样 


O=(cBgtySf\WA(z@gty@f) 
= (WAz,9)0 @ g + (WAy, gr @ f 
+W Az, fhy®@g + (WAy, Dy® f 
= (WAz, f)y @ g, 


HE (W Aa, f) = 0, Hob W = 0. 

WA RER 7.4.9 中 的 形式 (2), 如 情形 (1) 的 讨论 表明 (2) 
将 成 立 . 证 毕 . 

定理 7.4.12 设 A 是 Banach EYER N RH LRT 
E. 令 理 :AlgrAW OA 是 有 界线 性 喘 射 ， 则 更 是 Jordan AA 
HRY & RSH. 

证 明 必要 性 部 分 是 显然 的 ， 下 证 充分 性 ， 设 更 RREH, 
如 果 我 们 能 证 明 对 所 有 的 2 @ f, yg EAlgzN ,有 


tire fly @ 9) + (y@ g){x @ f) 
= O(c @ f)P(yBg)+ Sy dE 8 f), 
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(7.4.6) 


则 对 所 有 的 A, B eAlgzrN, 都 有 
&(AB + BA) = ®(A)E(B) + (B)O(A), 


HI 是 Jordan 同 态 . 

令 工 是 与 W 序 同 构 的 全 序 集 . WN = {Ny yer} BAN 
是 原子 的 , 因此 五 = B,op(N,O(Ny)_-). IER TOf EAlgzN， 
FE Ny EN 使 得 xz E Ng, F E (Nw)+. 由 于 Ny = Oyen Me 
(Ny)-), TÆ 2 = Qi 24,27) f = Drop fra, HP 2, € Ny O(Ny)-, 
fr EN O(N,)-, Rit c@f = > Z z8 fy. 相 做 地 ， 对 任 


YEY 之 加 


意 的 y@g eAigFN, 存在 bo 使 得 yY@9= 》 Y ws @go. 所 以 


5<éo > 如 
(ce Jya) + (y@g)(e@ f) 
=) YD Yi lle @ Ads 8go) + (ys @ Ge (ey ® fr)]- 


YEY A> 0 Sdo o> ho 
因为 更 有 界 ， 故 只 需 证 明 对 满足 Ni ACN), M; # (Mi)- (= 
1,2) 的 某 个 Ni, Mi E N 及 ze Ni 8 (Ni)—, f 万 Mı @ (Mı)-, 
y € No O (N2) Hl g € M39 (Ma)-, 有 (7.4.6) 式 成 立即 可 ， 

情形 1 pi 一 di = No=Mo=NeNn. 令 


Anon- = Pron_AlgsN Pron_ 
= {T € Alg N | Pren_TPnon. =T} C AlggN, 


那么 DlAnon : Anon- > A RRG. BA Avon- AHT 
FIN o N-), 因此 由 [28; T% 3.2] 9, Slayoy Æ Jordan 同 态 ， 
故 对 任意 的 zy, fig E N ON, (7.4.6) 式 成 立 . 
现在 由 类 似 于 定理 7.4.4 证 明 中 的 讨论 知 ， 结 论 成 立 . TE. 
下 面 的 定理 是 定理 7.4.11 和 定理 7.4.12 的 直接 推论 ， 证 明 从 
略 . 
推论 7.4.13 EN BH EKETE. 令 下 :AlEFrNA 一 ALgErA/ 


是 有 界线 性 映射 ， 则 下 殉 等 价 . 
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(1) © RRR FHRA. 

(2) 更 是 Jordan 同 构 . 

(3) 更 是 自 同 梅 或 反 自 同 梅 . 在 后 一 种 情形 下 ， NV AN H 
似 . 

(4) B4 (i) 存在 满足 AN) =N 的 可 逆 算 子 A € BH) 使 
得 对 所 有 的 T cAlgeN, 有 OT) = ATA; RA Gi) NY AN 
相似 且 在 在 满足 ANI) =N 的 五 上 的 有 界 可 道 共 往 线性 算 子 
A 使 得 对 每 个 站 EN, 有 ANE) = (AN), 且 对 所 有 的 
T EAlgFN, 有 更 (7) = 47*4- 

下 面 的 引 理 给 出 了 原子 套 代 数 中 秩 一 寡 等 元 的 刻画 ， 

引 理 7.4.14 BNE ENE TE. 令 了 EAlgN BRS 
元 ， 则 下 列 断 言 成 立 ， 

(1) 工具 有 秩 一 当 且 仅 当 对 任意 的 S <EAlgN, STS = 0 HB 
£4 ST-0 要 各 TS = 0. 

(2) T 的 秩 大 于 1 当 且 仅 当 存在 秩 一 算 子 S EAIEN 使 得 
STS = 0 {4 TST #0. 

证 明 由 命题 14.3, TEAN 具有 特 一 当 且 仅 当 对 任意 
hy S, W eAlgN, STW = 0 HM ST =0 或 者 TW =0. 因此 如 果 
(2) 成 立 ， 那 么 (1) ER. KARAER (2) 的 必要 性 部 分 ， 

WT CAN BRAT INES. &N=V{IN|NEN HB 
rank(T Py)< 1}. 容易 验证 rank(TPy,) <1, No £H HY ND No 
时 ， rank(TPy}> 2. 

情形 1 TP, £0. 

关于 空间 分 解 吾 = N ONL, &T = ( Tu Ta ) 其 中 

0 The 
Ty BRS. AA rank(T) > 2, 因此 Ta #0. 所 以 存在 
zE No Rf eN HAT? AOAT*S £40 OS =2 Of, 
那么 3 EAIN. HT 了 zf 于 是 STS = (Tr, fir f = 0, 但 
TST =Tz@T*f #0. 

情形 2 TPw, =0 A No # (Noh 
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为 书写 简单 ， 记 N = (Wo)+. KFAR N = No (N o No), 


4 Ty = ( 0 a ) 因为 Ty 是 秩 大 于 1 RG, BA 
22 
rank(Ty2) > 2 A (Tz) = Toz. 取 zE (NƏ No) 使 得 Thor £ a. A 
为 dim(ker Th) > 2, ALA f € (ker To) 使 得 (Taz, f} = 0. 
&S5=c@f,HF NON BRT, Ai SCAN. 显然 STS = 
(Tz, f)z ® f = (Toga, f)z ® f = 0, A TST # 0. 
情形 3 TPy, =0 HN, = (No. BAN 是 原子 的 ， 因 
此 存在 序列 {N} CN 使 得 Mit = (N:)- (i = 1,2,+++) H 
WEIN: = No. 注意 到 
rank( Py, on TPN ono) 22 


H 


& im Prien. TPnien: = PrronoT Prien: 
因此 存在 r 使 得 rank(Py,ow,FPnion,) 2 2. 
M = {0, N1 O Np NBN 0, NON,, NL ONG}, 
NM ENON HHEH 
T: Py.on,SPyion, > Phon. S\N on, 


是 从 Prion, (AlIEN)Pmen。 到 AgM 上 的 同 构 . 所 以 T = 
Pm,en.T|men. Æ AgM 中 秩 大 于 1 HRS. KT 


r—1 


MeN= ODN ;9 Nit), 
j=1 
Ta = (Tye) (r—1) x(r—1) 是 上 三 角 算 了 年 库 因此 至 少 存在 一 个 了 使 
#3 T; #0, Bf 
PN,_j;ON,-s4. PN jeN jin FO: 
& N = Ny, 那么 Punenw_TPwen_ #0. WA rank(TPw_) > 2, Bf 
以 存在 x © N- 使 得 Tzz0. W f ENON #9 Pyon_T*Puon_f 


#0, 那么 5= zf EAN 就 具有 所 期 望 的 性 质 ， 证 毕 . 
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引 理 7.4.15 EAN EH EBATE 令 下 :AIBN 一 AlgN 
是 Jordan 同 构 ， 则 © i REH. 

证 明 $T cAleN EEEH- RG, BA OT) LES 
T. WH rank{@(1)) > 2, 那么 由 引 理 7.4.14 知 ， 存 在 W EAlgN 
使 得 WO(T)W = 0, 但 (TWE) 4 0. 4 S = O-1(W), W 
(STS) = WO(T)W = 0, 从 而 STS = 0, WAFA ST =0 BA 
TS =0. 然而 ， 这 表明 OTIW HL) = (TST) = 0, FB. 证 毕 . 

现在 我 们 能 够 证 明 下 面 的 定理 ， 它 是 本 节 的 另 一 主要 结论 . 

定理 7.4.16 HRN EA LARTER SG: 和 IgEN ALN 
是 弱 连 续 的 线性 岗 射 ， 则 下 列 性 质 等 价 . 

(1) t RRR FERH. 

(2) & 是 Jordan 滞 构 . 

(3) 和 理 是 自 同 构 或 反 自 同 构 . ERB, N N+ 相似 . 

(4) BA (i) 存在 满足 AN) = W HAMAS A E BUR) 使 得 
MBA ÉI T EAN, P(T) = ATA |; BAZ (ii) N- AN 相 似 且 存 
在 满足 AN =N KH LRAT MRR ST 4 使 得 对 
每 个 NEN, 有 A(N+) = (AHN), 且 对 所 有 的 T EAlEN， 
P(T) = ATAL. 

证 明 (43> (=) BR. 也 注意 到 更 EARN. 

(1)(2). Mæ (2) 成立 ， 由 定理 7.4.12, $ 是 从 AgrN 到 
AlgN 的 Jordan 同 态 ， 因 为 AlgrN 在 AlgN PSSA 更 BE 
续 ， 因 此 不 难 验证 更 也 是 AlgN 的 Jordan 同 构 . 

(2)=>(3) BR (2)->(4). 由 引 理 7.4.10, 6 Al O-! RRS, 
从 而 由 定理 7.4.9 的 证 明知 ， 它 们 保 秩 一 性 . BOL @ EA AlgFAA 
到 其 自身 上 的 双 射 . 现在 应 用 定 埋 7.4.13 和 和 的 弱 连 续 性 完成 证 
AR. 证 毕 . 


87.5 ” 保 零 积 的 线性 和 可 加 映射 


HOA KERR F EW Hilbert 空间 ,其 中 下 代表 复数 域 C 
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或 实数 域 及 , 符号 (-,-) 代表 五 上 的 内 积 . BRERA, AHR 
们 总 假定 W 是 作用 在 HW EHATE. WU DO: AlgN 一 AlgN 称 
ARF (RMS) 的 , 如 果 对 任意 的 A, B ehlgN, 4B=0 
ith &(.4)O(B) = 0 ($ AB =0 4AM &(A)O(B) = 站 .本 节 
讨论 套 代数 上 保 零 积 的 线性 或 可 加 映射 . 

定理 7.5.1 设 信 是 吾 上 的 原子 套 . $ 0: AgM 一 AlgN 是 
有 界线 性 映射 ， 则 下 列 性 质 等 价 . 

(1) ® 保单 位 元 且 是 双边 保 零 积 的 满 射 . 

(2) 至 保单 位 元 且 是 保 零 积 的 双 射 . 

(3) 8 是 自 司 构 . 

证 朋 (3)> (1) > (2) 是 显然 的 ， 下 证 (2)(3). 

设 (2) RM. 首先 证 明 t RRRS HAS, © RRS 
性 ， 故 由 引 理 7.4.12 知 更 ; Ales N >AlgN 是 Jordan fA. 4 P 
E-E, 


Xı = PAlgNP, X= PAN(I- P), 
Xa = (I — P)AlgNP, X4 = (I —P)AlgN(I -— P); 


Ys = (T -Q)ANQ, Ya =(I -QANI - Q). 
则 AlgN = Xit Xat XstXa = Nidhi vet. 易 证 O(X,) CY; 
(i = 1 +++, 4). 例如， 我 们 证 明 P(X) C Yo. 对 任意 的 TE Xan 有 
T? =0,TP=0 A (P+T)}=P+T. A ST = OT)? =0, 
(@+ 更 (T))2 =Q + 67). 从 而 
S(T) = Q(T) = QE(T)T - Q) € Ya. 

HS 是 满 射 ， 所 以 (X) = Y; (i 二 1,…, 4). 福 意 到 X, = FP 
是 一 维 的 且 画 是 从 X BY, 上 的 线性 双 射 ， 故 五 是 一 维 的 . 因 


此 Q = O(P) Eik- MST. 
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于 证 更 保 秩 一 性 ， 令 rf cAlesN. 如 果 (x, f) 40, 那么 
z 久 上 是 牧 一 每 等 元 的 倍数 ， 所 以 由 吏 HAH, B(x @ f) 也 是 
K-BS CARR, k rankle @ f)) = 1. 假定 lz, f) = 0. > 
M=f{NEN/cEN}, MeeM H feMmt. 

情形 T M + M. 在 这 种 情形 下 ， z= Puem_& # 0. 
记 2 = zl Pre, 那么 (zz1) = (t101) 天 0， 对 和 任意 的 € > 0, 
Te =£ (ex, + f) cCAlgerN 是 秩 一 时 等 元 的 倍数 且 当 es 一 0 时 ， 
T: >f. 因为 更 连续 ， 困 此 再 (zg@ f) 是 秩 一 算 子 的 极限 ， 从 
MAES EL 又 内 为 更 AMS, k rank(O(x@ 月 ) 一 1. 

情形 2 M. = M. 此 时 MM= M- = @ycy(N O N-) 对 
任意 的 w (C M) 令 an = Pronet. WA N 是 原子 的 ， 因此 
z = @ycemtn. BRERA INI, 使 得 VE Ni} = MB 
ty, £0. Ê yn, = Ppr. WA ico, Fun, oe. AF 
Vi 四 (zw + f) EAlgrN B (ym, (en, + f) = lex? #0, 以 
rank(®(yw, @ (cn, + f))) = 1. 因为 于 连续 4 i oo 时 ， 
Diyn, @ (tn, +f)) + tire f). ME o 的 单 射 性 表明 rank(O(z 2 
P) = 1. 故 下 :AlgrN 一 AlgFN 保 秩 一 性 . 

BA ® 的 值 域 包 含 秩 大 于 1 的 元 , 所 以 更 具有 定理 7.1.4 中 的 
形式 (1) 或 (2). HE RAB (1), 即 对 每 个 z@@ 了 ceAlgrA, 有 
(cQf)=Axrecf. 首先 证 明 对 任意 的 reEDi A f EDN), 
有 (Ax, Cf) = (x, f}. 

对 任意 的 ze DN) 及 F EDIN), HEN, MEN 使 得 
N=A{LEN|ceL}, M=V{LEN|f Ee} MENCM, 
WBA rgf EAN. AA © RRS TG, HL (e, f) AO, A 
(Ag, Cf) = 他, 月. 现在 假定 (x, f) = 0. 如 果 了 具有 上 面 情 形 I 中 
的 形式 ， 那 么 {Az, C{zi + f} = (T, 21 +f) A (Az, Car) = (z,21), 
从 而 (Ae,Cf) = (z, f) 如 果 z 具有 上 面 倩 形 2 中 的 形式 ， 那 么 
(Ayn, Clan, +f)} = (yn, (TN: +f) B {AYN Can.) = (UN, EN) 
因此 (Ays CA = (yn, f) = 0. & i ov, W (Az, Cf) = (2, f} 
WRN DM, BA ref KAIEFN. By € M,ge N+, W (yg) =. 
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AAD RE, 因此 (c@9)(yof) =0 RW O(x@g)B(yOf) =0. 
ME S 的 Jordan tEAM B((y @ f)(e#@ g)) = Bly @ fts gg), 即 
(x, fyAy @ Cg = (Az, Cf)Ay & Cg, 从 而 (2, f) = (Az, Cf). 故 对 
FAK s € Di(N) 及 f EDAN), BA (x, f) = (Az, Cf). 

现在 任 取 了 EeAlgN. 对 任意 的 NEN 满足 NON_ 关 {0} 及 
任意 的 非 零 间 量 ze N SN., HE fENON. ER (2, f) =1. 
Ay=Ts, BAyeN B(T-y@f\(r@f)=0. 因为 更 保 零 积 ， 
因此 (®(T) — Ay@Cf)(Ar@Cf} =0. PUMA ce NON, 
都 有 AT)Ax = ATr, M OTM) Alona = AT. WHER 
z E€ D(N), W gE HEH zog CAlgrN. 下 的 满 射 性 表明 存 
E T EAlgM E OT) = zg. 所 以 (z, Atg}z = ATs, 因此 
z €rng(A), 故 Di{W) Crng(A), A: DIN) + PW) 是 双 射 ， 且 


(Tip. =ATA aww), PHT) = ATT Alp: 


BMS 也 保 秩 一 性 ， 因 此 理 : AlgrN 一 AlgrNW 是 保 秩 一 性 的 
有 界线 性 双 射 ， 应 用 定理 7.1.7 知 4 有 界 ， 从 而 4 能 够 延 拓 为 H 
上 的 有 界线 性 双 射 ， 仍 然 用 A os, BLL A CGL(B(H)). 故 对 所 
H T EAN, & O(T) = ATA", BI D Æ AlN 的 自 同 构 . 

假定 2 满足 定理 7.1.4 中 的 形式 (2). 如 果 zO f cAlgeV E 
(z, f) #0, 那么 由 于 后 RRM 7, Ae (4f,Cz) = (z, f} 取 
t@f, y@g EAlgFN E yaf cAlgzN E (y, f) = 018 (2,9) #0, 
A (2@f(yOg) = 0. RAS REM, 因此 D0= (xO f)d(ySg) = 
(Ag, Cap Af @Cy = (x, g)Af @Cy #0, FIE. 故 这 种 情形 不 可 能 
RA. 证 毕 . 

定理 7.5.2 RN 2H LMRTBEAR SG: AleN -AlgN 
是 线性 映射 ， 则 下 列 性 质 等 价 . 

(1) ® 双边 保 零 积 且 是 弱 连 续 的 满 射 . 

(2) 更 REHASH MH. 

(3) 再 是 自 同 构 的 非 零 常数 售 . 

证 明 显然 只 需 证 明 {3) 一 (3)， 假 定 (2) Ex, Me AH. 
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QeREAT, © 的 保 零 积 性 表明 HQS) = (了 (89). 
意 到 AN 中 每 个 秩 一 算 子 都 可 表示 为 AlgN ESMAS 
子 的 和 ( 见 文 献 [86]) 且 由 命题 1.4.4 AleN 中 每 个 有 限 秩 算 子 
能 表示 为 AlgrN 中 有 限 个 秩 一 算 子 的 和 ， 现 在 更 的 弦 连 续 性 
AlgzN 在 AleN PHRA- EAMH NAR T EAN, 有 有 
DE = HNP). 因为 更 是 双 射 且 套 代数 的 换 位 是 平凡 的 ， 
PERERA CP 使 得 OD =A. $ T=’, WD) =. 
在 由 定理 75.18, YEAR. TEE. 

HEM 7.5.1 4: AlgeN AlN 是 线性 映射 ， 如 果 对 任意 
7, S, R EAlgN, TSR =0 4 ALY O(T)S(S)O(R) = 0, 则 称 
双边 保 了 SR. 

接 下 来 我 们 讨论 作用 在 Banach 空间 套 代 数 上 双边 保 3- SH 
线性 出 射 。 为 此 ， 首 先 证 明 下 而 的 引 理 . 

引 理 7.5.3 iN 是 作用 在 Banach 空间 X LIE, WEN 
BENEN, BN =N, WN EX HAR. 那么 AlgN 的 
BARK FB A fd EX PC ESS KARE FB 


证 明 ”由 命题 1.4.4 知 ， 套 代数 的 有 限 秩 算 子 理想 在 套 代 数 中 
秽 且 由 它 所 包含 的 秩 一 算 子 张 成 ， 所 以 我 们 只 需 证 明 AlgA 中 
每 个 秩 -- 算 子 是 短 等 元 的 线性 组 合 . 

一 个 秩 一 算 子 要 么 是 帘 等 算 子 的 倍数 要 么 其 平方 等 于 0. 假 
TOf EAN BREAT, Heh 1.4.2 m, FEN CN 使 得 
ENA SENt. SN,=HA{(NEN|ZEN}, BAxcEN, H 
E (Nz)t. 

情形 1 (NZ) A Ne 在 此 情形 下 ， 存 在 9 € (Na) 使 得 
DAW. AA rog Arol -i RRRA ro f= 
@g-cO(e-f), Akcof 是 敌 等 元 的 线性 组 合 . 

情形 2 (NZ) = Na HRE, FEED P EBX) 使 得 
g( 了 P) = Ne. 容易 验证 P eAlgN. HA Fe (No)t = (Nz = 
ng(P)) = ker P*, 因此 P*f=0. 所 以 cof RRS Ptces 
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HP-c@OfMAkas. 证 毕 ， 

定理 7.5.4 设 坟 是 作用 在 Banach 空间 X 上 的 套 满 足 对 每 
个 NEN, MRN=N,WNEX PHA. BEX 自 反 或 套 
N WE 0,40. OO: AN 一 AlgN 是 弱 连 续 的 线性 满 射 ， 出 S 
双边 保 3- 零 积 当 且 仅 当 和 至 是 自 同 构 的 非 零 常 数 倍 . 

证 明 只 需 证 必要 性 . 由 于 更 双边 保 3- SH, Ko 是 单 射 . 
假定 已 是 AlgN PRESET, 那么 PIC -P)=(-PyP=0 
Bi DEP) = BPS. 由 引 理 7.5.3, 类 似 于 定理 7.5.2 的 
证 明 ， 存 在 a 关 0 使 得 更 ( 门 ? = aI. FR OT) TM, Ao RE 
积 ， 故 存在 非 零 数 入 EF OU) = I. 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 假定 
B(I) = 工 

下 证 更 双边 保 穆 一 性 . 令 了 EAlgN 是 秩 一 算 子 . 由 命题 1.4.3， 
对 任意 的 S, REAN, STR=0 Mi ST = 0 或 者 TR=0. 因为 
更 双边 保 3- 堆积 且 是 满 射 ， 因 此 rankf( 吏 (7)) = 1. 类 似 可 证 更- 
RR. ATLL P: AlgrN GAlgerN 是 保 秩 一 性 的 有 界线 性 双 
射 ， 从 而 满足 定理 7.1.7 的 条 件 . 

假定 更 具有 定理 7.1.7 中 的 形式 (2). AAS HES, W 
对 每 个 了 EAN, 有 OT) = AT*C*|x. 由 于 B() = I, 于 是 
4C" = I, Alb A HHA Cx = A71. 所 以 对 每 个 了 eAlgN, 有 
G(T) = ATAL. 从 而 对 任意 的 算 子 S, T cAleV, TS =0 4AM 
4 ST = 0, 这 是 不 可 能 的 , 故 这 种 情形 不 发 生 , 所 以 理 只 能 取 定 理 
7.1.7 中 的 形式 (1), 于 是 对 任意 的 卫 EAgFrN) 有 更 (T) = ATC} x. 
如 果 X BR, BA C*|x E BX), 因此 对 所 有 的 T EAN, 有 
(T) = ATB, 其 中 B = C*|x， MRO, 40,4 fas fex* # 
Bf B f, 即 对 任意 的 ye X, UA) Ow). BER 
z E 04, WA 2O f, rof EAlgrN, AWYR y eX BR 
g E€ X*, A (E9 fang) + (2@fyg), zBf Feo f, A 
而 O(c @ fx) 4 oeer) PRIMER y EX, (a, Cty) Az = 
Pre fly “F Oz @ fly = Uf, Cry) As, W C'y Bx 连续 ， 故 
Cyc X. & B=C*|x, M4 Be BX) 且 对 所 有 的 了 EAIgN, 有 
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(T) = ATB. 因为 AB=O(D=1,K AMMA B= A. 从 而 
MET T CAlgN, A (T) = ATA". 证 毕 . 

§5.1 中 定理 5.1.2 证 明了 BC) 上 双边 保 零 积 的 可 加 满 射 是 自 
同 构 或 共 轰 自 同 构 的 常数 倍 ， 其 中 H 是 Hilbert 空间 .对 于 原子 
套 代数 上 的 保 零 积 可 加 映射 则 有 下 列 结 论 . 

定理 7.5.5 UNE CMTE. > ©: AlN 一 AlgN 是 
可 如 映射 ， 则 下 列 性 质 等 价 . 

(1) 更 保单 位 元 且 蚌 双边 保 零 积 的 连续 满 射 ， 

(2) 更 保单 位 元 且 是 保 零 积 的 连续 双 射 . 

{3) 亚 是 自 局 梅 或 共 辆 自 同 构 , 即 存在 可 道 筑 子 A <GL(B(A)) 
BOA FMT St PARE A: H — H 使 得 对 所 有 的 了 EAlgN, 都 
有 ®(T) = ATA", 

证 明 只 需 证 (2)>(3). R {2) 成立 ， 显 然 于 RRS. AA 
PES, KRX. ER- ARGAT PEAlgA/, 如 同 定 
理 7.5.1 的 证 明 中 那样 分 解 AlgN. 注意 到 X = FP 是 一 维 的 ， 
IE T BAX, BY: WEARER. WRE=C, MY, B 2 ew 
实 线性 空间 , AY) 是 1 EM AHS, WEF =R, WY 1 
SES MEY 是 1 锥 的 线性 空间 ， 所 以 Q=S(P) 是 
A-E, B © HR HR. 

EAI 存在 环 同 态 7 :FF 二 下 使 得 对 任意 的 入 EF 及 任意 的 
EHF rof EAlgN, 有 (Xz®@ 了 ) = TAa f). 

情形 1 t rof eAlgN 使 得 sx E NoN # {0} A 
Je MOM- + {0}, HPN M EN. $ z1 = fp BA= gip WE 
EREET uSh Fh val 使 得 (x1821) = u@h, Def) = vl. 
WA T 是 保 零 积 的 可 加 映射 ， 因 此 


Pre f) = Br @ 11) O(Ar @ HAS fi) = nAg, 
其 中 (A) = (Ar @ fv, A). 注意 到 O28 fp = nual + 
TA) = 71 (A)/71(1), BY BAe @ f} = 7(A)O(2 @ f) FE r: FOF 


Soll 了 的 选择 无 关 . 
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SyELOL_F {0} HBr ef, yaf can. 对 任意 的 数 
ACK, 4 flo BF EMMA EE Sy @ f) = 7A) S(y@ f) B 
DiAz + 9) O f) = oA) P((e + y) @ f). 如 果 (zy) = 0, Me © 
保 零 积 性 和 可 加 性 ， 有 


T(A Biz, @ 21) O(a ® J) = o(A)O(a, @ 2) H(z ® f), 
并 且 
HAP @ m)l @ f) = oA onsy 8 fF). 


注意 到 (zi @ 2) O(c @ f) = B(z @ f) £0, Ait 7(A) = o (A). A 
样 可 证 (A) = ofA), AT n(A) = 70); 如 果 (2, y) 40, HEN 的 某 
个 原子 中 取 非 零 向 量 z BG (2, z) = (y,2z) = 0 H 28 f EAlgN. 
类 似 于 如 土 的 讨论 ， 我 们 有 nA) =r), Mr Fc 的 选择 无 关 . 
类 似 可 证 7 也 与 了 的 选择 无 关 . 

情形 2 r= itia f= D1, 其 中 2 E MO(N)- # 
{0}, J; € M; © (Mj). # {0}. 那么 Zz@f EAN 当 且 仅 当 对 任意 
H i, j, E No M; Bis @e f= Soa Of; H zi® f; EAN. 


现在 由 情形 1 知 ， 断 言 1 成 立 , 

情形 3 对 任意 的 z,f € Hc @ f eAlgN 当 且 仅 当 = 
Piri f = Bj, 其 中 x € M © (M)- # {0}, fy € MO 
(My). # {0} 县 对 任意 的 X,Y, AM, CM, 这样 2@f = 
S raO fy Hay @ fy CARN. 因为 非 零 向量 zx 和 所 至 多 可 
Avy 


数 ， 因 此 不 妨 记 « = Da T f= Pia fi- 令 Ya = Bi Ti, 
Gn = j fj 那么 当 n> oo 时 ， Yn > T, gr > f. 所 以 由 情形 
22% 的 连续 性 知 ， 


sr) = Jim) D(A @9n) = TÍA) im | (yogn) 一 T(A)@(z@/). 


显然 了 RMN. ARIE r 也 是 可 乘 的 ， 所 以 r BHA. 
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HA2 r: Fi KF AZAR SRHARARHARH, WINE 
BM ACK, BA 7(A) =A BA cA) =D. 

AAS 连续， 所 以 7 连续 ， 由 于 实数 域 上 的 连续 环 同 态 是 
恒 等 映 射 且 复数 域 上 的 连续 环 同 态 要 么 是 恒 等 映 射 要 人 么 是 共 斩 贞 
射 ， 故 断言 成 立 . 

现在 我 们 已 经 证 明了 ©: AlgFN 一 AlgrW 是 保 零 积 的 有 界 
线性 (RIGA HE) 双 射 且 I) = 工 ME aw 是 线性 的 ， 
那么 由 定理 7.5.1 及 其 证 明知 更: AlgN 一 AlgN 是 自 同 构 ， 如 果 
Plages 是 共 顽 线性 的 ， 类 似 于 线性 情形 的 讨论 ， 我 们 能 证 明 更 
SEMA. AE (3) 成 立 . 证 毕 . 


87.6 保 多 项 式 零 化 元 的 线性 映射 


本 节 我 们 总 假定 五 和 上 是 复数 域 C 上 的 Hilbert 空间 ， N 
是 作用 在 H 上 的 原子 套 . 设 f 为 一 多 项 式 ， 符 号 Z(f), Of) 和 
Po 见 第 六 章 介绍 . 

设 {ehea 是 Hilbert 空间 H HAREE, HRH 
FERH J: HoH 定义 为 yz = Y fei, 其 中 z = Y tiei 

iA ic 

显然 J2 = 了 工 且 对 所 有 的 zw y E H, 有 (Jr 办 = (Jye). HF 
T EBH) AT’ 代表 了 关于 基 {ehea 的 转 置 ， 那 么 对 任何 向 


量 z = Y bei, y= $ ne: E€ H, BINA 


icA iEA 
(Tray = Y Em T ene) = D éit (Teje) 
ijEA i jEA 


= (TJy, 2) = (JT*Iz,y), 


Wt 7* = JTE J. 
下 面 是 本 节 的 主要 结论 . 
定理 7.6.1 URN BHA LKURTE. 令 理 :AlgN AlN 是 


弱 连 续 的 线性 双 射 ， 多 项 式 fe Po, 则 下 列 性 质 等 价 . 
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(oH f RM. 

(2) © 保 多 项 式 f BPAH. 

(3) 存在 数 1 RA MB ACCS) 且 要 么 存在 自 同 构 更 使 得 
MARI T EAN, 有 O(T) = 和平 (了 TT); BAER BAB Y 使 得 
HAI T EARN, 有 O(T) = AV(T). 

证 明 (3)>(1). BÆ (3) 成 立 ， 由 定理 6.1.3 的 (1), 易 证 
JOT) = Af(T). WR Y 是 自 同 构 ， 那 么 存在 可 逆 算 子 4 E BUH) 
使 得 对 所 有 的 T eAlgN, 有 BT) = AATA. 这 样 (F(T) = 
AAF(T)AT = FAATA) = f(O(T)). wE T 是 反 自 同 构 ， 因 
A T = JT"), 故 存 在 有 界 可 六 共 斩 线 性 算 子 A 使 得 OT) = 
AAJT* JA, 其 中 了 正如 定理 前 所 定义 ， 于 是 


EFT)) = AAT PP) IA! = AAT F(T) FAT} 
= f(AATT IA“) = f(8(P)). 


故 (1) ASE. 

(1)=>(2) 是 显然 的 ， 下 证 (2)=+(3). 

设 (2) Re. RIKA, FERE AZS) =Z) 的 非 零 数 
及 满足 在 = 1 的 整数 大 > 1 使 得 OU) = Al BEL, KER 
6.1.3 (3) 中 的 k, 则 对 任 章 的 需 等 元 4 eAlgN, 有 B(A)*+! = P(A) 
H (ASU) = ADEA) 类 似 于 定理 7.5.2 的 证 明知 ， 对 所 有 的 
5 eAlgN, 我 们 有 HOTU) = ADES). 因为 更 RRT, HOLD 
是 恒 等 算 子 的 非 零 常 数 倍 ， 即 存在 满足 AF = 1 的 非 零 数 入 使 得 
(I) = Al. Sl 6.1.3 的 (2) 和 (4), 有 和 AZ(f) = ZF), 所 以 
A€ Gf). 

& Y= al, EA AZU) = Z(f), 因此 更 : AlgN 一 AlgN 
保单 位 元 且 是 保密 项 式 J HSH REA N. 由 定理 
6.1.1 A TRETH AEDES 7.4.16, 结论 成 立 . 证 毕 . 

下 面 的 定理 给 出 了 从 原子 套 代数 到 BX) 的 任意 弱 闭 算 子 代 
SHARES AR Po 中 多 项 式 零 化 元 的 线 福 映射 的 完全 刻 
画 . 
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定理 7.6.2 设 8 EBK) 中 包含 单位 元 的 弱 闭 子 代 数 且 设 
N EH ELWATE. 49: AlEN + B EREA NAMI H 
F E Po, 则 下 列 件 质 等 价 . 

(1) 5 f HR. 

(2) E fè f HEEN. 

(3) 存在 k- RGL BeEBMERLRESE 9(f) 内 及 Jordan 
同 态 U: AlgN 一 8 使 得 对 所 有 的 了 eAlgM, A DT) = BY(T) = 
VT)B. 

证 明 (1)=> (2) BR. 

(3) 祝 [1). 假定 (3) 成 立 . 设 o(B) = {ha …, Ah, WEE B 中 
NESS PL, Pe B = Ta P, 因为 对 每 个 入, 都 

s=l 
有 A.Z(f) = 2{f), 因此 Br = B, EHH k (> 1) 同宗 理 6.1.3 
中 所 示 ， BR PWT) = OTP, 设 T&AlgN 任意 ， 因 为 更 是 
Jordan A) A, Alt 


i i 
FAET = P JOET) = 》 AFTR 


[4 
=} AP, D(F (T) = #fT)). 
a=l 
故 (1) 成 立 . 
(2)=>(3). BE (2) 成 立 ， 由 定理 6.13, 存在 BERR 
等 元 族 Pi, Pe -n 使 得 当 A? = An, REP 与 (A) 2 


换 且 A) = wa Sr, 90 - Yetta, & P= or a 


B= O(I}+I- PW) P? = P, B = I HY A? = Att, 有 
BO(A) = G(A)B = OSA). 相似 于 定理 7.5.2 证 明 中 的 讨论 ， 
对 所 有 的 S CAIN, 我 们 有 


(S) = &(S)P = P(S) H BE(S) = (5)B = 8(1)9(5). 
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4 Bı = PBP, Y = B'S. 显然 于 :AlgN - B EME rng(V) C B 
的 弱 连 续 线 性 映射 且 保 多 项 式 f HFA. 因为 B1 是 具有 单位 
TP BAAS REA OD) = P, 由 定理 6.1.1 知 TRESHE. 
利用 定理 7.4.4, 更: AlgrN > B, 是 Jordan Aa. KH S, 从 而 更 
弱 连 续 且 AlgrW 在 AleN PAR, AETHER Y: AlgN > B 
是 Jordan 同 态 ， 证 毕 . 

CCB H) AC’ Rac 的 换 位 BPC’ = {5 € BOA) 1 对 所 
AK Tec, ST=TS)}. & Pe ={Pe BA) | P = P asta 
C eC, PCP =C}, RA Pe 具有 极 小 元 Be. HEL, $ 


M =\V{rng(C)|C EC} N=Vi{(kerC)* | Cec}, 
Mo = V{M,N}, 


那么 具有 值 域 Mo 的 H LUBES P, 都 有 Pe Pe. MH 
C=(\Pe +D|\€C H DE BH) 使 得 PeD = DP: =0), 


那么 我 们 说 C 具有 性 质 (B). 

推论 7.6.3 HB BK) 中 包含 单位 元 的 闭 子 代数 且 设 入 
2H LYFE. 令 更 :AIEN 一 B 是 弱 连 续 的 线性 映射 ， 多 项 
A fe Po. 假定 更 的 值 域 具有 性 质 (B), 则 下 列 性 质 等 价 . 

到 与 子 交换 . 

(2) $ REMAX 了 的 零 化 元 . 

(3) 存在 满足 AZ(f) = ZF) 的 数 1 的 根 和 以 及 Jordan falas 
È: AlN > B EB & = AW. 

证 明 (3)=>(1)> (2) 显然 ， 下 证 (2)-(3). 

假定 (2) 成 立 ， 因 为 ë 的 值 域 具有 性 质 (B), 所 以 由 定理 7.6.2 
的 证 明知 ， 在 OU) 的 表达 式 中 ， 除 一 个 忆 h HRBAT. A 
此 存在 满足 AZ(f) = ZF) 的 非 零 数 入 及 满足 N = 1 的 整数 
k(> 1) 使 得 OU) = XP. $ V = A108, WA T: AlgN > BRE 
等 性 ， 故 由 定理 7.6.2 的 证 明知 ， WY 是 Jordan AA. 证 毕 . 
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推论 7.6.4 $ B EBK) 中 包含 单位 元 的 弱 闭 子 代 数 且 N 
是 互 上 的 原子 套 . REO: AlgN 一 召 是 弱 连 续 的 线性 满 射 且 多 
项 式 fePo. 如 果 如 是 因子 ， 那 么 下 列 等 价 . 

(1) 鲁 与 了 交换 . 

(2) 更 保 多 项 式 f 的 零 化 元 . 

(3) 存在 满足 ASCP) = ZA) 的 数 1 的 根 入 及 Jordan FA Y : 
AlN + B 使 得 & = AW. 

证 明 口 . 


87.7 ” 保 数 值 域 闭 包 的 线性 映射 


i NV 是 Hilbert 空间 H EWE, MEN 是 原子 套 且 WN 的 
每 个 原子 都 是 一 维 的 ， 称 Af 是 极 大 原子 套 ， 本 节 我 们 讨论 极 大 
原子 赛 代 数 或 者 原子 套 代 数 的 对 角 代 数 上 保 数值 域 闭 包 的 线性 映 
射 , 用 互 代 表 集 合 人 的 闭 包 . 正如 通常 一 样 , 用 人 C 针 和 ZZ 分 别 
表示 复数 域 ， 自 然 数 集 和 整数 集 . 回顾 一 下 ， 算 子 4 e BA) 的 
数值 域 和 数值 半径 分 旭 为 WA) = {(Az, 2) | 2 € Ale] = 1) 和 
w(A) =sup{|A] | A E W(A)}. 

fiEW ERB BW, TEA LS]. 

318 7.7.1 iN Æ Hilbert 空间 互 上 的 原子 套 . 令 A CAlEN 
ETAF. 则 4 是 秩 一 投影 的 倍数 当 且 仅 当 下 列 成 立 ， 对 任意 正 
算 子 B, C EAlgN 使 得 A4= B+C, 有 B 和 C 是 4 NRE. 

证 明 首先 证 明 必 要 性 . 设 A eAlgN 是 秩 一 投影 的 倍数 ， 那 
各 存在 N EN 和 单位 向 量 z E 入 GN_ 使 得 对 某 个 非 负 实数 r, 
HA=rzOc. 显然 可 假定 r > 0. 设 B,C EAN 是 正 算 子 . 如 
RA=B+C, 那么 对 任意 与 m ERM Eyed, A 

O = (Ay,y) = (By,y) + (Cy, Y), 
所 以 (By,y) = (Cuy) = 0. WEE u,v € HRA B= uae, 
C=w8z. RE BAC 的 正 性 表明 存在 非 负 实数 s Ht 使 得 


u = sg, v = tz. RK BE A C A 的 倍数. 
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下 证 充分 性 .假定 A 不 是 秩 一 投影 的 倍数 ， 

情形 1 设 4 基 秩 大 于 1 的 投影 呈 的 严格 正 数 倍 (tuts P= 
I). SP=Q+Hh, EP OMR BAER. M A=rP =rQ+rk. 
HRE, QAR RAWAM. 因此 存在 a 和 8 使 得 rQ =a4 
ArR= fA, FH R=-0 Q=0, FE. 

情形 2 设 4 不 是 投影 的 倍数 . 那么 4 至 少 包含 两 个 严格 正 
的 谱 点 > 和 s. 假定 0<r<s. 令 PP 是 4 相对 于 区 间 (0,r] 的 谱 
投影 ， 那 么 = AP 和 C = AUI- P) EMA 4 的 非 零 正 算 子 . 
因此 由 假定 ， 存 在 数 了 上 使 得 C= 弓 且 


=tA(I- P) = C(I — P) = 


Mi=1.FUC=A. Mili B=0, 5 BARRA. 证 毕 . 

设 呈 得 是 两 个 投影 如 果 PQ=QP=0,KPAQA 
变 , BN È Hilbert 空间 H EBATE, 令 Dy 代表 AlgN 的 对 
FARR, Bl Dy =AlgN AAN)". 

B12 7.7.2 EN E Hilbert 2G] H LM TBH GO: AlN 
一 AlgN (RO: Dy > Dy) RAEM. MEO 保 数 值 城 闭 包 ， 
那么 更 双边 保 不 交 的 秩 一 投影 . 

证 明 因为 更 保 数 值 域 闭 包 , 因此 更 是 单 射 . 令 P eAlgA 是 
秩 一 投影 ,注意 到 对 任意 的 有 限 秩 算 子 F 都 有 W(F)= WP), K 
H [0,1] = W(P) = W(O(P)), AMEA (P) >20. 4 O(P)= B+C, 其 
P BRC 是 AlgN 中 的 正 算 子 , BA P = 07 (8)+97 C), 其 中 
&-'(B) M HC) 是 正 算 子 ,由 引 理 7.7.1 知 ， 存 在 实数 ” E [0,1] 
HOB) = rP BOC) = (1 一 r+)P， 所 以 由 的 线 福 知 
B=rO(P), C = (Q—r)®(P). 再 次 利用 引 理 7.7.1, 我 们 有 OP) 
是 秩 一 投影 的 正 数 信 ， 由 于 WP) = [0,1], 故 OCP) 是 秩 一 投 
影 . 

假定 秩 一 投影 P, Q eAlgN 不 交 . $ O(P) = 2@ zr, PQ) = 
yOy. 如 果 zr, y 属于 套 Af 的 不 同 原子 , BR OP) O(Q) FE, 
否则 ， 存 在 满足 dm(NS9N-_)>323 的 NeEN 使 得 z,yE NON. 
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因为 
{|{z, 7) ~ [fz DP | Iz lle 1} 
= W(O(P - Q)) = W(P - Q) =[-1,4], 


BAA 2 Mic RA, Metz ly BY, iz, 0)? - (2,9)? 取 最 
大 值 1, ADA (x,y) = 0, 即 BCP) 和 O(Q) 不 交 AA 更 
PRA E, HO! RHR RB, HY So 双边 保 
不 交 的 秩 一 投影 . 

对 于 情形 一 :Pu > Dy, TEM. EE. 

GN 是 Hilbert 空间 H WATEA {H [ie T} AN 
所 有 原子 的 集合 ， 那 么 H= jez Hi. 显然 在 这 种 情形 下 Dy = 
Dies B(H;). 

SHE 7.7.3 RN 是 Hilbert Si] WLW TEA {H; lie 
FEN 的 所 有 原子 的 集合 . 假定 更 :AlgN 一 AIgEN (E È : Dy 一 
Dy) ERMS. MRO 保 数值 域 针 包 ， 那 么 存在 一 对 一 且 到 上 
的 映射 8: 了 一 了 使 得 对 每 个 ;< 7, 都 有 BB(B(H;)) = BC Hog) 

证 明 令 ie J. 由 引 理 7.7.2, 只 需 考虑 Hi 的 维 数 大 于 I 的 
情形 . 任 取 相互 正 交 的 划 位 向 量 4,v E A: RASC 由 引 理 7.7.2， 
存在 正 交 的 单位 向 量 x 和 y Et puou) = 2@xr, O(v@v) = yoy. 
+ 

G((u+ Av) @ (u -+ Av)) = yn @ yn, 


其 中 对 某 个 了 E97, mw EA; Ally (P= iP +1 we dima =2, 
那么 y、 是 问 量 z Ay 的 线性 组合 ， 从 而 > My 属于 H. 否则 存 
EEN 前 某 个 原子 中 的 非 零 向 量 x 使 得 z 与 Aly 都 正 交 . 
为 更 是 满 射 旦 双边 保 不 交 的 秩 一 投影 ， 因 此 在 讲 N 的 某 个 原子 
H, FES uM CHS KE v KB Ow @@U] =z 久 z. H 
Pu Huti EE, Rie z Lyr WE y Bo My 的 线性 组 
@, Aits 和 一 定 属于 某 个 相同 的 原子 Hj;, 即 更 把 BH) 中 
不 交 的 秩 一 投影 映 成 8(H;) 中 不 交 的 秩 一 投影 . 令 oli) = 7. 因为 
Co 'RAAKAE, 因此 4 是 了 到 其 自身 的 一 对 一 映射 . 我 们 断 
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A S(8(Hi)) C B(Hog). 

BAC B(H:) 是 任意 的 正 算 子 , 如 果 O(A) ¢ B(Hots)), 那么 在 
HE iy 天 ;使 得 Posy P(A) Pou.) #0, 其 中 P; RRA A; 上 的 投影 . 四 
此 存在 单位 向 量 z E Heys.) MER r ER Poal A) Poi.) > rege. 
由 引 理 7.7.2, 存在 单位 向 量 ue Ay, E O(u Qu) =2erz. 因为 
A € B(H;) Hue H, 因此 WA- rugu) n (—0o,0) #0. 然而 
由 于 (A) -rrez > 6, RATA W(HA — ru @u)) c [0 +0), 与 
假设 > 保 数值 域 闭 包 矛盾 ,所 以 (A) € BHi) Bl (8(Hi)) E 
B(Hotsy). HUME E (B( Hoy) C BCLHi). 故 结论 成 立 ， 证 毕 . 

BEN Æ Hilbert 空间 H 上 的 原子 套 . me KEHN 的 某 些 
原子 张 成 的 豆 的 闭 子 空间 , 那么 对 每 个 荆 e Dy, 有 PxT = TPx， 
B K ÆT HATEN. 

定理 7.7.4 HN E Hilbert 空间 互 上 的 原子 套 且 更:Dnur 一 
Dw BAAR. Wo 保 数 值 域 闭 包 当 且 仅 当 存在 空间 分 解 H = 
LiL =K, OK, 且 存 在 西 算 子 Vi € BCL, Ki) U= 1,2) 使 得 对 
$4 T € Dy, O(T) = UTU? SUYU, HH Ly, Ky (1 = 1,2) 由 
N WRERT KM, T= Pr,T 4 =1,2) oT BAT, KT Le 
所 合 原 子 的 任意 但 预先 固定 的 标准 正 交 基 组 成 的 Le 基 的 转 置 . 

证 阴 显然 只 需 证 必要 性 ， 因 为 更 ARAMA, As: 
Dy > Dy 是 线性 双 射 .由 引 理 7.7.3, 存在 一 对 一 且 到 上 的 映射 
90: 了 一 了 使 得 对 每 个 5 E J, 0; = Dls) : BUH) > B(Hots)) 是 
保 数值 半径 的 线性 双 射 . 由 文献 [37] 知 , 对 每 个 ie J 了, 存在 模 为 
的 数 c; MERT Ui : Hi Hoy 使 得 要 么 对 每 个 了 c BH), 有 
P(T) = ¢,U,T,U7; RAMS T € BH: j A B(T) = CT， 
其 中 TP ÈT 相对 于 H; 的 任意 但 预先 固定 的 标准 正 交 基 的 转 
置 ， 注 意 到 亚 ; BERN, Albee = 1. + 


A= {i EJ | 对 每 个 元 € B(H;), #,(T;) = U;T;07}, 


Sa = {iE | 对 每 个 T; € B(H;), X(T) = UTUS). 
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那么 了 = Ai UP 且 对 任意 的 TEDy, T= ® To, 其 中 Tı = 


Eney S SUL), T = ȘT, € Y BU), ). FU = DLA 


Eh sei t€.72 t€72 SE 
是 


U: = 57, WU =U, GU; € B(H) 是 西 算 子 且 


tEJa 


® 

(T) = (> UTU :) p (> uaru: ) = TU ou, TEU}. 
se, tE 

证 毕 . 

接 下 来 我 们 证 明 本 节 的 另 一 主要 结论 ， 它 刻画 了 与 极 大 原子 
套 相 应 的 套 代 数 上 保 数 值 域 闲 包 的 线性 贞 射 ， 极 大 原子 寒 是 常见 
的 一 类 套 . 例如 , 令 A 是 可 分 无 限 维 的 Hilbert 空间 ，{fer | iE Z} 
和 {ur | k EN} 是 其 两 组 标准 正 交 基 . 令 N = Vifej|17<i 计 且 
Me = Yiu; |j < k}, WA N = {0, N; (i € Z), H}, M = {0, My 
(KEN), H} £= {0, Me (KEN), H) 是 无 限 维 空间 上 最 简单 
揭 极 大 原子 套 . 

定理 Y7.5 GN 是 Hilbert 空间 上 的 要 大 原子 赛 且 9: 
AlgN AlN 是 弱 连 续 的 线性 满 射 ， 则 再 RR Mas A 
当下 列 断 言 之 一 成 立 : 

(1) 存在 满足 UN) =N HARATU € B(H) 使 得 对 每 个 
T eAlgN, 有 O(T) = UTU". 

(2) 存在 满足 C(N+) = N HHRMA U EBH) 使 得 对 
ETT EAN, 有 OT) = UT*U*. 在 此 情形 下 ， NAN BH 
似 ， 

证 明 显然 只 需 证 必要 性 ， 令 {Hic J) 是 的 所 有 原子 
的 集合 。 对 每 个 ie J, 取 单 位 向 量 et cH. 因为 入 是 极 大 原子 
E, AHE {e; jie 7} 是 二 的 一 组 标准 正 交 基 , Sige J. 对 任 
ENEN, MWA eje NMM e ON, 则 称 i<j. 于 是 了 是 全 
FE. OH; 是 由 e 和 ej 张 成 的 二 维 子 空间 且 P; 是 到 Hy 上 
HRE. BT EBH), 用 (Tepe) RR T EME (2,5) 处 的 值 . 
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由 引 理 7.7.2,8 保 不 交 的 秩 一 投影 ， 因此 对 任意 的 pe 7, 我 们 都 
有 (ep Dep) = eg(p) B eotp) 其 中 和 :了 一 了 是 一 对 一 且 到 上 的 
Beat. 

对 任意 的 ie 7,4 


Y= {T € Algn | 对 任意 的 a EJ, (Teita) = (Tea, ei) = 0}, 


那么 V, 是 AN 的 子 空间 . 

断言 1 对 满足 < 上 的 任意 ike J, 存在 满足 |aix| = 1 
的 on, © C 使 得 Ble; Qer) = akeo) B Carn) 或 Ble; Bex) = 
Caikebk] È ai): 

首先 证 明 对 任意 的 pe 7 RRM ede, E Vp A ege) € 
Vap Hw EC H jul = 1. 4 Alu) = ep ep + pes Bee, M 
1 = w(A(u)) = wA) 如 果 {[E(es @ ee)leo(p), Eo) AO, W 
4m we C #8 [pl =1 hH 


([E (ep @ ep + wes Q er )leacp), €aqp)) > 1, 
则 得 w{B(Alp))) > 1, FB. 故 [Eles 名 etjjeerpy ep{p)} = 0. 更 在 
不 妨 人 很 定 8(p) < 6(k), 则 


1 b 
B = Phop acu; (Ep Q ep + Hes B et) {Hotgy,etm= ( 0 a 


其 中 a Fb 分 别 是 Ble, Pep +e, Qe) 在 位 置 (98(k),8(k)) 和 
(Olp) Ok) 处 的 表 值 ， 如 果 Ble, @ ex) E Votp), WARNET k Ap, 
RANG LAO 由 命题 1.1.25, W(B) 是 以 1 和 a 为 焦点 的 非 退 化 
椭圆 盘 ， 所 以 


wlep @ ep + es Bet)) = 1 < w(B) < wlep Ve, es Get)), 
询 盾 ， 于 是 对 每 个 秩 一 算 子 er See E Vp, 都 有 Ble, Oe) E Voip) 
现在 容易 看 出 Oe, Oe) 仅 在 位 置 (6(3), 8(s)), (A) 和 


(6(a),6(t)) BR (O(t),O(s)) 具有 非 零 值 ， 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 假定 
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0(s) < O(t), 所 以 对 某 个 a,8 RoE, 
P(e, 多 e) = Eg) Eg(s) 十 Gea) B eas) + degra) © Eai 


再 次 由 命 厦 1.1.25, Wee @ ex) 是 以 0 为 中 心 ，2 APENN E 
Whe, @e)) 是 以 a 和 8 为 焦点 ， 短 轴 长 为 和 HBS {0} 
AMA ch. HF We, Ge) = W(B(es 久 et], 于 是 a=8=0 且 
\o| = 1. dcr waz. 

断言 2 8:v7 一 .要么 是 序 同 构 要 么 是 反 序 同 构 . 

否则 , FEL, 7, ke 了 使 得 [< 7,4 < k AY ok) < (0D) < Of). 

Melk <7. $S =e, We,teBerte;Ge;t+e,8e;. 由 断言 
1 及 引 理 7.7.2, &(S) = egi) @ corny + weg(n) @ Carty + Beou Deeg + 
Yea Beas), HP jal = Al = h = 1. FARE S+S 具有 特征 值 
一 1,0 和 3. AA WS) = W(O(S)), 由 命题 1.1.28, (5) + O(S)* 分 
WEL 一 1 和 3 作为 最 小 和 最 大 特征 值 . 设 M 是 由 {eek eou eeg) 
张 成 的 线性 子 空 闻 .因为 det ((B(S) +85) + Dla) = 0 H je] = 
A= jyt = 1, 所 以 apy = 1, 其 中 det(T) REER T HII. 
Ei 

T = (1+ ije @ ek + ie; O e; + (1 — ijek ® ej, 

其 中 i 是 虚数 革 位 ， 那 么 
G(T) = (1 + i)aeeck) B ean + Bea) B eeg) + Fl — ieo) 8 eat- 


因为 ~v5,0 和 V5 是 T+T* 的 特征 值 且 WT) = W(Or)), 因此 
由 命题 1.1.28, O(T) 4+ O(7)* 分别 以 -V5 和 4/5 作为 最 小 和 最 大 
特征 值 . Hill 84 = 1 MB det(((T)+H(T)* —V51) |) = -4# 0, 
矛盾 . 

PLEASE b <7 <k EE ek) < O00) < 0G). © 


S=e, Qe; +e: Ber tej Verte; D ez. 
那么 对 满足 lal = || = ly|=1 的 某 些 a, f, yE, 有 


DS) = eoj) D Coy) + Hearn) Q Cou + Ben D Eog) + Yeol) © Ee) 
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相似 于 上 面 的 讨论 ， 我 们 有 ap5 = 1 BS 
T = (1 + ije @ e; + ier @ ex + (1— te; Bex, 
WA T+T RAE —V5,0 和 V5 B 
B(T) = ineo @ ea + (1 + ilean B ayy) + Yl ~ eon) @ cacy), 


易 验 证 det((O(T) + BTY 一 V5D|um) = -4 490, FE. HUB 
2 成 立 . 

HE3 wo, 正如 断言 1 所 述 ， 则 对 满足 i< 上 <j 的 任意 
ik, j €J, A Qij = opi 

假定 乡 :7 507 是 序 同 构 . + A= ei Ge, +e. Ge; +e Bej, 
那么 由 断言 1 


P(A) = inepti) B etk) + Akilo) D Eaj) + zee) D Cais), 


304 Joie) = Jong] = lay] = 1. 易 验 证 A+ AY 分 别 以 -1 和 2 作为 
最 小 和 最 大 特征 值 . 因为 W(A) = WEA), Ae O(4) +A)" 分 
别 以 -1 和 2 作为 最 小 和 最 大 特征 值 . 令 工 是 由 {bo Botj)y, Fen) } 
张 成 的 线性 子 空间 , 由 于 det ((@(A)+G(A)*+D|z) = 0 H airat = 
1, 因此 arakit = 1, 于 是 aij = O03. 所 以 断言 成 立 . 

假定 :7 -了 是 反 序 同 构 ， 那 么 相似 于 上 面 的 证 明 ， 物 有 
Qij 一 QiECRJ 

下 证 定理 中 的 陈述 (1) 或 (2) 成 立 . 

固定 某 个 io < J. EXAT U € BLA) 如 下 : 


Ve, ad “ioe 和 如果 i < io, 
高 gsegf 如 果 i > to. 


显然 RET. 
如 果 9 :了 一 了 是 序 同 构 ， 那 么 U(N) =N 且 对 每 个 ei @ 
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ej EAlgN, 因为 
&(e; Dej) = Aisegti) B eaii) 


iio Ajo tei @ eazy, WRK I< to, 
= 4 QioQioje0(5) B Cog 如 果 t < ty <7, 
DigiMinj€ati) @ eazy, 如 果 io <i < j, 


因此 更 (ei ® ey) = Ve, ® Uey. 
对 任意 秩 一 算 子 ry CAlgcN, 存在 io HB r= So bei, 


i<ig 
y= >> njej 因此 
7 之 2 
ceux |S ga] @[ So mes) = tme Oey. 
s<io 32>io tXto j Zig 


由 于 wO) 是 BCH) 上 的 范 数 且 这 个 范 数 等 价 于 通常 的 算 子 范 数 
(A [84]), 所 以 更 AFR. 于 是 由 断言 1 和 引 理 7.7.2， 
biz & y) = > Eili ijel) D Cay) 
iiot 
= > EUe; D Ue; = Ur @Uy. 
iStess 
WA F EAlgrA, A O(F) = UFU*. (24, 到 现在 为 止 , 我 们 还 
没有 用 到 HRS). 因为 > BEA AlgrN 在 AleV 
HHM, EREA T EAN, 有 O(T) = UTU". 
MRO:T +I RRF, BA UNE = WW, 所 以 NV 和 
A+ 西 相 似 . 由 断言 3 知 ， P(e Rej) = 59/7) B Egli = Ve, Ue. 
所 以 
Sz & y) = > Eili ij E00) @ Ehi 
i<io<j 


= 》 b4;Ve; Ue = UJy @UIz, 


tStoSJ5 


其 中 了 是 7.6 节 中 定理 7.6.1 RRMA TS. 因此 对 所 有 的 
F cAlesN, 有 (F) = UJF*JU*. & V =U, W V BEE 
T, V(Nt) =N. HF Oo fl BARREZ, HERNA N 
T EAlgN, A P(T) = VT*V*, 即 定理 中 (2) 成 立 . ER, #4 T" 
代表 开关 于 五 的 标准 正 交 基 {feijiezy WHEE, W JTJ =T, tt 
bE G(T) = UT*U* 对 所 有 全 成立， 证 毕 ， 

注 7.7.1 MEN AN ABAD, He, MRE 
同 构 ， 那 么 定理 7.7.5 中 的 情形 (2) 不 出 现 ， 


87.8 保 数值 半径 的 线性 映射 


作为 第 7.7 节 结 论 的 应 用 ， 本 节 我 们 刻画 与 极 大 原子 套 相 应 
的 套 代 数 或 原子 套 代 数 的 对 角 代 数 上 保 数 值 半 径 的 线性 映射 ， 下 
而 的 结论 是 定理 7.7.5 的 直接 推论 . 

定理 7.8.1 UN & Hilbert HH LARARTER SO: 
AlgA 一 AlgN 是 弱 连 续 的 线性 满 射 ， 则 o 保 数值 域 当 且 仅 当下 
列 断 言 之 一 成 立 ， 

(1) 存在 满足 UN) = N HARF U € BH) 使 得 对 每 个 
T CAleN, 有 (T) = UTU*. 

(2) 存在 满足 UNL) =N DIR AT U EBH) 使 得 对 每 
个 算 子 T CARN, 有 OT) = UT*U*. 在 这 种 情形 下 ， Nt 入 
酉 相似 . 

令 天 代表 nxn 上 三 角 复 人 矩阵 代数 . 

推论 7.8.2 E:T, 7, 是 线性 上 映射 则 再 保 数 值 域 当 且 
仅 当下 列 断 言 之 一 成 立 ; 

(1) FEXR AERE U 使 得 对 每 个 工 E m, P(T) = UTU". 

(2) 存在 反对 角 西 矩阵 U 使 得 对 每 个 Te Tm P(T) = UT", 
其 中 反对 角 佐 阵 指 仅 在 满足 i+ 了 = 十 1 (1< ij <n) 的 位 置 
(5 站 具有 非 零 值 前 矩阵 . 

证 明 因为 7 = f1,---, nn}, 因此 惟一 的 序 同 构 96:7 了 一 了 
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是 恒 等 映射 9(i) = 宇 且 惟一 的 反 序 同 构 9: 了 一 了 BRI 
nn 一 i 十 1. 所 以 定理 7.7.5 中 形式 (1) 中 的 要 矩阵 U AAA BE 
在 形式 (2) 中 的 反 杆 矩阵 是 反对 角 符 阵 ， 从 而 结论 成 立 . 证 毕 . 

本 和 节 的 剩余 部 分 刻画 原子 套 代 数 上 保 数 值 半径 的 线性 上 映射 . 
下 面 的 引 理 利用 数值 半径 刻画 了 恒 等 算 子 的 倍数 . 记 


A={AEC | 人 = 二 


引 理 7.8.3 EN Æ Hilbert 2M H LAATS. 则 A eAlgN 
是 恒 等 算 子 了 的 信和 数 当 且 仅 当 对 每 个 B EAN, 存在 AC A 使 得 
w{A+ XB) = w(A) + w(B). 

证 明 OM, MR 4 是 了 的 倍数 ， 那么 4 满足 引 理 的 条 件 ， 
即 必要 性 成 立 . 

于 证 充分 性 ， 假 定 对 每 个 BEAN, 存在 入 € A 使 得 wlA4 十 
AB) = w(A) + w(B). 4 {Hi| ic TIEN 的 所 有 原子 的 集 台 ， 
我 们 将 证 明 4 是 工 的 倍数 . 

断言 1 对 每 个 A: 及 满足 | oi] li ce Hi, A Ars) = 
wA). 

相反 地 ， 假 定 存在 A; 和 单位 向 量 z € H, 使 得 |(Az,z)| < 
wA). $ Ba=rc@sz, BR w(B)=1. Rr KB (Az, 2)| <r < 
w(A), 则 存在 = > 0 使 得 当 |y 一 2 |< it, A |tAy, 急 | <r 办 
此 如 果 存 在 a © A RH |y- an l< e 那么 [App <7, H4 
lyll=1 时 ， 有 


(A HABI y < Ay, WI + (By, WD <r ey)? rtl. 


TE y E H 是 单位 向 量 使 得 对 每 个 aeA, 有 | gy 一 az >. 则 对 
任意 的 wEA， 


e? < (y — aTr, y- ar) 一 2 一 2Re(y, at), 


所 以 | 他 ,可 | $1— ge? $ k = min{r +1, w(4) +1- 4e?}, 那么 对 
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每 个 入 EA 及 满足 上 yj=1 的 ye HH, 有 
KA +AB)y, 9] < (Ay, ud} + yz] < k. 


于 是 w(A+ AB) < w(A) + w(B), FE. 

因此 对 任意 的 1E J, WUPAjn,) C {A | [Al = w(A)}. 由 命题 
1.1.25 A, FRE, RW Aly) 是 单 点 集 ， 所 以 由 命题 
1.1.26, 存在 满足 [asl = wA) 的 某 个 ai EC 使 得 PAA, = aii. 

断言 2 A= 5 Qili, 

1E 了 

BEREN ihj EJER i<j H Bo = PAn, 天 0 那么 

存在 单位 向 量 eE H 和 we H 使 得 5= (Bou,e) £0. 4 


R= of; Bo 
0 oi , 
因为 wd 人 eww aw 机 > pan ai 和 ay; 
Q; 3 
为 焦点 ， 短 半 轴 长 为 |b] 的 椭圆 盘 ， 因 此 w(A) = jo,| < w(B) < 
wA) FA. HEERE. 


HÉ 3 ”存在 a EC 使 得 对 每 个 YE 了 7, 有 aca. 
WF T CAlgN, & 


Sr = {z€ H | {Tz,z)] = w(T),|] £ |= 1}. 


对 满足 i <j REE ij EJ, $ B=zey,APre A Mye H; 
是 单位 向 量 ， 我 们 有 
So = fuz +y == Flaa 
WHT AC A, 条 件 w(A+ AB} = w(A) + w(B) 表明 Sa4n Se AG, 
所 以 
Bt es w(A) = jal = Josh, 
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从 而 ai = ay. 即 存在 满足 la| = w(A) 的 某 个 a EC 使 得 4=al. 
证 毕 . 

下 而 是 本 节 的 主要 结论 之 一 . 

定理 7.8.4 iN Æ Hilbert 空间 互 上 的 极 大 原子 套 . OO: 
AlgN 一 AlgN 是 能 连续 的 线性 满 射 ， 则 更 保 数 值 半径 当 且 仅 当 
下 殉 断 言 之 一 成 立 : 

(1) 存在 满足 UN) = SBA U EBH) 和 满足 |&|= 1 
的 偶数 使 得 对 每 个 了 eAlgN, 有 O(T) = €UTU*. 

(2) 存在 满足 UCN+) =N RT U € B(A) 和 满足 
1|= 工 的 复数 上 使 得 对 每 个 了 EAIEN, 有 O(T) = EUT*U*, 在 这 
种 情形 下 ， N 和 N+ 本 相似 . 

WERK ORR, PROB. 易 证 名 -1 也 保 数 
HEH. $ A= 于 (7 了). 于 是 对 任意 的 BB EAlgN, HE AG A, 使 得 


w(A+AB) = w(I+AB (BB)) = wT)+ w(t 1(B)) = w(A)+w(B). 


出 引 理 7.8.3 知 ， 存 在 某 个 E CC HH OU) = Ef. 因为 更 保 数值 
半径 ， 因 此 上 = 工 + t= iai) BA VID =I AY RH 
半径 . 

我 们 断言 亚 保 数值 域 闭 包 , 即 对 所 有 的 TeAlgN, 有 WW( 王 (了 )) 
= W(T). 

NER T CAN, 因为 W) BARK, Blt WIT) 是 
复 平 面 的 紧 凸 子 集 . 假定 存在 上 ET 使 得 uE W(E(T)\W), BB 
么 存在 以 C 中 的 某 个 点 入 为 中 心 ， 半径 充分 大 的 圆 使 得 WH) 包 
含 在 这 个 贺 内 ， 但 u 在 这 个 圆 的 外 部 .所 以 对 任意 的 z € W(T), 
我 们 有 |z 一 和 |< |e -Àl 于 是 


wT—AD < |æ- Al < wyT) — AD) = wT A) = wT- Al), 


矛盾 .因此 WOT) c WT), Aii WOT) c WT). 相同 的 讨 
论 用 于 于! 我 们 也 有 WOT) CW ORT), RENERE. 
现在 由 定理 7.7.5 知 ， 结 论 成 立 ， wes. 
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推论 7.8.5 BD:n Tn BRERH, WO 保 数值 半径 当 
且 仅 当下 列 断 言 之 一 成 立 ， 

{1) FEMA BEE U 和 满足 E = 1 的 复数 《 使 得 对 每 个 
T € Ta, O(T) = EUTU". 

(2) FERRA HERE U 和 满足 [| = 1 的 复数 & 使 得 对 每 个 
T € Ta, P(T) =€UT"U*, RET RAT HRB. 

对 于 原子 套 代数 的 对 角 代 数 上 保 数值 半径 的 上 映射， 我 们 有 下 
列 刻画 . 

定理 7.8.6 YN & Hilbert Zi] LARTER Oo: Dy 一 
Dw 是 线性 满 射 ， 则 更 保 数值 半径 当 且 仅 当 存在 空间 分 解 = 
1, L2 = ki @ K 且 存 在 西 算 子 A € 2(Dy) REAT 
U, € B(Li, Ki) O = 1,2) 使 得 对 每 个 TE Dw, G(T) = AU TU O 
AUTE U7, 其 中 Ly, Ki (1 = 1,2) ON 的 基 些 原子 张 成 ，TT = 
PLT, hi = Px,A ({ = 1,2) ETE RR Th KF Lo 中 原子 的 任意 
但 预先 碳 定 基 组 成 的 Do 基 的 转 置 . 

证 明 $ A= O(7), Wl w(A) =1. 设 对 任意 的 BE Dy, 存在 
AE A (EIR w(A + AB) = w(A) + w(B). MRA Dy 代替 ABN, 
那么 引 理 7.8.3 证 骨 中 的 断言 1 和 断言 2 仍然 成 立 ， 所 以 对 满足 
lai| = w(4) = 1 的 每 个 ie 7, RNA A= Diega € Z(Dy). 对 
尾 意 的 T € Dy, 令 亚 (2) = ATO(P). 因为 (T) = Dies Si, 因 
此 WT) = ieg iS; 且 


w(¥(T)) = sup{w(os Si)} = w(&(T)) = w(T), 


PUY: Dy + Dy 保单 位 元 且 保 数值 半径 ， 相 似 于 定理 7.8.4 的 
和 证明 可 知 ， 更 保 数 值 域 闭 包 . 现在 应 用 定理 7.7.4 即 可 证 毕 . 
4D, 代表 nxn ARABER. 注意 到 如 果 T EDn, W 
AT’ =T. 
Hit 7.8.7 £#6:D, 50D, 是 线性 映射 ， 则 更 保 数值 域 当 


且 仅 当 存 在 置换 矩阵 U 使 得 对 所 有 的 TE Du, A OT) = UTU". 
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推论 7.8.8 HO: D, + D, BAER, Wl) > 保 数值 半径 当 
且 仅 当 存 在 置换 矩阵 Z MAER ACD, 使 得 对 所 有 的 了 E Da, 
有 A(T) = AUTU". 


37.9 注 记 


由 于 套 代数 是 非 半 单 代数 ， 这 使 得 其 上 线性 保持 向 题 的 研究 
变 得 更 为 困难 ， 氨 今 只 有 少数 儿 篇 文章 开始 进行 讨论 ， 且 太 多 局 
限于 上 三 角 托 阵 代 数 情形 “例如 参见 文献 [21], [47], [96], [136], 
{166] 和 (200]). 本 章 内 容 是 第 一 次 对 无 限 维 空间 讲 代 数 上 的 线性 
保持 问题 进行 了 较 系统 的 研究 . 

§7.1 和 87.2 的 内 容 包 会 在 Cui, Hou, Li [53] 和 Hou, Cui [110] 
中 . 从 前 面 几 章 的 讨论 可 见 , 保 秩 问 题 在 标准 算 子 代数 保持 问题 的 
研究 中 有 着 基本 的 重要 性 ， 因 为 许多 保持 问题 可 转化 到 保 秩 有 映射 
的 讨论 (也 可 参见 文献 [18—19], [21 一 22], [26], [30], [46], [82—83] 
[86], [97-—98}, [107], [117], [119], [124], [145—146], [152}, [163], [166], 
[169], [183], [193],[197—190]), 因此 有 理由 相信 保 秩 映 射 的 刻画 对 
于 研究 套 代数 上 的 其 他 保持 问题 也 是 基本 重要 的 . 但 是 对 于 套 代 
数 上 的 保 秩 映射 ， 在 Hou 和 Cui 的 工作 之 前 ， 只 有 少数 几 篇 文章 
进行 了 初步 控 讨 ， 而 且 主 要 局 限于 上 三 角 和 矩阵 代数 的 情形 (参见 
文献 [21], [47] 和 [166]), 而 对 于 无 限 维 空间 上 的 套 代 数 来 说 ， 只 有 
Wei, Hou [200] 一 篇 文章 对 特殊 套 进行 了 一 些 讨论 ， 引 理 7.1.1 和 
7.1.2 的 证 明 技巧 本 质 上 来 源 于 (200). 

在 文献 [96] 中 ，C.-J. Hou Al D.-G. Han 证 明了 作用 在 Banach 
空间 上 套 代 数 的 每 个 同 构 都 是 空间 的 . 应 用 7.1 节 的 定理 7?.1.7, 定 
理 ? 了 .2.1 证 明了 不 仅 套 代数 的 每 个 则 构 ， 而 且 每 个 反 同 构 也 是 空间 
的 ， 从 而 也 得 到 了 两 个 套 代 数 同 构 (或 反 同 构 ) 的 充分 必要 条 件 . 

关于 算 子 代数 上 局 部 自 同 构 的 刻画 ， 在 1990 Æ, Larson 和 
Sourour [141] WA TWR X 是 有 限 维 的 复 空间 ， 那 么 B(X) 二 的 
每 个 局 部 自 同 构 的 线性 映射 是 自 同 构 或 者 是 反 自 同 构 ; mE X E 
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无 限 维 的 复 Banach 20, W BX) LAP RR ARMA 
射 是 自 同 构 ， 1993 年 ， Bregar 和 Šemrl [26] 证 明了 这 一 结论 对 无 
限 维 实 Banach 空间 的 情形 也 成 立 . 当 互 是 可 分 无 限 维 的 Hilbert 
空间 时 ， Brešar 和 Šemrl [28] 在 1995 年 证 明了 B(H) 的 每 个 局 部 
自 辣 构 线 性 映射 是 自 间 构 ， 从 而 去 掉 注 值 域 性 的 假设 条 件 . 

在 文献 [136] 中 ， Kezlan 证 明了 上 三 角 矩 阵 代 数 的 每 个 自 同 
构 都 是 内 的 , 定理 7.2.5 把 这 个 结论 推广 到 上 三 角 算 子 矩阵 代数 的 
情形 . 

§7.3 分 别 取 自 [53] 和 [109]. 上 三 角 和 矩阵 代数 上 完全 秩 不 增 线 
性 正 射 的 刻画 问题 首先 是 由 Hadwin 提出 的 ， 后 来 被 Cui, Hou, Li 
[53] 所 解决 。 对 于 一 般 套 代数 的 人 情形， 问题 2.2.2 仍 未 解决 . 

§7.4, 87.5 和 87.6 取材 于 Cui, Hou [55] 和 [60]， 由 文献 [85] 
知 ， Hilbert 空间 上 的 每 个 套 代 数 中 ， 有 限 秩 算 子 理想 都 包含 在 
和 等 元 全 体 生 成 的 线性 子 空间 中 . 引 理 7.5.3 把 这 个 结论 推广 到 
Banach 空间 套 代 数 的 情形 . 

在 1996 年 ， Semri [189] 证 明了 B(H) 上 保单 位 元 县 双 这 保 
多 项 式 f 的 零 化 元 的 线性 满 射 基 自 同 构 或 反 自 同 构 , RP 是 无 
限 维 的 希 尔 伯 特 空间 ， 是 次 数 大 于 1 的 复 多 项 式 - 一 个 自然 的 
问题 是 在 比较 弱 的 假定 下 ， 比 如 仅 假 定 映射 是 单 边 保持 的 并 且 去 
掉 保单 位 性 的 假定 ， 是 否 可 得 出 类 似 的 结论 ? §6.1—46.2 在 多 项 
式 满足 常数 项 为 等 ， 没 有 重 根 且 次 数 大 于 1 的 条 件 下 ， 分 别 对 复 
Banach 空间 上 的 标准 算 子 代数 ，vN 代数 及 BH) 上 的 线性 映射 
回答 了 这 一 问题 . §76 风 在 套 代 数 的 情形 给 出 这 一 问题 的 回答 . 

§7.7 和 87.8 KHT Cui, Hou [57]. 由 于 数值 域 和 数值 半径 的 
概念 与 许多 不 骨 领 域 有 着 广泛 的 联系 并 且 广 泛 地 应 用 于 这 些 领域 
(参见 文献 [95] 第 一 章 ), 因此 它们 被 深入 地 研究 .所 以 研究 算 子 
代数 上 保 数值 域 或 数值 半径 的 线性 映射 也 引起 了 人 大 们 相当 大 的 兴 
趣 (参见 文献 6—37, [76], [143], [146], [170], [177]). Æ 1990 年 
Omladič [170] 证 明了 B(H) 上 保 数 值 域 的 线性 满 射 是 *- 自 同 构 
或 *- 反 自 同 构 . 在 1995 年 ， Chan [36] 证 明了 BCA) 上 保 数值 半 
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径 的 线性 满 射 是 *- 自 同 构 或 *- 反 自 同 构 的 模 为 1 的 常数 们 .在 
2001 fF, Li, Šemrl 和 Soares f146] Æ LZA ERRAR LZA 
阵 代 数 的 对 角 代 数 土 讨论 了 相关 的 问题 ， 利 用 归纳 其 证 明了 本 节 
的 推论 7.8.2, 7.8.5 和 7.8.7. 
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SAR HATHA 


初等 算 子 是 算 子 代数 上 一 类 重要 的 线性 上 映射， 是 连结 算 子 理 
论 和 算 子 代数 理论 的 桥 加 ， 本 章 借 助 线性 保持 问题 研究 的 技巧 ， 
讨论 正 初等 算 子 ， 完 全 正 初 等 算 子 ， 保 谱 初 等 算 子 的 刻画 以 及 一 
般 初等 算 子 的 抽象 刻画 问题 . 

第 一 节 给 出 保 自 伴 性 初等 算 子 和 完全 正 初等 算 子 的 一 般 形 式 . 
第 二 节 利 用 局 部 线性 组 合 概念 建立 正 初 等 算 子 的 整体 结构 定理 ， 
在 某 种 意义 下 ， 正 初等 算 子 的 刻画 有 助 于 我 们 理解 这 三 类 初等 算 
子 之 间 的 联系 与 差异 所 在 ， 第 三 节 讨 论 算 子 的 线性 组 合 与 局 部 线 
性 组 合 之 间 的 关系 .第 四 节 则 应 用 这 些 关 系 给 出 正 初等 算 子 何 时 
完全 正 的 几 个 简单 的 判断 准则 . 第 五 节 探 讨 初 等 算 子 的 插 伟 性 质 ， 
给 出 有 限 秩 初 等 算 子 的 刻画 ,得 到 有 限 秩 线性 映射 成 为 初等 算 子 
的 充分 必要 条 件 是 它 按 弱 算 子 拓扑 连续 且 把 有 限 秩 算 子 映 为 有 限 
秩 算 子 ， 进 而 证 明了 B(X) 上 的 线性 映射 是 初等 算 子 当 且 仅 当 它 
是 初等 算 子 的 局 部 线性 组 侣 .第 六 节 利 用 算 子 的 秩 给 出 初等 算 子 
的 抽象 刻画 ， 证 明了 BX) 上 的 线性 映射 是 初等 算 子 当 且 仅 当 它 
o- BES SE k- 秩 不 增 . 第 七 节 则 给 出 保 谱 {或 保 点 谱 ) 正 (或 
完全 正 ) 初等 算 子 的 刻 曾 以 及 长 度 为 2 MR (RA) 初等 算 子 
的 刻画 . 


§8.1 自 伴 和 完全 正 初 等 算 子 


i XAY Be (F = Rae C) 上 的 Banach 2f, &: 
B(X) > BY) 是 线性 有 映射 .如果 存在 BY) 中 的 有 限 个 算 子 
A1,… ,An 以 及 BY, X) 中 的 有 限 个 算 子 Bio Bn 使 得 

®(T) = SATB, YT € B(X), 
t=1 
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n 


称 EDZAT. 我 们 有 时 也 把 初等 算 子 记 为 OC) = 》 AlB: 
t=1 
而 非 负 整 数 
HD) = minfm | 存在 Ci, ,Cm Di, ,Dn € B(X) 


使 得 =J Ci()Di} 
《一 卫 

称 之 为 初等 算 子 & 的 长 度 . H, K A Hilbert 空间 ， 如 果 对 每 个 
正 算 子 Pe BH) ( 即 对 任意 的 ze HEA (Pz,z) = (z, Px) > 0), 
HR OP) 也 是 正 的 ， 则 称 更 为 BH) 上 的 (RR) 正 初 等 算 子 ， 
设 大 为 正 整 数 ， 如 果 b, : B(H) @ M,(F) 一 BCA) 2 MCF) (H 
Oi. (Tijlexe) = (OTs exe BE) 是 ( 保 ) 正 的 ， 则 称 更 AEE 
的 ;如 果 对 每 个 正 整数 k, Pr 都 是 (R) 正 的 ， 则 称 Oo 是 完全 下 
的 ; 如 果 对 每 个 自 伴 算 子 Ac BUH), SA) BREAN, ROR 
保 自 伴 的 . 

UF EHATE {A}, (BHR, 全 B(H) 导出 的 BE) 
上 的 初等 算 子 ， 即 对 尾 意 的 Te BH), 有 OT) = So ATB: 


i=l 


定理 8.1.1 初等 算 子 D ARAERAN EDS DERE 
在 {Dye C B(H), MEn, 使 得 


i m 
S(T) = 3 DiTD — S$) DTD}. 
一 1 fot+i 
证 明 由 至 的 保 自 伴 性 得 对 任意 的 了 < BH), 有 下 面 恒等式 
FRM: 
》 APB; = 》 BIT AS. (8.1.1) 
i=l 


不 失 一 般 性 , 可 设 {A} M {B} 是 线性 无 关 组 , ED) = n. 
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那么 存在 满 秩 的 n 阶 对 称 和 矩阵 (i;)3;-1 使 得 
B, = > ij (8.1.2) 


j=l 


Rl n Br BIER U = (wiz), 正 数 和 为,… ,Xn 及 整数 1 (0 <i sn) 使 
得 

U*(ai;)U = diag{àı, Ab Aisi; te a7 An); 
令 {C ,Cn) = (år ,An)U, pi C; € B(H) 是 {A} 的 线 
性 组 合 ， 由 (8.1.2) 式 ， 有 


&(T) = SAT (È asa) 


i=1 
T 0 = 0 
Al 
oT. 0 
= {Ai An} ., (a;;) : 
. at 
ao 0 T 
T 0 
0 c 
OT -- 0 
= (C1, Cn) 7 U"{ay)U | : 
， Cs 
0 0 .… T 
i n 
=》 AGT - J were}. (8.1.3) 
t=1 i=i+1 


现在 只 要 取 Di = JAC; 即 可 .证 毕 . 
定理 8.1.2 ”初等 算 子 更 为 完全 正 的 充 讲 条 件 是 存在 (DIT, 
使 得 
B() = Di()D}. 
j=l 
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证 明 设 $()= >》 ACB E BCH) 上 的 初等 算 子 ， 记 


i=l 
k k 
ik) 一 r- (k) = ee 
PU -—H@:-- Od, AN = ADs: GA, 


则 Bk() = AM ORY 是 B®) eer. ERB DO = 


t=1 


(DO), 而 形 如 > DOD; 的 初等 算 子 是 正 的 ， 故 条 件 的 充分 性 
j=1 
显然 
下 证 必要 性 . DPB {Alin MBs} BRERA, 
因此 时 更 也 是 保 自 伴 的 , 由 定理 8.1.1 A O= 》 DM DT - 


i=l 


T DM) pI. ES {D} 是 线性 无 关 的 . 下 面 证 明 1 = n. 
t=l41 


©, HREEAMBHEEM J, ge HO 有 
Doso -5 HDP fg) 20. (8.1.4) 
t=i+1 
WERL n, AD, 不 属于 (Dih 张 成 的 线性 子 空 间 , 故 存 在 天 及 
{z;}i 和 {yj} CH 使 得 y Dizi, Yi) =0 {i = 1,- - 2), 而 


j=l 
k 
bD = (Dati y) 40. RBS f =r- -Org 5 yuD e Oy, E 
j=1 
HU, 并 代入 (8.1.4) 0, MTATA. WH. 
注意 ， 算 子 组 {Di,… , Dm} 可 选择 使 其 线性 无 关 . 
88.2 ” 正 初 等 算 子 的 刻 曾 


本 节 给 出 正 初等 算 子 的 刻画 ,在 陈述 主要 定理 之 前 ， 我 们 先 
it ILA EX. 
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定义 8.2.1 i, keN & A, Ak, C, E BA, 
K). 如 果 对 每 个 5 E HO, HEL x k aH (04;{2)) (依赖 于 r) 
使 得 ， 

OM, = Y ayle) A Pz, 4=1,2,--- 1. 
j=l 
BR (C1):… ,G1) Æ (Al,--- Ae) 的 n 局 部 线性 组 合 ， agla) K 
为 在 z A BRASH. HW, MRAM M > 0, 而 任意 
点 x E HO 的 局 部 系数 矩阵 可 选择 使 其 范 数 |\(as;(2))|| 以 M 为 
界 ， 称 (C, Cy) Æ (Ae Ae} 的 ww 正则 局 部 线性 组 合 ， 如 
RM <1, BK (Cire, Cp 是 (i,… Ae) 的 了 压缩 局 部 线性 组 
Bs WARES (aij) 使得 对 任 音 的 i 都 有 C= 》 ajA 称 
j=l 

(Coe Cy) 是 (A1,… AL) 的 具有 系数 矩阵 [a;;) 的 线性 组 合 . 

在 2=1L 的 情形 ， 我 们 和 将 省 略 “? ”， 有 时 我 们 也 把 {4} 
iA (41，… Ax). 

& Bu (H, K) = {X € BCH, K) | XI < M} $3 (Ci, , 0) 
是 (AA) 的 me 局 部 线性 组 合 (或 压缩 局 部 线性 组 合 ) 4B 
仅 当 存在 映射 Q: HO 一 B(CH,CO) HM > B (CH, CO)) 
使 得 

(Ce CMayT = (oa Aay. 

其 中 当 (y) 是 数量 矩阵 时 ， 我 们 用 (Xiy}(T;) 代表 两 个 算 子 矩 阵 
BIRER (ii) @ 中 (Dr) = (Aist (Tyr) 

本 节 我 们 将 在 更 一 般 的 情况 下 展开 讨论 . 

对 于 无 限 序 列 A = (Ae ,An,…), BA AT 代表 A 的 
Rate E, B 
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[注意 ， 如 果 4h; 为 数值 矩阵 或 Hilbert 空间 上 的 算 子 ， 则 通常 意义 
FHS RRA AF = (AY. 7) 如果 A; € BIH, K), 并 


AmE [Sara 和 Sat] AGM, BAA: HO +k 
a= 


i=l 
AAT: H c KO 均 为 有 界 算 子 ， 下面 的 引 理 对 于 本 节 的 目的 
起 着 关键 性 的 作用 . 


oo í 
引 理 8.2.1 H {AJ}, {C5}, C BUH, K) 使 得 » ALA; | 


i=l 
< %, YAA | < po Sse < oo M (Soc < oo, 那 
#2 二 1 1 二 1 由 和 -1 
么 下 列 陈述 等 价 : 


(i) 对 所 有 的 正 算 子 PE BH), 有 SI APA? > 》 OPO. 
i=l 


izl 


(i) HAA NARE P EBH), 有 YAPA, > 》 GPO. 


i=1 + 一 工 


(iii) 存在 映射 2: H > Bi) 使 得 对 任意 的 zeH, 有 


Cz = f(r)ATS. 


(iv) 对 所 有 的 正 算 子 Pe BH), 有 > AIPA; > CPO, 
t=1 


ri 
(v) 存在 映射 工 : 百 >B (lo) 使 得 对 任意 的 ye 五 , 有 
Cy = Ty A"y. 
证 明 他 全 (二 BM. 


(i) (ii). ERB ce H, RAM, WE || z= 1, 那 
&AP,=c@ch—-RRY. th (i) 知 ， 


APA! > DARA (8.2.1) 
i=1 了 一 了 
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AP, > A\P, 
0 0 
T= 0 0 , 
CP, CjP, 
0 站 
$= 


是 从 HO 到 KOO 的 算 子 . 不 等 式 (8.2.1) 表明 TT > SS*. 由 文 
献 [69], 存在 惟一 的 压缩 算 子 X = (Xy) € BH) 使 得 ker X* D 
kerT 并 且 $ = TX. WH r; € kerA;P,, AH (0 --- Oz; 
9.…)7 E kerT, 因此 对 所 有 的 了 = 1,2,…, 有 Xz; 二 0. 所 以 对 
所 有 的 i, j, ker X} D ker AiPs. 故 Xy 是 秩 至 多 为 1 的 算 子 ， 从 
而 存在 向 量 yeH 使 得 


Xij = 2O Yijs #,9 =1,2,---. 
现在 S = TX 导致 
(Cis --- Ciz -o )f = (OP. CyPpx +++)? 


oo oo T 
= (E axus met >》 APX igs =) 

f=1 i=1 

oo oo T 
= (Eems e’ $ (z, vis) Aix ) . 

i=l 


i=l 
对 于 i, j =1, 2, nets 令 wis(T) 一 (£, Yiz} A+ N(z) = (wale) 
则 
CTs = {Ciz se Cyr 9T 
= Q(z) Am … Age e+ )F = NAT. 
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因为 Xi; Pe = (2, yj) Pe = wij(t)P., BÆ O(c) 看 作 是 从 h 到 其 
自身 的 算 子 ， 那 么 我 们 有 
I A(z) = AE} e Pe =l XP isl X [Is 1. 
从 而 Gi MA (uli) 成 立 . 
(iii)>(iv). 假定 (ii) 成 立 . 对 任意 的 x & H, 存在 压缩 矩阵 
Q(z) = (wzi(t));,. € Bille) 使 得 


o0 oe T 
(Cz ose Cjr iF 一 (三 en «ee D wye(z) Aiz 3 


t=1 


如 果 PCBK) REST, B4 


Soros) a :) 


|| PiCyz |= 3 


了 一 


2 


I 
Mr § IM : 


= . 1 
》 w;;{2)P2 Az 


i=l 


QPpi hs o PBA o) |p 
| P? Aga ?= ((Savra.) ae), 
=1 
Bp (iv) 成 立 ， 


显然 由 上 面 的 讨论 知 ， fi) 全 人) 一 个 . 证 毕 . 
为 刻画 保 自 伴 初等 算 子 的 完全 下 性， 我 们 需要 王 面 的 引 理 . 


BIB 8.2.2 BLAH, {G} CB(H,K) 使 得 | > AA 


IA 
T 


i=l 
<, :| < 00, FC; < co FS CCF} < co. MB 
Il ¿=L i=1 axl 
么 下 列 陈 述 等 价 : . 
O 对 所 有 的 正 算 子 已 < BH), 有 》 APPAPY > 
i=l 
Yo” PC) 
i=l 
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(ii) 存在 压缩 矩阵 O = (wa) € Bille) 使 得 
(Cy o Cy ve) = (waja + Ad +)”. 
证 阴 由 引 理 8.2.1, (> G) 显然 . 
Fil (i) (i). BA = (4 … A …) 且 C= (C … Cj ++). 
4 
B= {T = (jij AT | T € B (l2)}- 


BRB EBH, K) 中 按照 强 算 子 拓扑 是 闭 的 . 取 e > 0. 对 任意 
I tiin € H, Q x= (21 an) E H. 由 Gi) 和 引 理 8.2.1 
知 ， 存 在 (x) = {wjs(x)) € B1(12) 使 得 UYA x = COT x, 所 
以 对 任意 的 上 = 1,--- ,n, 有 


QUx)AT se, = COT. 
故 
DR(xjAT € {X € B(H, K™)| || Xz,-CT ay | < e k=1,... ,n}. 


(ELM C7 的 每 一 个 强 邻 域 与 B 都 有 非 空 交 ， 所 以 CT EB. 
故 存在 Q € Bll,) 使 得 CT = QAT. GEM. 


定理 8.2.3 令 {A}, {C0} 和 21 C BUH, K) 使 得 [Saal 
一 1 


<0, 和 和 < 00, Lco < oo 和 Lac <w. $ 


® : B(H) > B(K) 是 如 下 定义 的 线性 映射 对 任意 的 X EBH), 


B(X) = FAXA,- YOGA. 
i=l j=l 
则 下 列 结论 成 立 : 
Gi) ®@ 保 正 当 且 仅 当 在 在 映射 :xz E AH Or) = (waleh € 
Bi (ia) 使 得 对 每 个 2 CH, 都 有 
OTz =A(z)ATs. 
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(ii) © 完全 正当 且 仅 当 存 在 压缩 矩阵 了 = (wj) E Bile) 使 
得 
CT = QAT. 
进而 ， 如 果 了 一 2*9 是 对 角 的 (特别 地 ， 如 果 它 是 紧 的 ), 那么 存在 
序列 {D3}, C BAK) 使 得 对 任意 的 半 € BH), 有 


B(X) = D D;XD?. 


izl 
证 明 Rowe Xe BHO, HO), 
#,(X) = So APAP - So CI 和 CC) 
i=l j=l 
由 引 理 8.2.1 和 8.2.2, 我 们 只 需 证 明 (i) 的 第 二 部 分 .对 任意 的 
X € BUH), 我 们 有 
P(X) = AXIA" — CXC = Axl) a* — ANT XO? Av 
= AXA 一 AXMOTOT Ar = AX) (7 -O°O)T A‘. 
RISI, HA I-AR > 0, 所 以 了 一 人 09 的 可 对 角 化 表明 
存在 满足 0 < di <1 的 序列 {di} MAEHE T = yy); E BU) 使 
得 MI -QT =diag{d?}. 4 E= (E, «+> Ey …) = Ar, 那 
么 
P(X) = AX —O*Q)T At = ET XU — ATE” 
= EXP (2 — ONTE' = >》 dE: XE}. 
34 一 1 


记 Di = dik, 则 对 任意 的 苹 , 有 


(X) = 3 D; XD? 


i=l 


下 面 的 定理 给 出 正 初 等 算 子 结构 的 完全 刻画 . 
定理 8.2.4 HS = 》, 4i(-)B; 是 从 BH) 到 BK) 的 初等 


i=l 
GT. Wim 正 的 当 且 仅 当 存在 满足 大 二 nM k,l BE 
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在 Cipe ,Ck Di, Dy €span{A),--- An} 使 得 (Di, Di) 
是 (C1,… ,Ck) 的 nw 压缩 局 部 线性 组 合并 且 
k 1 
= CCF -È Di()D}. (8.2.2) 
i=l j=1 
进而 (8.2.2) 式 中 的 是 完全 正 的 当 且 仅 当 (Dr, ,Di 是 (Ci, 
… Ch) 的 具有 压缩 系数 矩阵 的 线性 组 合 . 
注意 到 在 (8.2.2) 式 中 的 Ci M D; 可 被 选择 使 得 {C1 , Cx， 
DD1,… Di) REER. 
证 明 如 果 理 是 in- 正 的 , 那么 它 保 自 伴 性 , 所 以 由 定理 8.1.1， 
存在 满足 k+i <n 的 k, i 及 算 子 Cis D; €span{Aj,-:- + An} 
k i 
=h k Gale DBO => GOC 一 了 D;()D;. 通 
i=l j=1 
过 考虑 有 限 序列 , 现在 容易 看 到 此 定理 是 定理 8.23 HARD. 
HEHE. 
令 M, 代表 所 有 的 nxn AIER C- 代数 . 因为 从 Ma 到 M,, 
的 所 有 线性 映射 都 是 初等 算 子 ， 因 此 由 定理 8.2.4, 下 面 的 推论 是 
FAL AY. 
推论 8.2.5 Rem ©: Mn > Mm BENS ARAF 
在 mx n EE 3,… ,Cs 和 D1,… Dr 使 得 (Die, D) 是 
(Ci, Ch) 的 局 部 压缩 线性 组 合并 县 对 所 有 的 X E Ma 有 


k I 
F(X) =F CXC? -Y D;XD}. 


§8.3 ” 算 子 的 线性 组 合 和 局 部 线性 组 合 


从 第 二 节 的 讨论 中 观察 到 ， 初 等 算 子 的 正 性 在 什么 条 件 下 决 
定 其 完全 正 性 的 问题 可 简化 到 讨论 正则 局 部 线性 组 合 何 时 是 线性 
组 合 的 问题 . 这 个 联系 使 我 们 能 够 更 深入 地 理解 正 性 和 完全 正 性 


之 间 的 关系 和 差异 ， 并 且 获 得 正 初等 算 子 是 否 是 完全 正 的 一 些 较 
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简单 的 判断 准则 .为 此 我 们 在 本 节 讨 论 算 子 的 线性 组 合 与 局 部 线 
狂 组 人 台 之 则 的 一 些 关 系 ， 为 下 节 进 一 步 讨 论 正 初等 算 子 做 准备 . 

KSC BUH, KE), H Sr 代表 S 中 所 有 有 和 限 秩 算 子 的 集合 ， 对 
于 我 们 的 自 的 ， 虽 然 只 锋 要 正则 局 部 线性 组 合 的 结 沫 ， 但 作为 比 
较 ， 我 们 把 局 部 线性 组 合 和 正则 局 部 线性 组 合 两 种 情形 都 列 出 . 

我 们 先 考虑 有 限 维 的 情形 . 

引 理 8.3.1 HX, 和 XXm ESHA AR n lm 的 复线 性 空 
间 且 令 A, B, Ce BX, Xm) 如 果 对 任意 的 £E Xn 存在 数 alr) 
和 bir) 使 得 Cz = afz)4z + Mrz)Bz, Hin sup{la(z)|, |b(z)| | 
rE H} <o Rj CEAN B 的 线性 组 合 . 

EA 如 果 下 列 条 件 之 一 成 立 : 

(i) A Al B 线性 相关 ， 

(让 n=1 或 m=1， 
则 引 理 8.3.1 成 立 .因此 以 后 我 们 总 假定 AA B 线性 无 关 且 nn 和 
m 不 小 于 2. 

(iil) 对 所 有 的 ce Xn, Ax 和 Bz 线性 相关 ， 此 时 显然 ker A 
和 ke B 不 可 能 彼此 间 相 互 包含 ， 因 此 存在 向 量 oo, yo € Xn 使 
得 Azo #0, Bay = 0 并且 Ayo = 0, Bo +0. XB AMB Fl 
M =span{ker A, ker B} 的 限制 是 具有 相同 值 域 的 一 秩 算 子 . 我 们 
断言 M=X,. Bb, ORM AX, WAM BELA, È 
如 BMAF 1. 所 以 存在 ze M+ 使 得 Bo 和 By 线性 无 关 . 
EEA Ale t+ yo} Blot yo) 线性 无 关 ， 现在 易 证 存在 基 个 数 
和 5 使 得 C=aA+bB. 

(iv) 存在 向 量 x < Xn, 使 得 Ac 和 Bz BERK. WX, 和 
Xm 的 基 ， 关 于 这 两 组 基 ， A BAC 具有 和 矩阵 表示 


Omi üm? ‘°° Onn 
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bi bz oe bn 


bza b … byn 
B= 。 。 ， 
bmi bm2 bmn 
且 
Cl £12 Cin 
C21 C22 Con 
C= , 
Cml Cm2 Cmn 


由 引 理 的 假定 ， 对 每 个 > = (21, tn) E Xn, 存在 a(x) 和 ba) 
使 得 Cz = a(x) Az + (2) Bx, Bp 


2 cj27 = a(z) Soz + bz) Dr 


j=1 j=l 
Yaz = = afz) Yanz; + d(2) Yous, 
j=l 


> lmjzj = ala) > amj; + b(z) > bmj 


j=l 


因为 对 某 个 =E Xn, 4z 和 Bz 线性 无 关 ， 因 此 存在 i, izn 不 失 一 
般 性 ， 比 如 说 记 =1 Ei =2, 使 得 对 所 有 的 x Xn TAR 


n n 
2 ayt; Do bys 


rm =I 
A(z) = 5 j 
J oys; Dove 
j=l 


- 323 - 


ANAS. HX, SAF CO, dia 


Ag(x) = 


A(z) = 


显然 A(x), Aale) 和 Ai(z) BAA n PER (21 ,zn) ECM 的 
fe aM. Ale) 不 但 等 于 零 蕴涵 上 = {2 | A(z) £0} BCH 的 
稠密 开 子 集 上 且 atz) = Aa(e)/Ale) 在 三 上 解析 .因为 supflatzi| | 
z € L} < 00, Alt a(x) aT HE— da EA C™ 上 的 有 办 解析 蚁 数 ， 
H Liouville’s EH, alr) 是 常数 , WHEE Tae L i a(x) =a. 
类 似 地 ， 对 某 个 b ELE, Ff ble) = Az) Alx) = & 故 对 什 
意 的 x e L, 我 们 有 Cr = aAr+bBs. Wee L MRE. 
CC 二 44 二 bb. 证 毕 . 

定理 8.3.2 it 4 Ae C EBH, K). 如 果 下 列 条 件 之 一 
W, BMA C Espan {41,-… , Ax}: 

(1) C 是 A1 的 局 部 线性 组 合 ; 

(2) C 是 (41,… Ag) 的 局 部 线性 组 台 并 县 (span{41,…， 
Arkþr = 0; 

(3) C Æ (A, A2) 的 正则 局 部 线性 组 合 ; 

(4) C 是 (41,… Ar) 的 正则 局 部 线性 组 合 ， 且 存在 向 最 E 
A 使 得 {4r | 是 线性 无 关 的 ， 

(5) C E (An e Ao 的 正 财 局 部 线性 组 合 , H dimfspanf4i， 
,Arhe <2. 

证 明 (1) 是 引 理 8.31 的 直接 推论 . 
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(2) $ 5 =span{A1,… , An}. 我 们 不 妨 设 41,:… ,A 线性 无 
关 ， 因 而 是 8 的 一 组 线性 基 . RVAW 分 别 为 了 和 下 的 余 有 
限 维 线性 子 空间 (不必 闭 ). 

KEL 线性 子 空间 {z EV | SeCw} 也 是 余 有 限 维 的 ， 

事实 上 ,， SPAKAK IW 上 的 宕 等 线性 变换 RBA, 
那么 集合 (I 一 P)S 中 的 线性 变换 都 是 有 限 秩 的 ， 令 N = ker{I 一 
P)ALN-+-Oker(I—P)Ax, WN ANAV 都 是 余 有 限 维 的 ， 显然 
U- P)S(N NV) =0, BREE SIN NV) CW. 

断言 3 存在 x eV 使 得 Sx CW, 并 且 对 任意 的 5 € 5S, 
Sr =0 #7 S= 0 (Ef z Æ S Haen). 

如 果 dims = 1, 因为 子 空间 {u € V | Aue W} ERA 
限 维 的 ， 结 论 显然 成 立 ， 用 归纳 法 ， 假 设 结 论 对 所 有 n 维 子 空 间 
都 成 立 , 设 dimS =k=n+1. WV = {u eV | Suc Wi, 
Š =span{A,… An) AA 六 具有 余 有 限 维 ， 由 归纳 假设 ， 存 
在 x CV ORS HV 的 定义 有 Sc C W， 如 果 z HOW 
S, 断言 已 得 证 . 如果 存 在 非 零 的 Ac 5 使 得 Ar = 0, 则 显然 
S =span{ A1, t An A}. $ M A Sr É H FRERE, 
me W=WoM,V={uceV|SuCW), N Y EH PARSAR 
维 的 . 因为 Sp = {0}, 4 是 无 限 秩 的 , 故 存在 8 E Ù 使 得 Ay z 0. 对 
任意 非 零 元 9 € S, 存在 a, a; € FBS = al41 十 十 and 十 wd 
由 于 Az = 0, 我 们 有 Sr = aMis +，… 十 an4nz7. 注意 到 工分 高 
span{A1, ;An), 故 5z = 0 HRM S = aA 由 此 易 知 ， Sz 和 
Sy 不 能 同时 为 0. 因为 Sec Se 而 Sy € M, RANA Sle +y) +o. 
于 是 ，z 十 y EV 是 5 的 一 个 分 离 向 量 ， 断 言 2 得 证 . 

断 首 3 设 £ 是 BALK) 的 有 限 维 子 空间 ， 则 £ 具有 分 离 向 
RHEN Cr 具有 分 离 向 量 . 

记 上 =span{B1,… Bms Bm1: a Bap 我 们 可 以 假设 Lp = 
span{B1,… , Bm} 而 Cr 二 gpan{Bmt1,… ,Bn} 满足 CINF(H,K) 
= {0}. $ u È Lr 的 一 个 分 离 向 量 ，M 邮 是 Lut K PREP, 


N= 站 ker B; HF NGM 是 余 有 限 维 的 , 断言 2 蕴涵 存在 分 
825 ， 


离 span{ Bm, ,Bn} 的 向 量 we N 并 满足 {Bmv,… Bav} CM. 
Ac=utyu. MET € L, WT TRRAT = T+ kh, HH 
T, € Lr, Tz Espan{ Bm, ,Bn}. AA Tu € Lu, Tv = The € M, 
W Tr =0 HOA Tu =0 H Tv =0, 进而 wA Tov = 0, 从 
而 下 = 小 故 卫 = 对. EE u hA Lr, 从 而 也 必 有 T =0. 于 是 
Tz = 0 M T = 0, Bi r 是 ££ 的 分 高 向 量 . 

利用 断言 3 可 以 完成 定理 中 结论 (2) 的 证 明 . BRL, A 
设 条 件 知 ， 

(span{C, Ay,--- , Ax})r 


的 维 数 最 多 为 1, 故 有 分 离 向 量 . TS 3 BM span{C, A,---, 
A} 有 分 离 向 量 r 所 以 ， MACS, WC 不 是 {41,… An} 的 
局 部 线性 组 合 . 

(3} 对 给 定 的 正 整数 e > OM T1,°°' ;Tn E H, & Hı =span 
{21 ,wn}, Hz =span{Az1,... , ATn, BaL, Ban} HS Ai = 
Alm: Bı = Bly,, Ci = Cly,. W Ai, Bi, Ci € B(Ay, H2) 满足 引 
FE 8.3.1 PARE. REE a Mb HAC, = 014,408). 所 
以 


aA, +5: B, € {T € BCA) | sa 一 Cri < ec 1 = 1,2,--- , n}, 


从 而 
C € span{A, B} OF span{A, B}, 


T7730OT 


其 中 W ”代表 算 子 集合 W EBH) 中 的 强 算 子 拓扑 闭 包 . 

(4) ES c > 0 及 和 疝 量 21,:… ,zn E€ H, & Hi =span{zo, ti t, 
Tn}, H: =span{Ajz;|¢=1,---,k Hj =0,1,--- n) HAC’ = 
Cla, Aj = Aila, @=1,--: k). 类 似 于 引 理 8.3.1 可 证 : 

HX, A Xm 是 维 数 分 别 为 n 和 m 的 复线 性 空间 . 令 41,…， 
Ar E B(Xa, Xm). 如 果 对 任意 的 ze Xn, 存在 满足 sup{|ai(z)|,… ， 
lag(2)| | £ E Xn} < oo 的 数 上 (四 o ,akfz) 使 得 Cz = aitfzj4iz+ 
: $26 - 


… 十 p(X}4kT, Bt FEE IA ro € Xn 使 得 Azo Apo : 
性 无 关 ， 则 C 是 41,… Ar 的 线性 组 合 . 

应 用 于 AL Al 和 C 可知 存在 满足 (rif? +--+ 二 |rkl? < 
的 数 ri … ,Tk ER O = ry AL tee tre Al, 特别 地 ， 有 Cay; 
ridit; 十 十 ThApTI (7 二 1,… 2) 所 以 我 们 有 


yA t 十 ThAk € {T € BUA) | jz; ~ Cz; |i <é, j=l, n 


EA C Cspan{Ai,--- , Anh WM (4) 成 立 . 

(5) 我 们 先 证 下 面 的 断言 . 

断言 4 WL BAK) 中 的 有 限 维 子 空间 ， 则 ref.(L): 
Lytref,(Lyr), 这 里 ree (L) 是 所 有 可 大 东 为 上 中 有 限 个 元 的 局 
线性 组 合 的 所 有 线性 变换 之 集合 ， 

记 Mg = (COF(H, K))H, 显然 M 是 有 限 维 的 . 令 驴 是 ! 
K 到 Mo 上 的 投影 ,于 是 {I - QLN 天 号 于) = {0}, ee (2 
知 refe (lI — Q)L) = (I - QU. 因而 对 任意 T eredalt), 我 们 都 4 
(I-Q)TeI-Q)ye. p sS eL HG (1-Q)T = (1-Q)5, FEI 
T=S+Q(T-S)EL+F(H,K). 所以, 为 证 断言 , 只 需 证 ref. (L 
中 的 每 个 有 限 秩 算 子 是 refa(CLF) PH. KS T Erefe(Cj))P， 
证 对 每 个 we 古都 有 Tue (Le)u 成立. 

A (2) 中 断言 3 的 证 明 那 样 ， 记 £ =gpan{Bi,…… Bms Bmt: 
Bj 令 M 是 Lu 在 下 中 的 任 一 线性 补 空间 ，N = kerT 
ker BiN- ker Bm, DN A M 都 是 余 有 限 维 子 空间 ， 由 (2) i 
明 中 的 断言 2, 存在 Cr 的 分 离 向 量 y CN 使 得 (Ly CM. ¢ 
z 二 十 y. 因为 了 cref, (l) RES r 有 关 的 标量 {al … ,an 
使 得 Tz = (B1 十 … 十 QnBn)z. 注意 到 ye kerT Ris? 
Ht, Æ y € ker Bi, 从 而 


Tu = Te =T(u +y) => «Biu +y) 
i=1 


= yuiBm 十 S a; B;y. 


i=l i=m+L 
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由 于 Tu € Lu, (Lry C M, 我 人 有 》 oiBiy = 0. By OA 
i 二 Tn 二 1 

Er Bl Brmsis Bn} 线性 无 关 ， 所 以 ami =+ = On = 0, BE 

Tu € fp) 

现在 我 们 来 证 明 (5). & 3 =span{Ai Arh BA 5 = 
Sr + Sg， 根据 上 述 断 言 ，C Erefa{8) MHC = Ci + Co, 其 中 
Ci E Sr A Ca Erefo(Sg}). HERE, Ca 是 SF 中 元 的 正则 局 
部 线性 组 合 且 Sr MEMES RI 于 是 由 (3) MO. E r M 
Ces. 证 毕 . 

我 们 下 面 举例 说 明 ， 定 理 8.3.2 {1) 不 能 放宽 到 上 > 2 而 (3) 
不 能 放宽 到 上 > 3. 

例 8.3.1 存在 Hilbert 空间 H Al A,- , Ay, C E BCA) 使 得 
SER ce H, Cz Cspanf{Aya,--: , Apr}, 1 C PE Apo, Ak 
的 线性 组 合 . 

事实 上 上 ， 设 互 是 2 维 空间 ， 关 于 A HEE RH, + 


ey ee) le) 
0 dy 0 0 0 ep 
Ep d, Aid, ER. UAB ze H, Cz 是 Ar 和 Bz FIRE 
组 合 ， 即 在 在 数 alc) 和 ba) 使 得 Ca = a(x) Ax + be) Be, 但 只 要 
dicz2 一 deci, 0, WERA LA, B, C} REXX. 

例 8.3.2 存在 A, Ak, C € BUH) (k > 3) RACH 
Ai, Ax 的 局 部 压缩 线性 组 合 但 C 不 是 4 … A 的 线性 组 


An 
tT. 


iEAR 4 A; Az, 4s AC Æ 2 HE Hilbert Sh] H LMR 
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显然 ， 由 如 .2 的 讨论 知 ，C 是 41,42, As 的 局 部 压缩 线性 组 合 当 
且 仅 当 对 任意 的 P > 0, 


A PA? + APA + APAS > CPC", 


4 AS P= ( fu t ) >0, # 
ta tog 
( (dif? — | fal? trr + toe (didz — fi fe)ti2 ) >0 
(dd -fife (dal? -laitattaa J 


现在 易 证 如 果 我 们 选择 A Bl C EB idh > ifl > 0, [deal > [fel > 0 
BO < |dide — fifa) < 1 (AM d = fi =1, d =2 H fz = $), W 
不 等 式 A PAI + APA; + APA, > CPC* 对 所 有 的 户 >0 都 成 
Z, 但 如 果 dife—def, £40, WC AE A, Ap 和 As 的 线性 组 合 . 

显然 由 定义 8.21, WRC 是 {A} 的 m 局 部 线性 组 合 (或 
n- 正则 局 部 线性 组 合 ), 那么 对 所 有 的 m (i sm <n), C 也 是 
{4i] 的 m 局 部 线性 组 合 (或 m 正则 局 部 线性 组 合 ); 并 且 如 果 
C espan{A1,… pAn}, MARREN n= 1,2,---,C 也 是 {4i} 的 
n- 局 部 线性 组 合 (R n- 正则 局 部 线性 组 合 ). ITAA t, i [t] A 
RAF t 的 最 大 整数 . 

定理 8.3.3 BC, A An E B(H, K). BA C Espan{A1, 
… An} 当 且 仅 当 C E [A1,… An} 的 [F7 局 部 线性 组 合 . 

证 明 我们 只 种 还 明 充分 性 部 分 . BE C 是 {A}, 的 [ 夸 2]- 
局 部 线性 组 合 ， 我 们 必须 证 明 C 是 {4 的 线性 组 合 . 我 们 将 
用 归纳 法 证 明之 ,不 失 一 般 性 ， 以 后 ， 我 们 总 假定 {4} 线性 
无 关 . 

显然 ， 由 引 理 2.1.3， 对 于 n = 1， 定 理 成 立 ， 设 A, B, 
C e B(A,K). MERET f EHO, ADF 都 是 BOS 和 Cf 的 
线性 组 合 . 不 失 一 般 性 可 设 BA C 线性 无 关 ， 恕 困 存 在 y eH 
使 得 By 与 Cy REX, WARK zeH, 9 f=r0ye HP, 
MAR AM 为 BO’ 和 OOS KREAS AA BACH 
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线性 组 合 . 如 果 上 述 y 不 存在 , 则 可 推出 存在 线性 无 关 的 向 量 z, 
z € H WR y EH 使 得 B= y8 z, C = Ore. 于 是 存在 x 
使 得 A= y gro XA (2,01) = 0 Ml (2,22) = 0 BH (2,29) = 0, 
所 以 zo 是 el 与 2a 的 线性 组 合 ， 从 而 也 是 BB 和 的 线性 组 合 . 
AUE, ERE n= 2 时 也 成 立 . 

假定 对 满足 1 < m < mn 的 所 有 m, 断言 成 立 且 C 是 {A}, 
的 [于 2]- 局 部 线性 组 合 ， 令 

k = max{dim(span{A,z,--- ,A,z})| £ € H}. 


显然 ， 1 < 天 去 m. 我 们 可 以 假定 > 3. 

如 果 上 = 1, 那么 对 任意 的 x EeE 及 任意 的 i, j=1,:…-,n 和 
每 对 (i, 站 , 有 {Ais Aje) 线性 相关 ， 所 以 存在 zo EK 和 个 
向 量 妇 ,… ,yn E H 使 得 {y un} 线性 无 关 且 A; = to @ yi 
i= 1,… (这 里 我 们 使 用 了 引 理 2.1.3}， 因 为 C 是 {4} 的 
局 部 线性 组 合 ， 因 此 存在 向 量 / eH 使 得 C = wg BR 
{F} 2 nhals}  =span{y > n}. 故 f espan{yi,--- yn} 
从 而 C Cspan{Ai,---, An}. 

NR k= n, 那么 存在 向 其 zo E H 使 得 {Aizo,… ,Anvo} 线 
性 无 关 ， 于 是 存在 惟一 的 数组 {a} 使 得 


Cro = ad 4120 +--+ On Anto. 
现在 对 任意 的 zE H, 因为 [24] > 2, 因此 C 是 {Ai} 的 2- 局 部 
线性 组 合 ， 所 以 在 在 依赖 于 z 的 数组 A}, 使 得 
S Ato 
t=1 


( Cro ) 
Cs } 22 
DNAdiz 
i=l 


Xt i= Lon, A= a 且 对 所 有 的 2 eH, Cr =) adis. F 
4 一 1 

是 C €span{Aj,-:- ,An}. 
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WE k= n 一 1, 不 失 一 般 性 我 们 可 假定 存在 向 量 z < H 
使 得 {Arco} 线性 无 关 . 这 样 存在 惟一 一 确定 的 n—1 个 数 入 


(i 二 1,…,n 一 1) 使 得 Anxo = Ea Aizo. ER a; 使 得 Cro = 
i=l 


a—l n—-1 


Sai + Ait, ) Aizo = So Ti4i30. 因为 {A120,… ,An—100} 线性 
i=l i=1 


无 关 ， 因 此 (yy 是 惟一 确定 的 ， 从 而， 对 任意 的 上 E C Cro 
可 表示 为 下 列 形式 : 


n—l 
Cao = 》 (y — Ast) Aito 十 thnzo， (8.3.1) 
i=l 
由 于 C 是 {4;} 的 2 AMREAS, HAHEN x € H, 我 们 
RM x= (zo,z) € H®), 由 (8.3.1) RAM, KED EC 使 得 


Cz= xe — Ayt(z)) Aig + Hz) Ane 


(Era Jere (i yA a) z. 


(8.3.2) 


4 一 二 


n—l 


令 5= 和 T= An -FA (882) 22M C- SRT 


的 局 部 线性 组 合 . 因此 我 们 有 c- S Espan{ 了 }, 从 而 C €span{S, 
T} C span{ A1,.…. , An}. 

WELS k< nl, 则 我 们 可 假定 存在 向 量 wo W {Az} 
AEX. 所 以 存在 惟一 的 kx (n — k) WEE (uy) 使 得 


Ak+jto = Say dio, j=l ;1 一 大 . 


i=1 
因为 Cro espan{f4lzo…… ,Anto}, 现在 显然 存在 数 yi, ,YYx 使 
得 对 任意 的 (t, thn) EC", Cap 具有 形式 


k n—k n~k 
Cag = Z 0 一 > ws) Aizo + 3》 二 120， (8.3.3) 


421 j=1 j=l 
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由 条 件 C 是 {A}, 的 [R 局 部 线性 组 合 ， 取 x = (zo zl …. 
zig) 并 使 用 (8.3.3) 式 ， 则 对 任意 的 (21 --- ag) E HIID, 相应 
地 有 (t1 … toe EC) 使 得 对 所 有 的 7 = 1,… ,| 下 ， 


k n—k n—k 
Cr, = > (> 一 Fass) Aite + D tjAkyjTr. {8.3.4) 
t=1 j=l j=l 
4 
k k 
S= yi4, T; = Art — Y Nij Ai, j=1,. nk. 
5! = (8.3.5) 
H (8.3.4) RM, C- SE {To Tra} 的 [中 局 部 线性 组 合 . 
因为 上 > 2 HAH) < [下 , 由 归纳 假定 ， 我 们 有 


C-—SeE spanf2 + ,Tn-kh 


从 而 
C € span{ S, Tie ,Tk} C spand A, ,A,}. 

WEE, 

推论 8.3.4 CHR{A}L, 的 线性 组 合 当 且 仅 当 忆 是 {As}21 
Hn 局 部 线性 组 合 ， 

至 于 正则 局 部 线性 组 合 的 人 情形， 我 们 有 下 列 结论 . 

定理 8.3.5 设 Al,'…,An,C € BCH, K). W C espan{A),---, 
An} HHR4C A {4h 的 PP 正则 局 部 线性 组 合 . 

证 阴 我 们 只 需 证 明 充 分 性 ， 相 似 于 定理 8.3.3 的 证 明 , Hin 
HAR, HEM 8.3.2, 对 于 情形 n= 1 或 2, 结论 成 立 , 

假定 C E {A} 的 [2 扫 ]- 正则 局 部 线性 组 合 且 对 满足 1 < 
m < n 的 所 有 m 定理 成 立 ， 我 们 将 证 明 C espanfArn , An}. 
我 们 可 以 把 看 作 是 大 于 2 的 整数 ， 那 么 [对 1 > 2. 

& k =max{dim spanf4iz…… Anz} |x € H}. 由 定理 8.3.3 
DEAE Sm, Mk =1jn—-1 Bn, 那么 C espandi ,An}. 
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因此 我 们 可 假定 2 < < nn 2， 不 失 一 般 性 ， 设 存在 向 量 zo 
使 得 {Axo}, 线性 无 关 ， 从 而 存在 数 % 和 Ay (i = 1,---,&, 
j=1,; n—k) 使 得 Ce 具有 (8.3.3) 式 中 的 形式 但 对 所 有 的 j, 
上 | < M. BR x = (zo wy +++ tnya), 则 对 任意 的 (zl … raa) E 
HUPD, 相应 地 存在 满足 [ty] < M 的 (t+ tan) ECO”) 使 得 
对 每 个 + = 1,… , [号 +], 有 (8.3.4) 式 成 立 ， 正 如 (8.3.5) 式 中 那样 
Ke SMT; (j =1,- n-k), MCS {TIT MH [2+ EW 
易 部 线性 组 合 . 注意 到 [H] < (254) H n-k 使 用 归纳 假定 ， 
我 们 得 到 CC 一 8 是 (D 的 线性 组 合 ， 从 而 C 也 是 {4} 的 
线性 组 合 。 证 毕 . 

Hit 8.3.6 设 n>2. 则 C 是 {4i}& 的 线性 组 合 当 且 仅 当 
C {A}, 的 (n 一- 正则 局 部 线性 组 合 . 

注 8.3.1 应 当 指 出 , 定理 8.3.5 和 推论 8.3.6 对 于 复 向 量 空间 
上 的 线性 映射 成 立 ， 定 理 8.3.3 和 推论 8.3.4 对 于 实 或 复 向 量 空间 
上 的 线性 映射 都 成 立 . 


88.4 ”完全 正 初等 算 子 的 进一步 刻画 


正如 我 们 将 会 看 到 的 ,初等 算 子 的 长 度 起 着 极为 重要 的 作用 ， 
不 难看 出 ， 长 度 为 1 的 正 初等 算 子 必 是 完全 正 的 ， 本 节 将 利用 上 
节 的 结果 进而 证 明 ， 如 果 初 等 算 子 的 长 度 n 大 于 1, 那么 [外 - E 
PREM BSE, Hep H 代表 实数 上 的 整数 部 分 . 
k 


定理 8.4.1 BE d= YAACOB : BH) 一 BK) 是 正 初等 


i=l 
算 子 ， 如 果 下 列 条 件 之 一 成 立 ， 则 更 是 完全 正 的 : 
(i) k <3; 
(ii) dim span{A1,--- , Ag}e < 2 (BE dim span{By,--- , Bebe < 
2); 
(ii) FERE ze H (或 ye K) RA {4r} (或 {By 


是 线性 无 关 的 . 
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证 明 假定 (i) 成 立 .不 失 一 般 性 ， 我 们 可 假定 (41, Ae, A3) 
和 (Bı, Bo, Bs) 线性 无 关 . BAAS 是 正 的 ， 由 定理 8.2.4, FER 
性 无 关 集 (Di, Do, D3} Cspan{A1, Ao, As} 及 满足 1 < 1 < 3 BH 
i 使 得 | ; 

=> D:()D}- > DiC)DF. 
i=1 i=t+1 

mR iA 3, BA Ds BD, E (D,D) 的 正则 局 部 线性 组 合 ， 应 
用 定理 8.3.2 的 (i) BE (ii), 我 们 有 Ds 是 Di AD. 的 线性 组 合 ， 
矛盾 . Pehl = 3, Bp 


是 完全 正 的 . 

(i) 和 (iii) 可 类 似 地 证 明 . 证 毕 . 

推论 8.4.2 me S= 》, OOC -J DD; 正 但 不 完全 

i=l j=1 

E, HA 

(i) k > 3; 

(ii) 至 少 存在 一 个 D; ¢span{C,--- Crh; 

(ii) 对 于 了 = 1,… 4e D; BE {CGH 的 线性 组 合 的 有 
限 秩 扰动 . 

证 明 (i) A (i) 是 显然 的 .因为 D; 是 {Ci} 的 局 部 线性 组 
合 ， 因 此 由 定理 8.3.2 (5) 及 其 证 明知 (ii) 成 立 . 证 毕 . 

推论 8.4.3” 非 完全 正 线性 映射 更: MC) 一 M2{C) 是 正 的 
充分 必要 条 件 是 更 具有 形式 


3 
t= GOC] - DO)D", 
t=1 
其 中 {0 C2, Cy, D} 线性 无 关 且 D 是 {G1, C2, C3} 的 压缩 局 


部 线性 组 合 ， 即 对 任意 的 z e C3, 存在 满足 | 和.(z) + A2)? + 
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|Ag(x){? < 1 AVS Alr), Ma(z) 和 A(z) 使 得 De = Ay (2)Cye + 
Ao(z)Cox + Ag(2) Caz. 
使 用 上 面 的 结论 , 我 们 可 构造 一 个 正 但 非 完 全 正 的 初等 算 子 . 
f 8.4.1 4 


其 中 对 于 i 了 = 12 ci, di € CRE laj > [di], 0 < jet — dydaj < 1 
并 且 cide 一 cdi £ 0. 那么 


3 
= G(r - DOOD’ 
f=1 
是 M2(C) 上 的 正 线性 映射 但 不 是 完全 正 的 . 
下 面 给 出 本 节 的 主要 结果 . 


定理 8.4.4 p= DA )B: 是 从 BUH) 到 B(K) 的 初等 


算 子 ， 其 中 7% > 1. 那么 是 完全 正 的 充分 必要 条 件 是 © A (FL 
EM. 

证 阴 我 们 可 假定 {A}, M {B} 线性 无 关 . 

由 定理 8.4.1, 我 们 可 假定 % 之 和 4 $058 3 3 (3) 正 的 ,那么 由 定 
理 8.1.1 和 推论 8.4.2, 存在 线性 无 关 的 集合 (Ci H Copan{Ay,---, 
An} il k (> 3) 使 得 . 


&= 5° Ci()C? — D C.(-)CF. 
i=1 i=k+1 
RAR MER k=n M. RZ, mMRk<n-1, 因为 理 是 [3 
正 的 ， 因 此 由 定理 8.2.4, 我 们 有 Cr 是 {Ci} 的 外- TED HE 
We. 从 kk <n 一 1 知 [EH] < [3], 现在 由 定理 8.3.5, 我 们 有 Cn 
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是 {C} HREAS, FR. 所 以 二 n 且 由 定理 812M, © 
是 完全 正 的 . 证 毕 . 


$8.5 ”初等 算 子 的 局 部 线性 组 合 


i X È Banach HH). FS LIX) 代表 针 上 的 所 有 线性 变换 的 
RE. G An , Ay € B(X), C € L(X) HA £ =span{Ai,-… , Ay}. 
如 果 对 任意 的 x € X, FER ale) arle) 使 得 Ce = 
ay(z)Aya+-:+axn(z) Aga, HC Æ An, Ar 的 局 部 线性 组 合 ， 
RC 2 Al, Ar 的 线性 插值 , 或 C 插值 41,… , An. BEC H 
fi 和 1,… ,Ak HERH CHE C, 即 对 每 个 zE X, Cz E Llr. 进 
而 如 果 能 够 选择 qi(z) 使 得 supsex {oi(z)| |i ==1,… ,k} < oo0, 称 
C 有 界 插值 41,.… ,Ak. 容易 验证 ， 如 果 C AAR A1,:… ,A%， 
MAR CPE {B ,B.} 时 ，C 也 有 界 插值 B1,… , B. 所 
以 我 们 说 C ARME C 是 有 意义 的 . w ref.(£) = {T € £(X) | 对 
任意 的 x Ee X, Tr e Cr}. WC RC MARY C eref,(L). 如 
果 refa (£) = L, CERMAK A. 

从 现在 起 ， 我 们 把 注意 力 集中 在 BX) 上 初等 算 子 的 搬 什 性 
HL. 由 第 8.3 节 知 ， 如 果 C 插值 C spandi, e Ak} C BCX), 
由 于 refa (l) = Cr+refs(Cp) HCO =Ci4+-Cy, RIA Cel SB 
4Q¢€lr 因此 河 题 简化 到 有 限 秩 的 情形 、 下 面 给 出 初等 算 子 
是 有 限 秩 或 一 秩 线性 映射 的 充分 必要 条 件 . 如 果 dim rng() < oo 
(或 dim mg($) = 1), 称 更 是 有 限 秩 (或 一 秩 ) 线性 变换 ， 其 中 
rng( 鲁 ) 代表 更 的 值 域 . 


定理 8.5.1 B(X) 上 的 初等 算 子 6) = TAB AA 
有 限 秩 当 且 仅 当 存在 Cu ,C, espan{Ay,--- Ag} N F(X) 和 
Di ,Despan{ Bl.… Be} F(X) 使 得 到 = FE GOD, 

证 明 容易 验证 如 果 A, Be BX) 是 有 限 秩 算 子 ， 则 7(-) = 


ACB Æ B(X) 上 具有 有 限 秩 . 因而 如 果 存 在 GC; Espan{A1,:… ,Ax} 
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NF(X) 和 D: Eapan{B1,.'. ,B,}NF(X) (i =1,--- ,7) 使 得 t()= 
3》 CDi, 则 更 一 定 具有 有 限 秩 . 


t=1 
k 
反 过 来 ， 假 定 P) = $7 AC) Bi; 是 BX) EMA Ee 
i=1 
Bt. 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 假定 (A,A) 和 (BoB) BR 


性 无 关 的 算 子 系 . RAA (Bree, Be) 线性 无 关 ， 因 此 存在 te, 
En € X M fiy iin EX 使 得 


= 1, 47=1, 
(Bit, = 
È sBs 人 week 


HF dim rng(®) < oo 因此 
dim(span{®(z Ø fa} | z E X,s=1,--- ,n}) < 00, 
从 而 
dim{span{®(z ® f,)x, |x EX, =1,--- ,n}} < oo. 
XAA 
rng(A;) C span{®(z ® f,)z, | E€ X,s=1,-:- nj, 
因此 Ay 具有 有 限 秩 ， 同 理 ， hs,… , As 也 其 有 有 限 秩 
ba, O= FOA. Wl 是 B(X*) 上 的 初等 算 子 ， 且 它 
I BX). = {T" [T € BUO} HRB daoo. 具有 有 限 秩 . 又 一 次 


因为 41,… Ay 线性 无 关 ， 因 此 我 们 可 找到 向 量 由,…… ,ym EX, 
Dist Gm EX" RR 


7 1, 473=1, 
Y 9: Ais) = ? 
s=1 0, Mj = 2,... yk. 


PORN J eX", BANA 
SAF Oy) 0 BI @ mA} Ge = BI f. 


sal sal j=l 
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Bl tls. 具有 有 限 秩 ， 类 似 对 A 的 讨论 知 B? 具有 有 限 秩 ， 
从 而 Bi 世 具有 有 限 秩 . 同 理 可 证 Bo,-…. ,Br 也 具有 有 限 秩 . 证 
毕 . 

推论 8.5.2 Be Ar: Ak UR Bi, oct Bk 线性 无 关 . 则 
初等 算 子 6.) = 》 4i()B; 具有 有 限 秩 当 且 仅 当 A 和 B; 具有 


izl 
有 限 秩 . 
对 于 一 秩 初等 算 子 ， 我 们 有 
定理 8.5.3 假定 A, Ar 以 及 瑟 ……), 天 是 如 (三 ) 中 的 
k 
两 个 线性 无 关 组 . 则 初等 算 子 OO = DAR 具有 秩 一 当 且 
al 
仅 当 存在 满足 mn = k WERS m, n 和 一 秩 算 子 Cy = 2,2 
fi Espan{A1,.-. Arh Dj: = y gi EspanfB ,Br} (i = 
1,… ,my=i,--- ,n} 使 得 


A(-) = YY Ca Da. (8.5.1) 
i=l j=l 
证 明 显然 如 果 更 具有 (8.5.1) 中 的 形式 ， 则 量具 有 秩 一 . 
MTK, WE S RER- WARE A EBX) 和 DD BX) 
使 得 DO = AOD. BRD 的 秩 不 大 于 某 个 整数 m、 所 以 存在 
线性 无 关 的 向 量 zt1,… ,zm € X AEB g1,… ,gm © X* 使 得 
D= "2,89. 另 一 方面 , 因为 量 弱 连续 ， 因 此 入 也 弱 连 续 ， 所 


i=l 


以 存在 Yi ,Yn eX 和 万 sfa € x* 线性 无 关 佛 得 对 所 有 的 
T € B(X), HAT) = ,fj(Tyj). 故 对 任意 的 了 < B(X), 


j=1 


(T) = 2 f(Ty) (È Zi ® «| =}. 3 CyT Dii 


i=l i=1 j=1 


其 中 Cu = 2,8 fji, Di = y 8 gi BOO) = 》 3，C5()Di- 
t=1 j=l 
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进而 因为 {Ca} 和 {Djs} 是 线性 无 关 的 算 子 系 ， 因 此 mn =k H 
Ci; Espanf{dA1, Akh, D;; Espan {By,---, Ba} (G = 1, ym 
j=l,--+,n). 证 毕 . 

推论 8.5.4 令 多 如 定理 8.5.3 PHY. MRE RHR, BA 
至 具有 一 秩 当 且 仅 当 下 列 条 件 之 一 成 立 : 

(i) FERAT Ci = 218 fo, D= yo O fi i=l, k) 使 
得 &() = > Ca()Di. 

izl 


(ii) ERAT C; = t08 fi, Di = yi @ Qo (6 =1,--- k) W 
得 l) = LCD 


推论 8.5.5 WES (= Dave Æ B(X) 上 的 一 秩 初 等 算 


=1 
子 ， 则 存在 一 秩 算 子 Cis: ©, 和 了 1 - ,D, 满足 span{ C1,: "a 
Co } =span{A1,- 4 E atD … ,D,} =apan{ B;, 


全 得 30O= 并 CO 


当 我 们 考虑 BUX) 上 初等 算 子 的 线性 插值 时 ， 会 很 自然 地 提 
出 下 面 的 问题 . 

问题 8.5.1 med 是 初等 算 子 Al , Ax HRB. F 
是 否 一 定 是 A, 的 线性 组 合 ? 

问题 8.5.2 wR 是 初等 算 子 Al ,Ax HAHA. © 
是 否 一 定 是 初等 算 子 ? 

注意 到 如 果 更 是 初等 算 子 A HREAG, WA 更 是 初等 算 
子 、 因此 问题 8.5.2 弱 于 问题 8.5.1. 如 果 更 插值 A1,… , Ak, 由 
8.3 节 和 前 面 讨论 ,我 们 可 得 到 $ Espan{A1,… ,A,} 的 一 些 充分 
条 件 ， 例 如 ， 我 们 有 下 列 结论 - 


定理 .5.6 SAL) = 2 As) Bas (§=1,--- ;四 是 B(X) 上 


j= 
的 初等 算 子 且 令 更 是 Al…… Ap 的 线性 捅 值 . 如 果 span{ A; | 了 = 
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l,--- ki i =1,--- ,k} O F(X) = {0} H span{B;; | 7 = 1,--- ,ki; 
i=l, k} OF(X) = {0}, 那么 更 是 Ai 的 线性 组 合 . 

但 一 般 说 来 ， 对 问题 8.5.1 的 回答 是 否定 的 . 我 们 先 给 出 有 限 
秩 初等 算 子 的 一 个 抽象 刻画 . 

定理 8.5.7 假设 是 是 BX) 上 弱 连 续 的 有 限 秩 线性 上 映射. 
那么 更 是 初等 算 子 当 且 仅 当 更 把 一 秩 算 子 肌 到 F(X) 中 ， 或 等 价 
wh, F(X) 在 更 作用 下 是 不 变 的 . 

证 明 显然 条 件 是 必要 的 .下 证 充分 性 . 设 亚 有 限 穆 且 在 BCX) 
上 异 连 续 ， 则 存在 线性 无 关 的 算 子 DiDa € B(X) 和 BX) 
土 的 弱 连 续 且 线性 无 疾 的 线性 泛 函 MAn 使 得 对 所 有 的 人 
B(X}, 

P(T) = MTD} + + AnlT) Da. 


现在 我 们 只 需 证 明 每 个 (Dr 是 初等 算 子 即 可 . 因为 A,A 

线性 无 关 , 因此 对 每 个 站 = 1 ,n, PEETER Ty € B(X) 
使 得 ACT.) #0 但 是 当 ARB, A(T.) = 0. 因为 OT.) = 
XefzxjDr H PARKA TRRARRAT, Alt De 具有 有 
RE MEWE A BX) 上 弱 连 续 的 线性 泛 函 且 DD 是 一 个 有 限 
秩 算 子 ， 则 存在 Trito Way te © X M 所，… fay Bay 
h. € X" 使 得 对 每 个 了 € BX), & XAT) = f(T) 且 D = 


j=1 
So us B hi. 4 Ci 三 uj @ fj AS Dy = zj ® hy ( £ k). 则 
i=l 
A()D = SOS Cy) Di, 即 X(-)D 是 初等 算 子 . 证 毕 . 
i=] j=1 

推论 8.5.8 MEX 是 有 限 维 的 ， 则 BX) 上 的 每 个 线性 里 
射 都 是 初等 算 子 . 

下 面 举 反例 给 出 问题 8.5.1 的 否定 回答 . 

例 8.5.1 存在 初等 算 子 Ar Ay (k > 3) 和 线性 喘 射 更 使 
G o ARME A1,… ,A, 18 © ¢span{Aj,--- , Ag}. 

WEAR 设 加 是 2 维 空间 . 由 推论 8.5.8, 5(X2) 上 的 每 个 线性 
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映射 都 是 初等 算 子 ， 注 意 到 BB(X2)) 拓扑 同 构 于 BCX.) 因此 问 

题 简化 为 寻找 算 子 Ai, Ao, As, CE B(X.) 使 得 C 有 界 插值 A, 

. As ECTE A 的 线性 组 合 . 现在 由 例 8.3.2 知 ， 关 于 X4 的 
基 ， ABH 


d 0 0 0 010 0 
0 d 0 0 0 00 9 

Ay = ? ， Aga ， 
DO00D0 000 0 
0 0 00 000 0 
0090 fi 0 0 0 
10090 0 0 0 

Az = 5 C=] fa 3 
oo 0 @ og 0 900 
00 0 0 0 0 0 9 


其 中 idii > Al > 0, |d] > | fal >O,0< [dds — fifz! 之 1 且 
中 fz 一 dz 有 天 0 (RIS dı = fi =1, do =2 B fy = 2) PAT. 
下 面 的 定理 对 问题 8.5.2 给 出 了 肯定 的 回答 . 
定理 8.5.9 HEB) 上 的 线性 映射 (ROBE TE 
连续 ). WS 是 初等 算 子 当 且 仅 当 存 在 初等 算 子 Al A, (k < 
co) 使 得 6 是 它们 的 线性 插值 . 
为 证 明 该 定理 ， 我 们 还 需要 一 些 事实 . 
令 V 是 拓扑 线 性 空间 . LIV) ABV) 分 别 代表 VV 上 的 所 有 
线 福 变换 和 所 有 连续 线性 变换 构成 的 代数 ， 如 果 E 是 BV 的 线 
性 子 空间 ， 记 
ref, (E) = {A € L(V) | Ar € Ex, Yr € an 
ref.(E) = {A € B(V) | Az € Ex, Ye € V}, 
ref(E) = {A € B(V) | Az € Ez, Yx € V}. 
一 般 来 说 这 三 个 集合 互 不 相同 . 如 果 refa (E) = € (PÈ refa (£) = £), 
称 BARA RAY (或 拓扑 代数 自 反 的 ), 而 当 ref(E) = E HK E 


是 自 反 的 . 
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引 理 8.5.10 WẸ E 是 B(V) MARAT, W ref(£) = 
ref,(£) 一 refot(E)， 

证 明 显然 ref(£) =refae(E) H refalE) Crefef2). 因此 我 们 只 
带 证 明 当 C srefe{E) WA C 连续 即 可 . & Er =ENF(V). Ml 
E = Er+Ep, 且 由 文献 [140], RATA refe(E) = Ertrefu(Er). MR 
C €refa(E), BA C=C, + Ca, HC, EEr BHA Cz cref, (Ep). 
注意 到 Cz 是 有 限 秩 变 换 【 见 文献 [140]). MR Er 中 的 一 组 基 
{41 Akh, W Ai = bayi +e + bin Yin G = 1,- k), C2 = 
Azi tie +H Antan, 其 中 yy, zr E V, 6i; EV LARA A, 
MV 上 的 线性 泛 通 旦 {m}, {和 Ai} 是 线性 无 关 集 . 现在 对 任意 的 
mE ee V, 因为 C2 插值 41,… , Ak, 因此 对 所 有 的 了 = 1 …… ,ns 
Miz=1,---,k, 6ij(T) = 0 BMH A(z) = 0 (0 =1,--- ,mn), Ati A 
是 5i; 的 线性 组 合 ， MA Ay 连续 ， 于 是 Cs 连续 .证 毕 . 

引 理 8.5.11 MRO EBX) 上 的 线性 映射 且 插 信 某 些 初等 
FT A1,… , Ak, WS HHS. 

证 明 oid E =span{A,,---, Ax}. C(B(X)) 代表 BX) 上 的 所 
有 线性 变换 的 集合 且 BY(B(X)) 代表 BX) 上 所 有 弱 连 续 线 性 映 
MHRA. RE C BY(B(X)). 令 


ref,(€) = {V € £(B(X)) | U(T) € E(T),VT € B(X)}, 
refawe(E)} = {Y € BY(B(X)} | (T) € ECT), VT € B(X)}. 


因为 BX) 甘于 弱 算 子 拓扑 是 拓扑 向 量 空 间 ， 由 引 理 8.5.10, 我 们 
有 refa(E) =refowt(£). MEME © 是 B(X) 上 的 线性 映射 且 捅 值 
Al Ag, 则 更 Erefs(Eh 故 下 Erefsut(E), 即 更 是 弱 连 续 的 . 证 
HE. 

定理 8.5.9 的 证 明 必要 性 部 分 是 平凡 的 . 为 证 明 充 分 性 ， 假 
定 Ar An 是 B(X) 上 的 初等 算 子 旦 下 线性 插值 E =span{A | 
ial,-:-,k}. W E = ErtEr H ® eref,(€) = Eytref,(€), 其 中 
EF = ENF(B(X)). i 3 = 1462, 其 中 B1 E Er H By eref, (Ex). 
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BR, 是 初等 算 子 ， 因 此 我 们 必须 证 明 更? 也 是 初等 算 子 ， 由 引 
理 8.5.11, 6, 弱 连 续 且 容易 验证 $: 具有 有 限 秩 . 进而 更 * 把 B(X) 
中 的 一 秩 算 子 映 成 有 限 秩 算 子 ， 所 以 由 定理 8.5.7, $$ 是 B(X) 上 
的 初等 算 子 . 证 毕 . 

如 果 存 在 A E B(X) (或 4, BE B(X)) 使 得 对 每 个 Te B(X), 
ôT) = 64(T) = AT -TA {或 所) = bap(T) = AT -TB), 称 5 是 
(A) 导 子 (或 广义 导 子 )， 

容易 看 出 , WR X 是 无 限 维 Banach 空间 且 ôa 是 B(X) 上 的 
导 子 ， 那 么 由 推论 8.5.2, 当 AOR, 64 必 为 无 限 秩 的 . HAS 
子 欧 线性 组 合 仍然 是 学 子 ， 对 于 广义 导 子 ， 相 同 的 结论 也 成 立 ， 
现在 由 定理 8.3.2, 下 面 的 绪论 是 显然 的 . 

定理 8.5.12 te X 是 无 限 维 的 Banach 空间 . $ 4,,--- ,4 是 
B(X) 上 的 导 子 (或 广义 导 子 ). 则 线性 映射 © 插值 61,--- 6, 当 且 
仅 当 更 是 而 的 线性 组 合 . 

推论 8.5.13 WE X BRAN, BA BX) LEFF (或 广 
MPF) 构成 的 有 限 维 子 空间 是 代数 自 反 的 . 

更 一 般 地 ， 设 4 Banach CHAS 是 A 上 的 线性 映射 。 如 
果 对 所 有 的 z, y E€ A, 5zg) = d(x)yt eól), RI RSF, MRE 
在 ae.4 使 得 对 任意 的 re A, O(a) =az 一 zo, 称 6 是 内 导 子 . 

定理 8.5.14 WE 4 是 C*- 代数 且 5 是 .4 的 非 零 导 子 ， 则 
dim rng(6) > 2. 

证 明 显然 我 们 可 假定 A 含 单位 元 ， 且 可 表示 为 B(H) 的 
C- 子 代数 ， 其 中 五 是 Hilbert 空间 ， 如 果 存 在 .4 的 一 秩 导 子 5 
WHE DE A 和 .A 上 的 线性 泛 函 和 使 得 对 所 有 的 工 E A, 有 
S(T) = A(T) D. 注意 到 ， 由 于 C*- 代数 上 的 每 个 导 子 都 是 o- BE 
续 的 ( 见 文献 [68]), 因此 A 也 是 o- 弱 连 续 的 . 令 M C B(H) 是 
AMSA. HFA AM 中 o HA, Bb 6 (或 入 能够 延 拓 
为 M 上 的 导 子 5 (GR OD). 显然 了 = ACOD, Mid EA 
有 秩 一 ， 除 此 之 外 ， 因 为 M 是 von Neumann 代数 ， 因 此 5 一定 


是 内 的 ( 见 文献 [68]), 即 存在 4 € M 使 得 对 任意 的 工 <e mM, 有 
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(T) = AT-TA. WE \ 40 MMA AAR P < M 使 得 
ji(P) = MP)D = AP~ PA #0. 不 失 一 般 性 ， 可 假定 MP) =1 HA 
_ AP~PA=D. 那么 我 人 有 AT — TA = (THAP - PA), 所 以 


PATP—PTAP=0 Yrem. (8.5.2) 


关于 分 解 H =rng(P) @ ker(P), 4 
人 
An Az 0 0 
a , 0 A 0 0 0 Aj, 0 0 
eum (| 0 "\ An of Lo 0 i Aj, 0 


eM. # (8.5.2) 中 用 这 四 个 元 代替 T, 我 们 得 到 Azi = 0, 
Ax, Ao = 0. 所 以 An = 0, An = 0 H AP = PA, 5 5(P) £0 F 
JG. 故 必 有 dim rng(5) > 2. 证 毕 . 

注 8.5.1 不 难 找到 一 个 无 限 维 C*- 代数 4 和 A 上 的 导 子 1 
使 得 5 RAK 2 也 容易 找到 Banach 代数 8 和 8B 上 具有 秩 一 的 
导 子 . 

由 引 理 2.1.3 和 上 面 的 定理 ， 立 得 下 面 的 推论 . 

推论 8.5.15 WES Ade eC RELATES, Hin 
果 对 所 有 的 ze A, dy (x) 和 daa) 线性 相关 ， 则 6, 和 da 线性 相 

C*- 代数 4 上 的 线性 映射 如 果 具 有 形式 2 + az — 2b, RA A 
EAD MSF, Beeb 是 4 中 的 固定 元 ,在 结束 本 节 之 前 ， 我 
们 给 出 Calkin 代数 中 导 子 线性 插值 的 刻画 . 

定理 8.5.16 设 {b1, f2,- } 是 Calkin 代数 CCH) 上 的 可 数 
个 内 导 子 (或 广义 导 子 ) BE 是 其 线性 张 . 如 果 更 e BIC(A)) 插值 
£, 则 DB €E. 

证 明 由 文献 [72] 知 ， Calkin 代数 C(A) 上 的 广义 导 子 非 
紧 ， 因 此 具有 无 限 秩 .这 表明 Ek = {0}. 注意 到 定理 8.3.2 (5) 证 
明 中 的 断言 对 Banach 空间 算 子 以 及 L 具有 可 数 Hamel 基 时 也 成 
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V. 所 以 £ 是 (拓扑 ) 代数 自 反 的 ， 即 如 果 © e BCH) HAM E, 
Ml Gee. EH. 


88.6 k- 秩 不 增 线性 映射 和 初等 算 子 的 刻画 


B EEM BX) 到 BY) WAR, RX 和 了 Be F 
(=C a R) LAY Banach 空间 . 令 A= (A An) € B(X™,Y) 
Bı 
HB=| : E B(Y,X™) MASAT B 可 表示 为 (T) = 
Bn 
ATO OB, 
EM 8.6.1 2G: F(X) > FOY) 是 线性 映射 如果 对 任意 
H T € F(X), 有 rank( 香 (7)) < k(rank(T)), # ® A k- 秩 不 增 的 ， 
WR ET EMER mw ©, 部 是 k- 秩 不 增 的 , I O HE k- 秩 不 增 . 
本 节 我 们 将 讨论 k- REBAR, HAM BCX) 到 
BY) 的 初等 算 子 的 抽象 刻画 . 首先 我 们 讨论 F(X) 和 FY) 之 间 
的 完全 k- 秩 不 增 线 性 映射 . 
令 Z 是 下 上 的 线性 空间 且 严 :2 一 Mw(F) 是 线性 映射 . 则 存 
E N? PREIA Vi; : Z FE Wz) = (vyl). 令 MN(Z) 是 
名 上 的 所 有 NxN RSE 在 Mnw(2) 上 定义 线性 泛 
RY A Ueu) = 2 talas) WH © A pyle) = NU(eE,), 


我 们 可 重新 得 到 Y, 其 中 Bij 是 仅 在 位 置 (i,j) 为 1, 其 他 位 置 为 0 
R N x N ERE, BN x N 答 阵 单位 . 

引 理 8.6.1 #®: F(X) > My(F) 是 线性 映射 ， 则 

(1) B ZÈ k PAHS LY BES k KTN. 

(2) 更 是 长 度 为 > 的 初等 算 子 当 且 仅 当量 是 长度 为 + 的 初等 
算 子 . 

(3) 存在 算 子 网 {AX} C B(X, E”) 和 {Ba} c BI, X) 使 得 


$(T) = lim, A TB, (SOT 或 WOT) WHEE T e F(X) 都 成 立 当 
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且 仅 当 存 在 算 子 网 (C,} C B(X),F) H {Da} c BE, XM) 使 得 
S(T) = limxCxT7)DA (SOT 或 WOT) 对 任意 的 
(Ta) E F(X), 

证 明 (VRS RRA ERP, RICH ORR AK 
增 的 ， 其 完全 k- 秩 不 增 性 可 类 似 证 之 ， 显 然 


SUSS ELL 1 … 1 GmsSsB)| .| een 
1 


HEF (So) 9 (Sj Ey) 有 相同 的 秩 . 因为 bao Be BOR 
的 ， 故 全 也 是 k- 秩 不 增 的 . 
RZ, EO 是 完全 k 秩 不 增 的 .对 每 个 TE F(X), 我 们 有 


P(T) = NBn(Th,;). 


由 于 Oy Æ k- 秩 不 增 的 而 工 与 (TEs) 具有 相同 的 秩 ， 故 知 更 是 
k- 秩 不 增 的 . 类 似 可 证 对 每 个 n, Dn AE k- 秩 不 增 的 ， 从 而 晶 是 
HE k 秩 不 增 的 . 

(2) 由 关系 式 (8.6.1) 立 得 . 

(3) 如 果 存 在 算 子 网 {4、} {By} 使 得 对 每 个 5 Ee F(X) 都 有 
(S$) =lim, A, SB, (SOT 或 WOT), 那么 对 每 个 (5;;) € Mn (F(X), 
我 们 都 有 


pi . Il 7 
(Su) = im 元 (1 1 e 1 APUSE 


注意 到 ， 存 在 矩阵 U 使 得 对 每 个 (8;;) 都 有 


on gre Sa) 9 
suey -0(% Vu 
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也 存在 矩阵 V 使 得 


因此 ， 
B(S) = lim (1 1 1AM urye(s,)vuBy 


到 此 必要 性 得 证 ， 充 分 性 可 类 似 证 之 . 证 毕 . 

定理 8.6.2 Ho: F(X) Mw(F) 是 有 界线 性 映射 ， 则 下 列 
叙述 等 价 : | 

(1) 更 完全 k- 秩 不 增 . 

(2) Baie Æ k- 秩 不 增 的 . 

(3) 存在 Ai År € B(X, F") 和 Cy: ,Or € B(X*, F") 
(r < k) E OT) = $ ATC? |x. 

i=l 

证 明 (B(1)>(2) 显然 ， 事实 上 ， 由 定理 2.21 易 知 ， 形 

KH OT) = 》 ATCT x 的 每 个 线性 映 财 都 是 完全 r- 秩 不 增 


t=1 
的 ， “人 (全 (3)， 由 引 理 8.6.1, 我 们 可 假定 入 = 1, Ht RRE 
泛 函 .我 们 往 证 存在 7 <k, AE = (ue up)? E XO 和 


m= (g Gr)” E (XO 使 得 者 (了 T) = (Tui 9) = (TE, n). 


i=l 
假定 更 不 是 完全 (k 一 1)- 秩 不 增 的 (否则 考虑 7 =min{l |i < k, 
® 是 完全 !- 秩 不 增 的 D) 则 存在 一 秩 算 子 5 = (S) € Ma(F(X)) 
(n > k) 使 得 rank((®(5;;))) = k， 通 过 取 (P(S) Wk RTE 
阵 知 可 取 n = k, 故 { 重 (95)) € M(H) WK (这 显然 也 有 (2)>(1) 
对 于 情形 N = 1 成 立 )， 所 以 存在 天 x 太 可 道 矩阵 (ci) 和 (diy) 
.347 ， 


使 得 (cis)(#(Si3)) (dy) = Te & C = IO (ey) BD = 1 (dy), 
则 CSD 仍然 具有 一 秩 ， 容 易 验 证 O,(CSD) = 五 - 因此 可 取 一 
HEF S = (S;) € Mi(F(X)) 使 得 bS) = 五 , MERE 
{a}, CX MREZA [i CX" 使 得 Btri S fi) = 51. 对 
任意 的 cep = 2EX 及 fin = f EX", R= (m8 fiari) 
上 其 有 一 秩 ， 从 而 Drala) 的 秩 不 大 于 k. 因为 


1 0 e 0 (z 2 f) 
0 1 ves 0 &(r2 ® f) 
$441(R) = : : : 
0 0 wee 1 B(x; f) 
O(a @fi) Prof) = Braf) Bror) 


KARAR ce X REX, RNA 


k 
O(c @ f) = 4) T(r 8 f:t: @ f). 
i=1 
注意 到 @(z @ 有 ) 是 有 界 双 线 性 型 ， 所 以 存在 有 界线 性 算 子 G < 
B(X*) 使 得 B(x @ f) = (zr,Gf)(= (GF)(2)). 因此 我 们 有 


k k 
F(z@ f) = $ (z, GENea Gf) = D(z Gt Gf). 
i=l 3 一 1 
念 Ui = GQ" a; Ee x H gi = Gf, (i = le’ »k), 则 对 所 有 的 
了 EF(X), 有 
k 
P(T) = X (Tui 9), 
t=L 
其 中 Tu; = Tu; EX. 
(D=. 由 (1) 坟 (3) 的 证 明知 ， 线 性 泛 函 w 完全 k- 秩 不 增 


当 且 和 仅 当 pais Æ k- 秩 不 增 的 ， 如 果 d: F(X) -Mw (FF) 是 线性 
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Best, WEZE Ê: My(F(X)) 一 下 可 记 为 


B((Ty)) = GOL o Dna Ty Bs) 


= Apya ( (Tuin B, 


其 中 4 是 每 个 表 值 均 为 太 的 N2 x 1 MERA B 是 每 个 表 值 均 
为 1 的 1x N? MER Ai (e) = AMS. a(R. mR 
Porn: Æ k- 秩 不 增 的 ， 那么 (Bri Bk RPM, MAT eB 
完全 k 秩 不 增 的 ， 故 由 引 理 8.6.1, 0 也 是 完全 天 秩 不 增 的 . 证 
毕 . 

推论 8.6.3 UX AK. 则 有 界线 性 映射 ©: F(X) My(F) 
完全 k 秩 不 增 当 且 仅 当 存在 A1,… A, < B(X,R™)) 和 Bi,…， 


B, € BOR™),X) (r < k) 使 得 OT) = SATB, 即 理 是 长 度 不 


i=} 
AF k 的 初等 算 子 . 

推论 8.6.4 WE: A(X) > FY) 是 有 界线 性 映射 ， 如 果 X 
Ak, WS 完全 k 秩 不 增 当 且 仅 当 更 是 长 度 不 大 于 上 的 初等 算 
FRBR Sth (WOT) 或 强 算 子 拓扑 (SOT) 的 点 点 极限 ， 

证 明 令 A= 人 | 和 CY 是 由 有 限 个 范 数 为 1 的 向 量 组 成 的 
线性 无 关 集 } 对 任意 的 和 cA, RAARSAT Q 使 得 其 值 城 
是 由 和 张 成 的 有 限 维 子 空间 Ya 令 D) = QQ. 则 对 任意 
的 了 E F(X), (7) =m, (T) (SOT). BR & ARASS k- 
秩 不 增 ， 并 且 可 看 作 是 从 F(X) 到 BY) = Mn, F) 的 映射 其 
中 Ny =dim(Y;). 由 推论 8.6.3 4, Fe Ay Å E B(X, Y) 
和 Bays: Ba, E BUYS, X) (r < k) 使 得 对 任意 的 荆 E FLX), 有 


@,(T) = Ye ATBs Qu HS, 是 长 度 不 大 于 上 的 初等 算 子 . 充 
PERR. EH. 


BIX) 上 的 线性 泛 函 p 称 为 是 ow 连续 的 ， 如 果 存 在 序列 
{ai} C X M {fe} C X" 使 得 J el PlA < co 县 对 所 有 的 


T € B(X), 有 p(T) =$ (Tzn fi). 由 所 有 o-w 连续 线性 泛 函 决定 


的 BUX) Ree Pha BUX) 的 o-w 拓扑 . 

推论 8.6.5 iO: BUX) - BY) 是 (o-w)—(o-w) 连续 的 线 
PERS. © Ek 秩 不 增 当 且 仅 当量 是 长 度 不 大 于 上 的 初等 算 
FAM WOT (或 SOT) 点 点 极限 ， 

证 骨 ”注意 到 ， 由 闭 图 定理 知 ，{c-w)-(c-w) 连续 的 线性 映射 
AR. 正如 在 推论 8.6.4 的 证 明 中 ， 定 义 O)(-) = Qta. HO, 
看 作 是 从 F(X) BBY) 的 映射 DO, 具有 定理 8.6.2 中 的 形 
A. 在 定理 8.6.2 MIE, PEAH, WEO 是 o-w 连续 的 ， 
则 Gta, € X** 关于 X* 的 wy- 拓扑 连续 ， 故 G*r; e X. MOF 
在 4 Ar € B(X, Ys) 和 Bays» By. € B(Y,,X) (r < k) 使 


得 对 任意 的 卫 e F(X), 有 OT) = Eas TEx Qa 因为 # 


a-w 连续 的 且 F(X ) 在 B(X) 中 ow M, BOTHER T € BCX), 
有 更 AZ) = yA TBy,Qy. 证 毕 . 


现在 我 们 陈述 并 证 明 本 节 的 主要 结论 ， 从 而 给 出 初等 算 子 的 
抽象 刻画 . 

定理 8.6.6 RX WY BRE {F= C mR) ER Banach 
空间 . &&: BX) BY) 是 线性 映射 . 则 更 是 长 度 不 大 于 上 的 
初等 算 子 当 且 仪 当 完全 天 KPH (o-w)-(o-w) BH. 

证 明 ”长 度 不 大 于 关 的 初等 算 子 显然 完全 k- 秩 不 增 且 {ogo-w)- 
(a-w) 连续 . 

下 面 设 D EZE k- RRB (c-w)-(o-w) 连续 线性 映射 . 
我 们 可 假定 更 不 是 完全 (EK 一 1)- 秩 不 增 的 .对 任意 的 yeEY É 
g EY*, {PB(T)y,9) 是 B(X) 上 o-w 连续 的 线性 泛 函 上 且 完 全 k- 秩 
ANS. HEE 8.6.5, 存在 Ely g) CX A nly g) e (XO 使 得 
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(®(T)y, 9) = (TE(y,g),n(y,9)) YT € B(X). 


注意 到 (B(T)y.9) 是 有 界 三 线性 型 . BE 11,42 EY 及 go € ¥* 
使 得 nly, go) 和 了 (go 加) 线性 无 关 , 可 假定 Ely, go) M Ely, go) AE 
F, 否则 , BE n(y1,90) M nly go) 使 得 它们 线性 相关 、 4 yo CY 
使 得 (yo,go) = 1 BRAS yo m My HARTZA. $Q 
是 值 域 为 Yo 的 有 界 宕 等 元 ， 则 Qg = go， 由 推论 8.6.5, 在 在 
W e B(X(K),Y) AV € BY, X™) 使 得 QAT = WV. i 
对 任意 的 ye jn 及 ye QW*(Y*), 有 


人 EC 9), nly, 9)) 

= ((T)y,9) = (QG(T)Qy, g} = (TV y, W*9). 
因此 | | | 
(Tk(y1,90), nly 90)) = (TOV y, W" 90) 
和 
(TM Elya, 90), n(y2,.90)) = (TPV yo, W* ge) 
对 任意 的 全 < BUX) 成 立 ， 与 假定 nly1,90) M ni g 线性 无 
RAB. BV, WER ve Y É g, g € Y*, fy) 和 
E(y,92) 不 可 能 线性 无 关 ， 从而， 存在 线性 映射 BY xX a 
C:¥* + (X*) 使 得 

(®(T)y, 9) = (T By, Cg) 


MHA y, g AT Aa. HF © E (o-w)-(c-w) 连续 的 ， 显 然 
BAC ARH A = Cjo € BX”, VY). 所 以 我 们 有 


(T) = AT B, 


即 > 是 长 度 为 上 的 初等 算 子 .证 毕 . 
众所周知 , 初等 算 子 是 完全 有 界 的 , 即 Bla =supwcnl| 亚 | < 
co. 下面 的 推论 是 定理 8.6.6, 推论 8.6.5 和 [180; 定理 2.1] 的 直接 


结果 . 
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推论 8.6.7 i X MY 是 Banach 空间 则 下 列 成 立 . 

(1) WES 是 长 度 为 大 的 初等 算 子 ，c 是 常数 使 得 Bla < e 
则 存在 算 子 A c BXY,Y) 和 B E BY, xX) 14 AJBI] < c 
A S(T) = AT RB. 

(2) 在 从 B(X) 到 BO) 的 (o-w)-(o-w) 连续 的 线性 映射 集合 
中 ， 所 有 长 度 至 多 为 (< co) 的 初等 算 子 的 集合 按照 点 点 罚 极 限 
是 封闭 的 . 


§8.7 REDAT 


E 下 是 复数 域 C 上 的 无 限 维 Banach TAHA T EBX) 今 
off) 和 aT) 分 别 代 表 工 DRAMA. 2S EBX) 到 其 自身 
的 线性 映射 在 第 三 和 第 四 章 中 我 们 讨论 了 保 {或 压缩 ) HEA 
教 的 线性 映射 . 但 注意 到 在 那里 的 结论 中 ， 更 的 满 射 性 假定 是 很 
KEW. Rina RASA RRA BARRA MAAR. 因此 
大 们 自然 会 问 ， 如 果 没 有 满 射 性 假设 ， 是 否 仍 可 刻画 保持 谱 的 子 
集 ， 特 别 是 保 谱 或 保 点 谱 的 线性 映射 的 结构 ? 一 般 来 说 ， 解 决 这 
个 知 题 是 很 困难 的 ， 到 目前 为 止 ， 只 得 到 很 少数 的 绪论 . AAR 
阵 代 数 上 的 线性 映射 都 是 初等 算 子 ， 而 初等 算 子 是 算 子 代数 上 人 包 
含 许 多 非 满 商 射 的 一 类 重 记 的 线性 英 射 ， 因 此 上 述 问题 的 探讨 从 
初等 算 子 开始 是 自然 的 .本 节 我 们 讨论 BX) 上 保 谱 或 保 点 谱 的 
初等 算 子 的 刻画 . . 

& X 4 Banach Sf), $0) = 》 Ahi(-}B; 是 B(X) 上 长 度 为 

t=1 
n AFAT. ic 


A=( A Ap © A, )€B(X™,X), 
BT = E B(X, X™). 
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于 是 Oo IRR P) = ABT. 如 果 BT = A, 则 显然 更 是 
保 谱 和 保 点 谱 的 . 

问题 8.7.1 是 否 每 个 长 度 为 n 的 保单 位 且 保 谱 RA) 初 
等 算 子 都 具有 形式 ， 


®(-)= AC) Al? (8.7.1) 


4X = H f Hilbert 空间 而 ARAATH, (8.7.1) 中 的 初 
等 算 子 下 是 完全 正 的 .故我 们 有 下 列 猜 测 . 

IW 8.7.2 hoe BA) 上 保单 位 元 的 长 度 为 nn 的 正 初等 
算 子 . MEO 保 谱 或 保 点 谱 ， 那 么 存在 丁 算 子 Ü e BHO, HB) 使 
得 对 所 有 的 了 < BUH), 


(T) = GT". (8.7.2) 


注意 到 如 果 BX) 上 的 线性 映射 更 RARA (8.7.1), 则 更 是 
B(X) 上 的 单 射 自 同 态 ， 如 果 Oo 具有 形式 (8-7.2), 那么 更 是 单身 
*- Ala. 对 于 ”= 1 的 情形 ， 显 然 两 种 陈述 都 成 立 ， 用 谱 的 其 
他 子 集 代替 谱 和 点 谱 ， 也 可 考虑 类 似 的 问题 . 

本 节 我 们 将 给 出 猜测 8.7.2 的 肯定 回答 . 虽然 长 度 不 大 于 2 的 
fit (RRA) 初等 算 子 具有 (8.7.1) 的 形式 ， 但 问题 8.7.1 的 回 
SPRUNG EH. 

我 们 用 T 代表 算 子 7 MRT. 


引 理 8.7.1 设 亚 (] = 》 AC) B 是 B(H) 上 长 度 为 n KA 


i=1 
零 初 等 算 子 ， 如 果 理 是 自 同 态 ， 那 么 更 是 单 射 且 BA; = 6iyl (i 
了 一 1 n). 

证 明 ker(@) 是 B(X) 的 理想 ， 如 果 ker() + {0}, 则 它 一 定 
包含 所 有 的 有 限 秩 算 子 ， 因 为 ke(t) ERATI BAH, 
He=-0. 

为 证 明 第 二 个 结论 ， 我 们 首先 证 明 下 面 的 断言 . 

断言 ”对 每 个 i, Bi 具有 满 值 域 . 
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注意 到 {A}, M(B}, 是 线性 无 关 集 . 对 于 x,y,v,w © A, 
令 了 =zg91Y 且 3 一 3 多 2 W PTS) = (TB(5) AAEE 
向 量 2,y,0,we H, A 


m 


DAr— YBiAjy,v) Air| ® Bow =0. {8.7.3) 
j=1 i=l 


为 证 明 Bi BW, Mw 使 得 Btw £0. 4 k =dim{Biw},. W 
Ricsk<n 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 假定 {Biwi 线性 无 关 ， 这 


样 存在 Xu € C 使 得 BE, yw = Shady w. RABE (8.7.3), 我 们 
=I 
有 


at 


usiz: y 0} @ Bow = 0, 


从 而 对 任意 的 向 最 z, y, v, RATA uj(z,y,v) = 0 =1,-+-,k), 其 
中 a 
u,(2, yv) = (y, v}Aje — Y (BiAyy, v) Aix 


i=1 


n—k 
+ OA (v ujAk+E 一 DE Apriy VA: 路 


f=1 i=1 
BA {AJL 线性 无 关 ， 显 然 有 
n—k 
Bi(Ay HJO Arn) 一 了 j= 1,2,--: ‚k. {8.7.4) 
所 以 mg(Bi) = H. FAH, WF i > 2, 可 证 rmg(B:) = H. 故 断 
言 成 立 ， 
现在 由 断言 易 知 ， 子 空间 span{B,,---,B,} PAA MAES 
FREST. HEM 8.3.2 证 崩 中 断言 2 知 ， 存 在 向 量 w 使 得 
{Biw}t, 线性 无 关 ， 因 此 方程 (8.7.3) 蕴涵 
{y,v) Ajz — Y (B;A;y, vjiA,z = 0; 
1 一 
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即 ， 对 所 有 的 向 量 zx, y, v, 


((y.v) — (BA A= J) (BiAsy vhs (f= 1,--- 40). 
lsicniZj 
所 以 必 有 BA; =] HHF i Æj, 有 BA; =0. 证 毕 . 
引 理 8.7.2 hOB) 上 的 初等 算 子 ， 如 果 至 是 反 自 同 
a, Mf ® = 0. 
证 明 假定 重头 0, MS 的 长 度 n 非 零 且 O) = Y ACOB. 


i=1 
ER H 的 一 个 就 范 正 交 基 ， 用 T!" 表示 TT 关于 这 个 基 的 转 置 算 
子 . 4 0) = >)". NY 是 BE) 的 自 同 态 且 对 每 个 算 子 了 
WT) = P BrT Ar, 类 似 于 引 理 8.7.1 中 的 讨论 易 知 ， 更 是 单 


=1 


St A AF BY = =al 于 是 对 任意 的 算 子 SAT, 


A(TS)MBT 
= &(TS) = $I) BT) = ASMBTATO BT 
= AS) (2-7) BT = A(ST) BT 


AD KR ER TS = ST. LAS =O. 证 毕 . 

下 面 的 定理 对 于 保 谱 情形 肯定 地 回答 了 猜测 8.7.2 . 

定理 8.7.3 OR BH) 上 的 初等 算 子 , 则 下 列 陈述 等 价 . 

(i) & 保单 位 且 是 保 可 逆 性 的 正 上 映射. 

(ii) > EHEM K ARH. 

(iii) © RR A PERT. 

(iv) 存在 正 整数 n MEAT U = (UL … Un) € BIH, B} 
使 得 对 所 有 的 T © BLA), 下 式 成 立 ， 


(T) = J U,TUF = UT™U*. 


在 任何 情形 下 ， 至 都 是 BH) 的 单 射 Bala. 
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证 明 显然 (iv) 二 (ii 之 (和 

i=). MRT > 0, 那么 OT) 是 自 伴 算 子 且 了 (得 (了 )) € 
o(T) G [0, +20). 因此 S(T) > 0, 从 而 和 BEM. O11) = E> O 
H (E) C o(f) = {i} #0 OY) = 7, AO RA. 如 果 T a, 
因为 o( @(T)) C o(T), Auk 0 ¢ of O(T)). Br © PRAY WHE. 

(i)=>(iv). 由 [44], von Neumann (03% E GRR (it HOR fet HE A 
正 线 性 映射 是 Jordan 同 态 ， 因 此 (i) BM P 是 BH) 的 Jordan 
falas BL en Sc mK [195] 各， 存在 由 下 的 值 域 生 成 的 YN 代数 的 中 心 
投影 E 使 得 至 = 64+ 6, 其 中 O,(-) = OE 是 *- WAB 
$2(") = H) - E) 是 *- RAR. BRO, MO, 是 初等 算 子 . 
由 引 理 8.7.2, 0, = 0, Ait dA *- 自 同 态 . 特别 地 ， © 是 完全 
EM. On 的 长 度 ， 则 由 定理 8.1.2, ESF U =(U,-- 
Un) € B(A®, H) 使 得 


6(.) = U()™U* = > UU}. 


注意 到 UU* = 6) =. 另 一 方面 , AAS BAMA, 31% 8.7.1 
表明 UU = I), 所 以 U RAAF. E. 

注 8.7.1 $t EBX) 上 的 初等 算 子 ， 其 中 天 是 复 Banach 
空间 ， 如 果 更 谱 压 缩 或 保 谱 且 如 果 更 也 是 一 个 自 同 态 ， 则 可 证 
明 存 在 可 逆 算 子 A = (A, … An) E BX, X) 使 得 对 所 有 的 
T € B(X), 有 OT) =aTMA, 

对 于 保 点 谱 和 保 压 缩 谱 的 完全 正 初 等 算 子 ， 我 们 有 

定理 8.7.4 hoe BA) 上 保单 位 元 且 长 度 为 nt 的 完全 正 
初等 算 子 ， 则 下 列 陈 述 等 价 : 

(1) D RR. 

(2) 更 At Ae aa ue. 

(3) 存在 西 算 子 U c BO, H) 使 得 对 任意 的 Te BUH), 有 
(A) = UTM. 

证 有 明 显然 (3) BMH (1) 和 (2) 成 立 . 
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下 证 (1)=>(3). 对 于 任何 非 零 向 量 z, y € H, BA ® BH) 
EKRA n 的 完全 正 初 等 算 子 , 因此 存在 线性 无 关 的 算 子 Di, Da, 
' ;Dn E B(A) 使 得 O(-) = Di (Di+ Dat Dz+… 二 DD.)D*. 对 
性 意 的 单位 向 量 z E H, dor) -和 Di z@Diz BREBA n 的 
i=l 
EAF. HH? AB, 因此 o,(6(2@2x)) = op(x@x) = {0,1}. 所 
A pior) 是 到 span{D,2,:--, Das) 上 的 投影 . 相似 地 , 对 满足 
z 上 yy 的 任意 单位 向 局 x, y E H, (zr@zty@y) = O(r@z)+h(ySy) 
是 一 个 正 交 投影 ， 从 而 O(c @ 2)B(y Sy) = Pey a @z) = 
或 等 价 地 ， span{Diz,… , Daz} Lspan{Diy,-… ,Dnay}， 由 引 理 
2.1.3, 存在 Qij E C (ij = 1l,- an) 使 得 DID; = aiji. 因此 
span{D,,--- ,Dn} 中 的 每 个 算 子 都 是 等 距 的 倍数 . 


现在 假定 21,… ,zn € H 使 得 De = 0， 在 此 等 式 的 
EMRA Dj, 则 a, Espan {22 - 2} 且 存 在 线性 无 关 的 算 子 
Dg,- , Di, espan{D1,:-+,Dn} 使 得 $ Dia, = 0， 在 此 新 等 式 


的 左边 乘 以 (D, LTS A 我 们 将 得 到 21 = 22 = 
-= jn =0, 即 算 子 Ü = (D1,… , Dn) E BH, H) 是 单 射 ， 因 

ho PR, Ae Ü EAH, ATT. me UÙ = 了 工 并 且 (3) 
成 立 ， 

注意 到 对 所 有 的 了 E BH), 有 oe(T*) = 0T), 因此 (2)<9(1). 
证 毕 . 

下 而 我 们 转向 问题 8.7.1 的 讨论 . 

定理 8.7.5 HG.) = 4i[.)B; + 4afJ Ba 是 长 度 为 2 的 初等 
ATHE I crogit). 则 下 列 陈述 等 价 . 

(i) © BER. 

(ii) & 保 谱 . 

(ii) A = (A; Ao) 可 逆 且 AT = ( 了 ) 


2 


(iv) FRET MAS A € BX, X) 使 得 对 所 有 的 全 # DT) = 
ATR AW! 

为 证 明 上 述 定理 ， 首 先 讨 论 长 度 为 2 的 保 可 逆 性 初等 算 子 ， 
注意 到 ， 根 据 引 理 2.1.3, WERT T 和 5 不 全 为 一 秩 且 线性 无 
关 ， 则 存在 向 量 * 使 得 Tx 和 Sz 线性 无 关 ， 这 一 事实 下 面 常 不 
加 说 明 地 使 用 . 

引 理 8.7.6 i O(-) = A1()Bi + Ao(-)Bo Æ B(X) 上 长 度 为 
2 的 初等 算 子 .如 果 DRTE, MAAR Rw: 

(a) ker( By }Nker( Bo) = {0}. 

(b) rng(Ai)+rng(Ag) = X. 

(c) Ai 和 Az 是 单 射 . 

(d) 对 每 个 非 零 向 重 z EX, Ar Agr 线性 无 关 . 

(e) rng(A1)Orng(Az) = {0}. 

证 明 (2) (b) 显然 . 

我 们 证 明 (c). 注意 到 {41, A} 和 (Bi, Bo} 都 是 线性 无 关 的 
算 子 集合 而 更 不 是 有 限 秩 的 因此， 由 定理 8.5.1, FERE zo 使 
得 Bizo 和 Baxo 线性 无 关 ， 固定 这 样 的 zo. 

断言 1 ker Ay N ker A = {0}. 

相反 地 ， 假 定 N = ker Ay Mker Ap # {0}. 我 们 将 得 到 矛盾 . 

MA dimN > 2, RAE y, y €N 使 得 它们 线性 无 关 ， 设 工 
可 逆 使 得 T(Bixo) = yi (= 1,2). 因为 (Thro = 0, AH BT) 不 
可 能 可 道 . 所 以 我 们 有 dimN = 1, BI N = {Ay | ACC}. 我 们 断 


ker41 = kerAz = N. 


事实 上 ， 如 果 ker Ay ZN, By € ker Ai\N, AK ST i 
ft TB, to = y 且 工 Bozo = yo. 然而 (了 zo = 0, FO RIMS 
E. 

在 情形 rng(4ijmrng(42) 4 {0} 下 ， 存 在 线性 无 基 的 向 最 y 
和 yo 使 得 Ai = Asy £0. ROSH TBiay = y WE AT A 
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AFT, 有 (T) = 0 这 是 不 可 能 的 . 

$n rng(A,)orng(A2) = {0}, W By 和 Bo ow. 事实 上 , 显然 
有 Bi 各 Bz 是 满 射 , 这 是 因为 由 (b), RNA X =rng(Ai)}+rng( áz) 
REM. WRF OE x 使 得 Boz = 0, 则 由 (a), Biz 40. $ 
了 是 可 逆 算 子 使 得 了 Biz = y. 则 我 们 有 P(T) = APXe+0= 
Ayo = 0, 矛盾. 所 以 Bo, 也 有 Bi 是 单 射 . 因为 BY 和 By ww Ae 
性 无 关 , 因此 存在 fg © X* 使 得 了 和 9 线性 无 关 且 BIS = 一 B;9- 
Whe X* 使 得 Aih 和 ASR 线性 无 关 ， 则 存在 可 逆 算 子 工 使 得 
T*Aih = f H T*ARh = g. WE O(T) WA 


O(T)"h = BIT” Ath + BZT" Ath = Bt f + Big =0, 


又 一 次 得 到 矛盾 . 
断言 2 A MA, 至 少 其 一 是 单 射 ， 

用 反 证 法 , 假如 AL 和 Ag BAM, 则 存在 非 零 向 量 y & ker A 
种 y E ker A2， 由 断言 1 W, y 和 名 线性 元 关 ， 于 是 对 满足 
TBizo = y (i = 1,2) 的 任意 可 逆 算 子 T, 我 们 都 有 O(T)zo = 0, 
矛盾 ， 完 成 断言 2 的 证 明 . 

不 失 一 般 性 ， 可 假定 Ao EAN. 我 们 将 证 明 A 也 是 单 射 . 

如 果 ker A, # {0} 且 如 果 rng(41jnrng(42) 关 {0}, UFER 
性 无 关 的 向 量 p 和 yo TE An = 一 A2yo. 现在 对 满足 TBixo = 
yi @=1,2) MEAT MRS T, RRA 重 ( 了 jxo = 0, 这 是 不 可 
能 的 . 

如 果 ker{A1) Æ {0} 且 如 果 rng(AiNnrngtAz) = {0}, W Bz 一 
srw. 事实 上 ， 由 (a) 和 (b) 知 ， Bi 是 满 射 ， 如 果 对 某 个 2 
Bız = 0, W) Bir 40 AMA T Biz € ker(A1) 的 可 道 算 子 工 , 由 
于 O(T)z = 0, KR OT) 将 不 可 道 . 现在 令 了 是 可 道 算 子 ， 则 对 任 
意 的 ze XX, 存在 向 量 y 使 得 


Aiz + Age = a(T)y = AT Biy + AzT Boy. 


因为 mg(Aijnrng(42) = {0}, 因此 我 们 有 
A;z = AiT Biy. i= 1, 2. 


注意 到 A, 是 单 射 , AA c= T Bay. RAB et, 从 而 Ae = 
ATR By Ts. H z 的 任意 性 ， 我 们 有 A = ATB By T. 
又 一 次 ， 了 从 全 的 任意 性 知 ， 对 所 有 的 可 道 算 子 T, 我 们 都 有 


4i7(B — Bz) =0. 


但 是 这 导致 By = By. 所 以 我 们 必须 有 ker A, = {0}, 从 而 完成 (c) 
的 证 明 ， 

(d) # Ci, Co Espan{Ai, Ac}. ME Cl MC, 线性 无 关 ， 
则 存在 Di, Dz espan{By, Bo} 使 得 &(-) = (Di + Co(-}Do. 
由 (c), Ci 和 Cs 是 单 射 ， 所 以 对 Al Al 42 的 任意 非 零 线性 组 合 
Ay Ay + Azda, 有 ker( 和 A141 十 A242) = {0}, 即 对 任意 的 非 零 向 量 z, 
有 Ait 和 Age REER. 

(e) 假定 相反 ， 即 rng(41)nrng(Az) # {0} 则 存在 向 量 y 和 
yo EI Ary, = 一 42yz. 由 (d) MI, y 和 yo 线性 无 关 ， 现 在 对 满 
Æ TR = yi (1 = 1,2) MEM MRT, 因为 (Teo = 0, 
此 OT) 不 可 道 . TE. 

下 面 的 定理 是 长 度 为 2 KETE AT i A. 

定理 8.7.7 R o EBX) 上 长 度 为 2 的 初等 算 子 ， 则 惠 
保 可 道 宪 当 且 仅 当 存在 相 道 算 子 A = (A, 42), B = (Bi Be) € 
B(X, X) 使 得 对 所 有 的 T € BCX), 


(T) = ATËBT. (8.7.5) 


证 明 设 存在 算 子 A, B E B(X) (i = 1,2) 使 得 对 所 有 的 
T EB(X), 


P(T) = A\TB, + AoE By = AT BT, 
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因为 更 Ra, h3 A 8.7.6, RNA 
ker( A1} = ker(Az) = {0}, rng(Ai) + rng(As) = X 


且 
mg(A1) Mrng(A2) = {0}. 


由 此 易 知 A = (A Ag) € BCX), X) TE. 因为 ABT = A,B, + 
AB: = (I) 可 道 ， 因 此 BT, 也 有 BHX. 

充分 性 显然 ， 证 毕 . 

定理 8.7.5 的 证 明 BR Givi. BERNA 
证 明 (i}=-(iii). 

假定 更 HRSA. W 更 保 可 道 性 且 由 定理 8.7.7, 我 们 有 A = 
(A, Az) #1 B = (B, Bo) BYR. AA I crng(*), 故 存在 E 使 得 
I =0(E). EV 是 如 下 定义 的 初等 算 子 ， 


更 (7 = (TE) = ATEB, + ATEB. 
BRON =I H YT) = ATA, 其 中 
A= ( EB, ) . 
EB 
所 以 EE 可 道上 且 更 RB. WE 
o(TE™') = o(U(TE™")) = of @(TE*E)) = e(®(T)), 


MMB T E€ B(X), 有 o(TE') C a( 了 T). MRE AT, WH 
在 feX* PRE SAS More x 使 得 


(2, f)=14 (2, E* 1f} £0. 
4T=cef. WI TE-=cQE'f. BR 


o(TE *) = {{2, E" f), 0} Z {0,1} = o(7). 


因此 我 们 有 E= AO) =F. 所 以 A = BT HARAR T, 
有 O(T) = ATMA, BM (ii) 成 立 ， 证 毕 ， 

注意 到 定理 8.7.5 RY, WES 是 长 度 为 2 的 讨 缩 谱 的 初等 算 
子 且 了 Erng( 更 ), 则 mgl) 是 BX) MF RAMA OS BL BX) 
的 单 射 和 月 同 态 . 焉 一 个 定理 刻 面 了 值 域 是 子 代 数 的 长 度 为 2 的 保 
可 道 性 初等 算 子 . 

定理 8.7.8 hoe BX) 上 长 度 为 2 的 初等 算 子 . W ragt) 
是 SX) 的 子 代数 且 保 可 逆 性 当 且 仅 当 存在 可 北 算 子 A, 
Be B(X), X) MERAT Ec BX) 使 得 对 所 有 的 了, 有 

A`! =E@ 1B? &T)= AT®OBT. 


证 朋 BÆ AT := BO BT H O(T) = ATCBT. WS HK 
可 道 性 且 BA) = yE. WHERMATT MS, 我 们 有 
&(S)O(T) = ASMBTATOBT = ASO EOTOBT 
= O(SET) € mg(5). 
因此 rng( 更 ) 对 于 乘积 运算 蚌 封 闭 的 ， 从 而 是 一 个 子 代数 . 注意 到 
P(E!) = J, Bl rng(®) 含 单位 元 . 

反 过 来 , 假定 秋 保 可 道 性 且 值 成 是 一 个 子 代数 . 由 定理 8.7.7, 
存在 林道 算 子 A = (A Az), B = (B1 Ba) € BX), X) 使 得 
(T) = ATOBT, BH mg(o) 是 一 个 子 代数 ， 因 此 对 任意 的 S 
AT, 存在 算 子 W 使 得 EE(S)B(T) = O(W), BI 
SBIAIT SBAT ) BT. 


AW@)B? =A 
SBAT SBAT 


这 样 我 们 有 

WwW 0 _ SB, AT SBAT 

0 W] \ SRAT SRAT 三 
因为 和 全 和 任意， 因此 我 们 有 


By Ag 一 BoA, = 0 H BiAi = Bz Ag = E. 
» 3262 . 


BRE TRACER SMT, 有 O(S)O(T) = O(SET). 注意 到 
$(E-)@(T) = &(E1 ET) = P(T) = O(T)O(E~). 


所 以 了 = @(#-*) (EP rng(®) 含 单位 元 ) BA = (£@)— BT. 
HEH 8.7.8, 立 得 下 列 推论 , 
推论 8.7.9 io 2 BX) 上 长 度 为 2 的 初等 算 子 且 rng( 更 ) 是 
一 个 子 代 数 . 册 更 谱 压缩 当 且 仅 当 存在 可 道 算 子 A € bX, X) 
使 得 对 所 有 的 T, l 
P(T) = ATA! 


对 于 保 点 谱 的 初等 算 子 ， 我 们 有 

定理 8.7.10 A 是 可 分 无 限 维 复 Hilbert 空间 ， S) = 
Ai(-)Bi + Ao(-)Bo 是 BCH) 上 长 度 为 2 的 初等 算 子 且 I erng(4). 
US 保 点 谱 当 且 仅 当 入 = (A A) € BHO, H) WH B= 


M | = -1, 即 对 任意 的 T € BH), 
2 


B(T) = ATOK., 


Ait e 是 BH) KET AAA. 

证 明 由 定理 3.2.4 的 证 明 ,我们 先 注意 到 如 下 一 些 事实 设 
$2 BH) 上 的 线性 映射 。 MRR, Dol) = Z, Mo KR 
点 谱 当 且 仅 当 © 双边 保单 射 性 ， 如 果 RAR, WO 是 单 射 . 
WR © RABE I crng($), M (7) = 7. 

因此 可 设 看 (-) = Ai (.)By + 42()B2 是 BCA) 上 保单 位 且 双 边 
保 算 子 单 射 性 的 长 度 为 2 的 单 射 初等 算 子 , BA {A Ao} 和 {B 
Bz} 都 线性 无 关 . 

断言 1 ker Bi Nker Bs = {0} H ker Ay N ker Az = {0}. 

因为 ® 双边 保单 射 性 ， 显 然 有 ker Bi mker Ba = {0}. 因此 我 
们 只 需 证 明 

kerA1 MkerAg = {0}. 
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如 果 M = ker 4imker Az # {0}, $ Pu 代表 到 M 上 的 正 交 投影 , 则 
Pu #0 而 PPa) =D 与 更 的 单 射 性 矛盾 . 所 以 ker Anker A, = 
{0}. 

A 2 ker A; = ker Az = {0}. 

首先 证 明 ker Ay 和 ker Ag 中 至 少 有 一 个 为 {0}. 

如 果 ker Ay # {0} E ker Az # {0}, RIEF m E pl € ker Ay 和 
zz € ker Ag, M z, 和 za 线性 无 关 ， 如 果 对 任 音 的 ye X, A By 
和 Boy 都 线性 相关 , 则 由 引 理 2.1.3 40, By 和 Ba 是 一 秩 算 子 , 这 
样 对 任意 的 了 e BUT), OT) WRES we 2, 与 更 RAMET. 
所 以 存在 非 零 向 量 ye H 和 使 得 Biy M Bay 线性 无 关 . 现在 不 难 找 
Ble MAS T EBH) 使 得 TBiy = 01, 了 Bay = 22. 但 是 ,在 这 种 
情形 下 ， 更 (了 Jy = 4 了 Biy + AT Biy = Ayr, + Agee 一 小 又 一 次 
iO 保单 射 性 矛盾 .所 以 ker A; 和 ker Ap 至 少 有 一 个 必 为 {0}. 

不 失 一 般 性 ， 假 定 ker Ag = {0}. 我 们 将 证 明 ker A, = {0}. 

情形 1 ring(4iimeng(42) # {0}. 

在 此 情形 下 ， 如 果 ker(41) £ {0}, 则 存在 线性 无 关 的 向 量 z， 
y € H ER Asr = Ay. RAS AR zec H 使 得 Biz 和 Boz 
线性 无 关 ， 且 取 单 射 算 子 TG TB = z TB = -y. WH 
O(T)z=0, FB. Hew ker Ay = {0}. 

情形 2 rng(4i)rrng(4z) = {0}. 

相反 地 ， 假 定 ker A, # {0}. 则 

(a) ker Ba = {0}. 否则 存在 非 零 同 量 u c ker(B.). AA 
ker(Bi} N ker(Be) = {0}, 因此 有 Bu #0. 4 T BARAT H 
 TByu € ker(A,), W O(T)u = 0, FA. t ker Bs = {0}. 

(b) A,B, BERET, HAH, dim (ker A1)+ = co. 为 证 
明 此 ， 注 意 到 AB = I- AB (因为 BY) = 1) A ker(A2B2) = 
{0}， 如 果 AB, 紧 ， 那 么 由 Fredholm Alternative 定理 ， 我 们 有 
rng(A2B2) =rg( 一 A,B) 是 闭 的 且 dim(rng(A2B2))* = 
dim ker(A2B2) = 0. 因此 AB: Ait, 5B rngf4i)mrngf42) = 
{0} FE. 所 以 AB, FERRAT. 特别 地 ， Al HRA 
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dim(ker A,)+ =dim(Tig(A{)) = co. 

我 们 知道 存在 2 & HER Bix 和 Box RAK. BRe 40H 
Bax #0. $ M = (span{Box})*. 因为 dim(M) =dim(ker A1}+ = 
oo 因此 存在 从 M 到 (ker A1)+ 的 西 算 子 UV. EXT: Ho HW 


Tlu=U, TBs = {0}. 


Wj T € BUH), rng(T) = (ker A1) H ker T =span{ Boz}. 我 们 将 证 
明 更 (T) 是 单 射 ， 此 与 了 RAMA OWRD 
ker Ay = {0}. 

MEME h © HER OTA = 0, 则 由 假定 rag(4i)rrngf4z) 
= {0}, BATA ArT Bh = AT Bah = 0. 注意 到 rng(T) = (ker A1)+ 
B ker A: = {0}, 因此 我 们 有 TBA = TBh = 0， 因 为 ker = 
span{ Bae}, ZEE A, 8 € C 使 得 Bih = ABar, Bah = 6B2z. 再 注 
意 到 ker Bo = {0}, RIIA] h = dc H 5B1x = àB. 但 是 因为 
Bix 和 Boe 线性 无 关 ， 因 此 我 们 有 5 =r =0 H h= de =0, 8 
BT) AH. 

新 襄 3 (1) 对 任意 的 非 零 向 量 ze H, 41z 和 Aye 线性 无 
关 . 

(2) rng( A; )Pung(Az) = {0}. 

对 任意 的 A1, AL Espan{ Ar, Ao}, 如 果 A, 和 AL 线性 无 英 ， 
则 存在 Bi, BE espan{B,, Bo} 使 得 


®(-) = Aj()By + Ag(-)B3. 


HBA 1, 我 们 有 ker Al ker A, = {0}. 所 以 对 仔 意 的 {a1, a2) 天 
(0, 0), ker{aA:+a2A2) = {0}. 等 价 地 , 对 任意 的 非 零 向 量 z c H, 
Aye 和 Age 线性 无 关 ， 故 断言 3 的 结论 (1) 成 立 . 

如 果 mg(Ai)nrng(A42) # {0}, 则 存在 z, y € H 使 得 Ale = 
Agy #0. 由 (1), 2 M y RER. 取 zE 百 使 得 Biz 和 Bz 线性 


ER, RAHAT T 使 得 TBiz =< B TB = 一 y. 又 一 次 ， 
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我 们 得 到 了 矛盾 . 所 以 rng(A1)nrng(A42) = {0}, 即 断 言 3 的 结论 (2) 
ERY. 

现在 我 们 可 完成 定理 的 证 明 . AX o,(T?) = 0,(T), 充分 性 
BR. KOK, AF OU) = 7, 因此 A = (Ay, do) 是 满 射 ， OA 
1-3, 我 们 有 A 是 单 射 ， 从 而 可 逆 。 证 毕 ， 

推论 8.7.11 设 五 为 可 分 无 限 维 Hilbert 空间 ， O(-) = 
A,(-)B, + Ao(-)Bo 是 BE) 上 长 度 为 2 的 初等 算 子 . 令 更 ,()] = 
BS (JAt+ Bg(-)AZ. MH I erng(®), UF HRS Ht: 

(1) 到 RA. 

(2) ® 保 压 缩 谱 . 

(3) D. RAB. 

(4) &, 保 压缩 谱 . 

(5) & 保 谱 . 

证明 注意 到 op(T) = oT) 对 任意 算 子 了 € B(H) 都 成 
立 . 显然 亚 保 压缩 谱 当 且 仅 当 更 , 保 点 谱 . 现在 由 定理 8.7.10 知 ， 
(1) 一 {4) 等 价 ， 由 定理 8.7.5 知 ， (1) 和 (5) 等 价 ， EK. 

下 而 的 例子 表明 ， 一 般 说 来 ， 当 n > 3 时， 问题 8.7.1 的 答案 
是 否定 的 . 注意 ， 如 果 初 等 算 子 具有 (8.7.1) 的 形式 ， 则 其 长 度 为 
n 且 把 每 个 一 秩 算 子 映 为 nRT. 

例 8.7.1 存在 不 其 有 形 如 (8.7.1) 的 长 度 为 3 的 保 谱 初等 算 
F, 

令 H AREH Hilbert 空间 ， 则 HSHH i BASH) 

中 的 算 子 可 表 为 2 x 2 算 子 矩阵 ， 定 义 映 射 更 : B(H) BCH) = 


BUH H) 为 
ro (4 pi 
0 T 


其 中 只 和 3 为 吾 上 和 任意 有 界线 性 算 子 .容易 看 出 更 保 谱 且 是 长 
度 不 超过 3 的 初等 算 子 ， 我 们 选取 满足 下 列 条 件 的 五 和 3: 存在 
向 量 wo, si f EH PBR = ro AR 与 zl, 以 及 9 与 了 线 
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EER. $T; =2:@f (¢= 0,1), W Oo) 是 2 HAF ON) 
是 3 秩 算 子 ， 由 此 可 知 ， 这 样 选取 的 初等 算 子 理 长 魔 为 3 且 不 具 
有 (8.7.1) 的 形式 . 


§8.8 Æ w 


§8.1—8.4 主要 取材 于 Hou [108]. 

定理 8.1.1 和 8.1.2 在 有 限 维 的 情形 ， 分 别 由 .dePillis [66j 和 
Choi [41] EH; 一 般 情 形 则 分 别 由 Mathieu [159] 和 Hou [98] 给 
H. 

C*- 代数 到 BCE) 中 的 完全 正 线性 映射 的 刻画 在 20 tt 50 
年 代 就 有 了 (参见 W. F. Stinespring (194]). 与 完全 正 线性 映射 相 
比 ， 即 使 在 有 限 维 情形 ， 得 到 C*- 代数 上 的 正 线性 映射 的 刻画 也 
是 相当 转 难 的 ( 见 Choi {41] 一 [43], Paulsen [175], dePillis [66]). H 
为 在 有 限 维 情形 ， 从 BUH) 2) BK) 的 每 个 线性 跨 射 都 是 初等 算 
子 ， 因 此 当 我 们 试图 刻 画 正 线性 映射 的 结构 上 时， 首先 把 注意 力 集 
中 到 初等 算 子 上 是 合 情 理 的 . 

引 理 8.2.1 和 8.2.2 h Hou [108] 证 明 , 其 特殊 情形 {C1, Co,---} = 
{C,0,---}, 则 可 在 Hou [100] 中 找到 . 

引 理 8.3.1 属于 Hou [100j. 定理 8.3.2 (2) 是 Larson [140] 中 
Lemma 2.4 的 特殊 情形 ， 其 中 五 和 下 可 以 是 任意 向 量 空间 ， 定 
H 8.3.2 (5) 证 明 中 的 斯 言 则 是 Larson [140] 中 的 定理 2.6. 

关于 定理 8.4.4, M. Mathieu [157] 首先 证 明了 下 面 的 结论 : 如 
果 初 等 算 子 的 长 度 为 1, 即 如 果 (X) = AXB, 那么 ETAMZ 


SE. 在 [160] 中 ， Mathieu 断言 初等 算 子 © = Y 4i(-]Bi 完 


i=l 
全 正当 且 仅 当 它 是 n- EM. 正如 Hou, Gao [112] 中 的 讨论 ， 对 于 
满足 Soc(A) 40 WRC 代数 4 上 的 初等 算 子 ， 定 理 84.1 ME 
理 8.4.4 仍然 成 立 ， 其 中 SoA) 代表 A 中 所 有 极 小 左 理想 的 和 . 


宙 此 可 以 蕉 出 定理 8.4.4 对 于 C*- 代数 上 初等 算 子 也 成 立 有 兴趣 
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的 读者 可 参考 Mathieu [161]. 

$8.5 的 内 容 主 要 取 于 Hou [103]. 代数 自 反 性 概念 见 文献 [140]. 
一 般 说 来 ， 即 使 C AARC, C 也 可 能 不 在 CH. 因此 找到 
C Erefal£) HM C E L 的 条 件 是 很 有 趣 的 ， 一 个 相关 的 问题 是 
什么 时 候 是 代数 自 上 反 的 ? 这 些 问 题 是 相当 基本 的 并 且 与 算 子 方 
程 . 算 子 不 等 式 . 算 子 代数 和 算 子 代数 上 线性 映射 的 刻画 等 等 都 有 
着 密切 的 关系 ( 见 文献 [72], [98], {100], [103], [108], [140]). 这 些 问 
题 仍 然 在 不 同方 向 上 被 考虑， 且 得 到 一 些 有 趣 的 结论 和 应 用 . 例 
如 , 线性 插值 可 以 被 应 用 于 系统 理论 . 线性 系统 可 看 作 是 作用 在 向 
量 空 间 上 的 线性 变换 .系统 C 揪 值 系统 族 C =span{A,,--- , Ar}, 
意 措 对 每 个 输入 ， 相 应 的 输出 可 由 太 中 的 一 些 元 得 到 ， 在 合适 的 
条 件 下 ， 我 们 将 有 CEL. 引 理 8.5.10 HE [140] 中 被 指出 ， 但 没 
有 给 出 证 明 . 

下 面 的 结论 分 别 是 文献 [72 中 的 命题 2 和 3. 

WEL ik Ail do HBX) 上 的 两 个 导 子 ， 如果 5261 也 是 
—P SF, WHA 6 =0 E4 å =D. 

命题 2 设 五 是 无 限 维 Hilbert 空间 . + 6, M & 是 Calkin 
代数 C( 互 ) = BUA) /K( A) 的 两 个 导 子 . 如果 名 页 也 是 导 子 ， 则 要 
A ó =0 at bg =0. 

然而 文献 [72] 中 的 证 明基 于 一 个 错误 的 引 理 (文献 [72; 引 理 
3] 断言 ， 设 A, Be BX), MRM 2 6 X, A Ac 和 Br 都 
线性 析 关 , 则 A 和 了 吾 线性 相关 ), 利用 此 引 理 来 说 明 两 个 局 部 线性 
相关 的 导 子 是 线性 相关 的 因而， 推论 8.5.15 填补 了 文献 [72] 中 
上 述 两 个 命题 证 明 中 的 这 个 漏洞 . 

§8.6 属于 Ge, Hadwin, Hou, Li [79]. 对 于 Hilbert 空间 的 情 
Æ, Hadwin #1 Larson [88| GEA] T on A A K Æ Hilbert 空间 ， 则 
线性 映射 更: B(H) 一 BK) 是 初等 算 子 当 且 仅 当 于 是 (co-w)-(o-w) 
连续 ， 完 全 有 界 且 完全 k- 秩 不 增 的 (如 果 [lls =cupal|®,|[ < 00, 
Ro EAR). 定理 8.6.6 则 在 一 般 Banach ZAMERE, HE 
掉 完 全 有 界 性 的 假定 . 
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算 子 代数 上 初等 算 子 的 刻 面 也 与 完全 秩 不 增 的 线性 映射 有 关 . 
设 4 BX) 的 线性 子 空间 ， 盏 : 4 一 BY) 是 初等 算 子 ， 显 
REBAR 的 初等 算 子 更 BR 秩 不 增 的 ， 即 对 每 个 T EA, 
rank(®(T)) < k(rank(Z’)). 如 果 对 每 个 正 整数 n, ©, 都 是 k- RA 
增 的 ， 称 更 完全 k 秩 不 增 . 

基于 定理 7.3.12 及 88.6 的 讨论 ， 对 于 套 代 数 上 的 初等 算 子 ， 
我 们 有 下 列 猜测 . 

猜测 8.8.1 i H M K Æ Hilbert SMA N BA LW. 
MEO: AlN > BK) 是 有 界线 性 映射 ， 那 么 更 完全 大 秩 不 增 
当 且 仅 当 它 是 长 度 不 大 于 此 的 初等 算 子 的 SOT RM. 

对 于 保 谱 情形 , 问题 8.7.1 和 猜测 8.7.2 最 早出 现 于 高 明 析 [76]. 
保 谱 正 初等 算 子 的 刻画 (定理 8.7.3) WÉ Zhang, Hou [204]; 定理 
8.7.4 及 定理 8.7.10 属于 Wang, Hou [198]; 定理 8.7.5, 8.7. 了 和 8.7.8 
可 在 Hou [108] 中 找到 . 关于 定理 8.7.5, 在 附加 mmg(4i)rrng(42) = 
OM AEE, (ii) 与 Gi) 的 等 价 性 先 由 高 明 析 [76] 给 出 . 问题 8.7.1 
前 反例 ， 即 例 8.7.1 是 Hou, Semrl [117] 得 到 的 ， 我 们 已 经 知道 ， 
当 H 是 无 限 维 Hilbert 空间 时 ， B(H) 与 其 上 n xn 算 子 矩阵 代 
MT WAS. 对 于 n < m, nxn SFR BE mxm 
算 子 矩阵 代数 的 子 代数 ， 在 有 限 维 情形 ， 从 MC) 到 Mm(C) 中 
的 保单 位 且 保 谱 线性 映射 的 结构 已 是 相当 复杂 ,而 每 个 从 MaC) 
到 Mm(C) 中 的 线性 映射 都 是 初等 算 子 在 MaC) 上 的 限制 (参见 
Christensen [50])， 由 此 可 见 ， 刻 画 BA) 上 保 谱 初等 算 子 的 问题 
可 能 是 非常 困难 的 . 

C- 代数 , 特别 是 素 C*- 代数 上 初等 算 子 近年 来 也 多 有 讨论 ， 
有 兴趣 的 读者 可 参见 Hou, Gao [112], [113], Mathieu [157] 一 [161] 
等 . 


第 九 童 ” 算 子 理想 上 的 初等 算 子 算 子 张 量 积 


设 H 为 可 分 复 Hilbert 空间 ， B(H), Cp(H) (1 < p < +00) 
分 别 为 吾 上 有 界线 性 算 子 全 体 和 Schatten p HATE. 我 们 把 
Cpl H) 简 记 为 Cp. Cp 是 BIH) 中 的 理想 ， 且 C, C Cu = KH) 分 
别 为 迹 类 算 子 理想 ，Hilbert-Schmidt 类 算 子 理想 及 紧 算 子 理 想 . 
设 A 为 算 子 组 {Ai Am}, (Bi,--:,Bm} C BCH) 诱导 的 初等 


SF, MBA: TOS ATE. 由 于 Cz 关于 内 积 (T, 9) =tr(S*T) 
成 为 Hilbert 空间 ， 因 而 初等 算 子 A 在 Co 上 的 限制 具有 什么 样 的 
性 质 也 是 人 们 感 兴趣 的 问题 ， 

注意 到 ，Hiibert-Schmidt 类 C 等 距 同 构 寺 张 量 积 空间 OOH, 
Hop H EH 的 共 孝 空间 ， 而 初等 算 子 AC) = 》 AB Wag 


i=l 


价 于 张 量 积 算 予 $ 48B, 因此 我 们 可 以 在 更 一 般 的 算 子 张 重 
i=l 
积 的 框架 下 进行 讨论 . 
设 H, Hn 为 可 分 复 Hilbert zH, Ai; € B(A;3), Aij 天 0. 
WO= 》 AGO An, 它 是 张 量 积 空间 HO. OH, 上 的 
j=l 


有 界线 性 算 子 ， 满足 对 任意 的 0,0 DEn CMS: OH, A 
Br1 BB rn) = Aja @---B Anjan. 


j=1 
本 章 第 一 节 给 出 张 量 积 算 子 O RAFAT., BERT, IER 
和 亚 正 规 算 子 等 的 充分 必要 条 件 ， 第 二 节 讨论 长 度 不 大 于 2 的 张 
量 积 算 子 的 次 正规 性 ; 第 三 节 主 要 刻画 S 的 紧 性 以 及 成 为 本 质 正 
规 算 子 的 一 些 条 件 ; 第 四 节 给 出 长 度 为 2 时 到 成 为 拟 正 规 算 子 的 
充分 必要 条 件 ， 第 五 节 和 第 六 节 分 别 获得 更 为 Co 类 算 子 和 有 限 
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秩 算 子 的 完全 刻画 ， 而 第 七 节 则 说 明 如 何 将 前 几 节 关于 张 量 积 算 
子 的 结果 应 用 于 算 子 理想 C 上 的 初等 算 子 . 


89.1 自 伴 张 量 积 算 子 和 亚 正规 张 量 积 算 子 


设 Hy 代表 可 分 复 Hilbert 空间 , AAW). ATu Tn E 
好 (五 1)， Sis Sm € B(H3). 


下 面 定理 在 本 章 中 将 经 常用 到 . 
定理 9.1.1 如 果 了 ;Tm 线性 无 关 ， 则 Tı @ Sy +-+ 
Tm @ Sm =0 HHRH 51 ==…= SmE. 


证 明 因为 五 不 是 T2,… ,Tm 的 线性 组 合 ， 因 此 存在 向 量 
Z1 ey Yay Yr E Hi (r < 00) 使 得 


T 1, i=1; 
J Ti£k, Yk) = 
(Tees ye) [7 i#1. 


k=1 


对 任意 的 y, z € Ha, 我 们 有 


(Siy, 2) = YH Tks Yk)) Siy, 2) 


i=l k=l 
Eien soree) =0, 
k=t 4 一 1 


所 以 51 = 0. 相似 地 ， 我 们 能 证 明 Sz = … = Sm = 0. 证 毕 . 

由 上 面 的 定理 ， 我 们 不 难得 到 五 @@3 二 +T@Sm = O 
充分 必要 条 件 . 

定理 9.1.2 ik A; € BA) (i=1,---,n) HEH, ®---@H, 
E, A. @---@A, 40. 则 下 列 陈 述 成 立 ， 

(i) A1®-:-@A, 为 自 伴 算 子 (或 正 算 子 ) 的 充分 必要 条 件 是 
存在 满足 al 十 … 十 an = 0 的 实数 41,-… ,an 使 得 exp(iag)Ax A 
伴 {或 正 )(k = 1,… ,n). 

(ii) A1@---@A, 是 西 算 子 (或 等 距 算 子 ) 的 充分 必要 条 件 是 
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存在 满足 01.…a = 1 的 正 数 91,… ,an 使 得 aA EDRF (或 
等 距 算 子 )(k 二 1,.… ,n). 

证 阴 全 的 证 明 留 给 读者 ， 下 证 i). 充分 性 是 显然 的 ， 对 于 
必要 性 ， 由 归纳 法 , 我 们 只 需 考 虑 n = 2 的 情形 ,假定 AOA, 是 
HET, W 


ATA, @ A A2 = 1 @ ha, (9.1.1) 
4141 包 4s43 =H Oh. (9.1.2) 
由 定理 9.1.1, FEER r Mt eB 
| AtA srh | AzA =r h 
A, At =th AAS =t h. 


因为 AA = ri A At, RE r= t & a, = ri Has a7”, 则 
ayaz =1 H aA Ñ aA: 是 西 算 子 ， 关 于 等 距 的 断言 ， 考 虑 等 式 
(9.1.1) 即 可 ， 证 毕 . 

定理 9.1.3 D=} Aye OAs 为 自 伴 算 子 的 充分 必 


j=l 


要 条 件 是 存在 自 伴 算 子 Ais Ay. Capan{Ag,:++ Aim} (i = 
j=l 


证 明 条 件 的 充分 性 是 显然 的 ， 只 需 证 条 件 的 必要 性 ， 首 先 
{Bi1,… s Bm} 都 线性 无 关 ， 如 果 更 是 自 伴 的 ， 即 更 = p, 则 有 


>> A: @ Bi -Y Al @ BT =0. 

i=1 i=l 

BAL, Am, AT, ,A%.} 的 极 大 线性 无 关 组 所 人 省 算 子 的 个 数 
A p, i m <sp<sim B&R pA 2m, SM, HER 9.1.1 可 得 
Bl =:…= m = 0, FA. 车 p> m, 不 失 一 般 性 ， W {Ar Aras 
Ale Anm} 线性 无 关 ， 由 定理 9.1.1 易 得 ， 


Bye: Bm: Bi: 1 Bo_m € span{ Bpm Bm}, 
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此 与 {B1,… Bn} 的 线性 无 关 性 相 了 矛盾， 可见 p =m FR 
7 » Aj, €span{A,,--- »Am} = Xm Xin 是 B(Hı) 中 的 m 维 
自 伴 线性 空间 因而 存在 线性 无 关 的 自 伴 算 子 组 {Ay ALPS 
Xm 由 于 A 是 {Ai，,… An) 的 线性 组 合 ， 故 更 = 》 48 Bi 
t=] 
TERÄ $= >> 4 Q Bi, 其 中 B; €span{Br, Bm}. 现在 & 
i=1 


的 自 伴 性 蕴涵 > 4; (B; - (BD*) = 0, 再 次 应 用 定理 9.1.1 得 
i=l “ 

Bi — (Bi) = 0 即 天 位 =1…,m) 也 是 自 伴 算 子 ， 这 就 证 明了 

当 n= 2 对 ， 定 理 的 条 件 是 必要 的 . 


现在 用 归纳 法 证 之 假设 对 n-1 (> 2) 条 件 是 必要 的 ， 
我 们 来 证 明 对 于 n 条 件 也 是 必要 的 ， 从 而 由 归纳 法 知 ， 定 理 的 
条 件 是 必要 的 ， 为 此 ， 记 As = Ay T = Ay @---@ Anz, F 
BA ® = 4i@ 人 于 十 …+4mg@3Tr, 且 存 在 线性 无 关 的 算 子 组 
{Bi Bi} Cspan{A1,: ae ;Am}, {S1,-** +S} Cspan{T1, ,Tm} 
使 得 理 = Bi 03+ +BB St. 车 更 为 自 伴 算 子 ， 则 根据 前 面 
所 证 ， 我 们 可 要 求 B WS: 都 是 自 伴 算 子 ， 注 意 到 每 个 5; 都 具有 
WHS; = Do ada 四 …@ Any, 其 中 oj 为 复数 ， 应 用 归纳 假设 


j=1 
于 So 存在 自 伴 算 子 组 {AË} Cspan{ An , Am} (1 二 1… sn) 
t 
使 得 号 = 》 Ae GAG. 将 此 代入 更 = YB o 5, 即 知 存 
3 i=1 

在 自 伴 算 子 Abe Ale espan Åj, +: , Aim} (i = l n) 使 得 
B= STA; OBA, ER, 

i=1 

我 们 称 序列 {4;} C B(H) ERER, WENT izj 有 
A Aj = AA; B AA = ASA, 在 下 面 定理 中 ， 当 m 一 o% 时 ， 我 
们 要 求 所 涉 级 数 是 收敛 的 ， 正 如 通常 那样 ， 我 们 用 [7] 表示 算 子 


T ERS, BP [T] = 7*T - TT". 
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定理 9.1.4 {Au}, C BCA) (i = 1,… ,n) 是 双 交 换 的 
非 零 算 子 列 . MHO Hn LHAT Y AkO An 是 亚 


kel 
正规 [或 正规 ) 的 当 且 仅 当 每 个 Ar 都 是 亚 正 规 (或 正规 ) W. 

证 明 首先 证 明 ， 如 果 全 和 3 是 双 交 换 的 算 子 ， WHS 
是 亚 正 规 (或 正规 ) 的 充分 必要 条 件 是 工 和 3 都 是 亚 正规 (BE 
H) 的 ， 充 分 性 显然 ， 只 证 必要 性 . ET+S 是 亚 正规 和 工 子 ， 则 
[T +S] = [T] + [5] > 0. 如 果 3 不 是 亚 正规 的 ， 即 [ 引 TEER 
子 ， 则 由 谱 分 解 定理 知 ， 存 在 s>0 以 及 [S HBTS M 使 得 
(Sll < 一 elim. FAT 4S 双 交 换 ， 故 1M ALT, 于 是 我 们 有 
[Tm] > ella, 但 这 是 不 可 能 的 . 所 以 3 必 是 亚 正规 的 . A, T 
也 是 亚 正规 的 . 

因此 ， 为 证 明 本 定理 ， 我 们 只 需 对 m= 1 的 情形 进行 验证 即 
可 . HAAA, RARE ASB AO 亚 正规 (或 正规 ) 当 且 仅 
4 AM BEER (REM). 

AQB 正规 当 且 仅 当 A4*4%B*B -AA ® BB* = 0, 出 定理 
9.1.1, 4H24 A*A = AA" H B*B = BB*, 5804 AMBE 
规 . 

ASB 亚 正 规 当 且 仅 当 


[A] @ B*B + AA" @[B] > 0, (9.1.3) 
当 且 仅 当 
[A] © BB* + A*A @ [Bl > 0. (9.1.4) 
MRAM B VER, 那么 由 定理 9.1.2 M, [Al@B"B AM AA gB] 
是 正 算 子 , 从 而 [ASB] > 0, 妈 4@B WER. RIK, 如 果 AgB 
亚 正规 ， 那 么 由 (9.1.3) 和 (9.1.4), 对 任意 的 z€ Hi 及 ye Hz, 我 
们 有 
({A}z, 2) | By ||? + || Ate |}? (Bly) > 0, (9.1.5) 


([A]z, z) || Bry |? + || Az |? (Bly) > 0, (9.1.6) 
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“如 果 4 不 是 亚 芷 规 的 ， 那 么 存在 向 量 zoe Hi 使 得 (Ala, t0) = 
—s <0. 显然 ，|| Axo ?二 7 £0. 因此 由 (9.1.5), 对 所 有 的 y € Ho, 
我 们 有 

-s || By ||? +7([Bly, y) > 0. 


IX (r -s)| B | > riB 7, 这 是 不 可 能 和 的. 所 以 A 一 定 
是 亚 正规 的 ， 相 似 地 ， 由 (9.1.6), B 也 是 亚 正 规 的 . 证 毕 . 

ATTRA k WEER, MRT TIT > 0. 

定理 9.1.5 A:@---@A, 是- 拟 亚 正规 算 子 的 充分 必要 条 
件 是 下 列 陈 述 之 一 成 立 : 

(i) 对 某 个 ?0L <i <n), 各 = 

(i) 每 个 A; 是 拟 亚 正规 的 (i = 1 ,n). 

证 明 BR AOR Bk 氢 亚 正规 的 当 自 仅 当 


A [A]A" @ B*t) BAHI 十 Att AA’ A @ B**BIBE > 0, (9.1.7) 
BRS 
At*t AlA* 四 B**BB* B* + A*t) att 9 B** BB > 0. (9.1.8) 


现在 充分 件 显 然 。 为 证 必要 性 ， 令 zxE Wi Myc A. 任意 ， 则 由 
(9.1.7) 和 (9.1.8), RATA 


(A**[A]A‘e, 2) || Be |? + || AtA*e |? (B**[B]B*y, y) > 0, 
(9.1.9) 
(A*AJA*z, 2) || B*B*y ||? + || A*ttz |? (B**[B]B*y, y) > 0. 
(9.1.10) 
HEA 40H B40. 如 果 ATE k 拟 亚 正规 的 ， 则 存在 向 最 
wo € Hy, 使 得 (4ek[4Akzozoy 一 -es<0 且 |494kzo |?= r #0. 
由 (9.1.9) 式 ， 我 们 有 ` 


(r — 8) || B= [P2 r || B*B*y |7, Vy € Ha. (9.1.11) 
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4 B = Blage) 县 定义 Be B(mg(B*), H2) 为 Bz = Bre. Hic 
| E >I] Bs ||- 但 是 (9.1.11) AAW (r — 8) || Bi i2 r |] £ I, 7 
E. W Aș k- 拟 亚 正规 的 . 利用 (9.1.10) 式 ， 同 理 可 证 B 也 是 
k- 拟 亚 正规 的 . 

最 后 ， 由 归纳 法 并 注意 到 (A, @---@A,)* =0 当 且 仅 当 对 蘑 
4 i, HASO 必要 性 得 证 . 证 毕 . 

在 本 节 的 剩余 部 分 ， 我 们 列 出 有 关 O- 算 子 的 一 些 结论 ， 其 证 
明基 于 定理 911 并 且 类 似 于 文献 [203] 中 的 讨论 ， 回 顾 一 下 ， 如 
ETT ST+T* BR, RTA O- EF. 

定理 9.1.6 AGh+hOBEOAF4ARSFHZ—M 


(i) A # B EH. 

Gi) 看 在 实数 ” 使 得 A+ irl Ge B+ irh) 自 伴 但 B- irl 
(R A-irh) 是 6- 算 子 . 

定理 9.1.7 A104, 是 外 算 子 当 且 仅 当下 列 之 一 成 立 : 

(i) 对 某 个 j, A; =O. 

(ii) A; 都 是 拟 正 规 的 ， 

(iii) 存在 满足 a+- -+a =0 的 实数 a, ,an MEA j E 
得 explia;) A; 是 0- 算 子 但 expfiakj4k (1 < k < n,k # j) MHA 
fT. 


89.2 ”次 正规 张 量 积 算 子 


本 节 讨 论 算 子 张 量 积 A 8- @A,HAGhHILOBHK 
正规 性 ， 也 给 出 这 些 结论 的 一 个 应 用 . ATT e BA) 称 为 次 正 
规 的 ， 如 果 存在 某 个 Hilbert 空间 K (2 A) 上 的 正规 算 子 N 使 得 
NHCHAT=N|z. 

众所周知 ， 算 子 工 E B(H) 是 次 正规 的 当 且 仅 当 对 任意 有 限 
FH {32;}?-1 CH 都 有 5 (Tita, T"£;) > 0 (Bram-Halmos 定 


J k=0 
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理 ). 由 此 不 难 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 9,2.1 .41@.…@4。 次 正规 当 且 仅 当 对 某 个 3, A Aj =0 
或 所 有 的 A; 都 是 次 正规 算 子 . 

下 面 定理 的 证 明 类 似 于 [153; 定理 1] 有 关 OH) 上 广义 导 子 
San 的 次 正规 性 . 我 们 把 证 明 留 给 读者 . 

定理 9.2.2 A®h+h@B 是 次 正规 的 当 且 仅 当 A 各 B 都 
是 次 正规 的 ， 

作为 定理 92.2 的 一 个 应 用 ,现在 考 虚 工 子 和 的 次 正规 性 ,我 
们 已 知 ， 如 果 卫 和 3 双 交 换 ， 则 全 十 5 是 亚 正规 算 子 {或 正规 算 
子 ) 当 且 仅 当 工 和 3 都 是 亚 正规 算 子 (或 正规 算 子 }. BR, TA 
S KERAM T -+S 也 是 次 正规 的 .因此 下 面 问题 是 自然 的 

问题 9.2,1 MRTG S MERAWRT+S 次 正规 ， 则 是 
BT WAS 都 是 次 正规 的 ? 

在 证 明 下 一 个 结论 之 前 ， 我 们 先 给 出 一 个 定义 . 

定义 9.2.1 HFT € BA) 称 为 是 块 离散 算 子 ， 如 果 存 在 分 
解 豆 = 西田 再 由 四 机 由 … EAT =EN -0n 
其 中 D =Tle, EMA T, = Tlu, FAM (n =1,2,---). 

如 果 [四 ARRAS, KT 是 本 质 正 规 的 . 本 质 正规 算 子 是 块 
离散 算 子 ， 

定理 9.2.3 假定 工种 S$ 双 变 换 且 了 + 次 正规 ， 如果 个 是 
HARA, DT AS 是 次 正规 的 . 

证 明 ET ERARD AREST HT H = He 
He- eHe 上 形式 为 DNET o onho 的 算 
子 ， 其 中 T € BA) ERM, HEA n #0, Ta PAARA i ZJ 
at, TAT 不 相等 价 . Alt, TREH, BNWT 本 身 
具有 这 种 形式 . HFS 与 了 和 了 * 都 交换 ， 故 每 个 TANS. 令 
Sa = Slu,,WS= HOS 0--O5,0+-. ERE TO” 能 重新 
写 为 张 量 积 的 形式 Tmn OIm,. BAS. 与 Ta @ In, MERE Thn 
AWA, RUS, 必须 具有 形式 Sn = In O Xm, 这 样 我 们 有 
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T+ 5 = (To + S0) ® >) O(Tn@ ling + In Xma). (9.2.1) 


BB, Th + So MT. O lm, ti, @Xm, (n = 1,2,…) 都 是 次 下 
MAT. 现在 由 于 Th 是 正规 算 子 ,因此 So 次 正规 ， 由 定理 9.2.2, 
T, MW Xn, 次 正规 .所 以 5 和 了 是 次 正规 算 子 . 

推论 9.2.4 METAS MERAT+S KIER. MATA 
本 质 正规 的 , UTAS 是 次 正规 的 , 进而 , 存在 分 解 H =K 8K 
EAT- A s= 8 eS HP T M S 正规 . 

推论 9.2.5 RETAS WRATH S KEM. MRT A 
AREA, WT 次 正规 且 5 正规 . 

id WT) 代表 由 和 了 生成 的 von Neumann 代数 . 

推论 9.2.6 BETAS MERBT+S KEM. 如果 
span{(Y*(T)NnK(H))H} Æ H PAE, WTH SKER. 

证 明 我 们 必须 证 明了 是 块 离散 的 . + 了 = WT) AKH). 
则 了 是 满足 条 件 span{7(H)} = 五 的 紧 算 子 C*- 代数 . TRAE 
了 的 约 化 子 空间 {Hn} 使 得 A= HoHo B Ila, =K(H,). 
因为 Hn = span{X(H,)H.} = span{7(Hn)} H I de W*(T) 的 理 
想 , Al Hn Hte WT). oT, = Tle, WW Ta) DWP) la, 2 
Jla. = (Ha), At, W*(T,) = BCH, ), BI Tn 不 可 约 ， 这 蕴涵 
T 是 一 个 块 离散 算 子 ， 证 毕 . 


59.3 ”紧张 量 积 算 子 和 本 质 正规 张 量 积 算 子 


我 们 首先 讨论 张 量 积 的 紧 性 ， a 
定理 9.3.1 设 Aij E€ B(A,) ES. 如 果 ê= $ Ay @ Ag; 
j=! 


O O An 是 紧 算 子 且 如 果 对 某 个 r, An, Ar Arm 线性 无 
XK, M Ay (i 对 7) 都 是 紧 算 子 . 

证 上 朋 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 假定 r=, Bl Ai, Am 线性 
FR. WT; = Ag O---@ An E BIK), 其 中 K=H@..….®H, 
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Hid Aj = Arj. 则 更 = A, OT +--+ AmO Tmn AREF. 
因为 At 不 是 A2,… Am 的 线性 组 合 ,因此 存在 向 量 *1,…… ， 
Za, Ypey 使 得 当 7 = 1 时， 有 D(Ayzk, Ye) 二 1 且 当 7 去 1 


k=1 


时 ， 有 > tu) = 0. 因而 对 任意 的 f, 9 EK, 我 们 有 
k=l 


(Tif g) = > (Br 8 f) Yr 8 9)- (9.3.1) 
k=1 
现在 如 果 {fi} 是 K 中 的 标准 正 交 向 量 列 ， 则 {£r @ fi} (k = 
1,---,s)BHOK PHARERA. WAS 紧 ， 因 此 对 每 个 上 
BANA imo || (te 8 fe) =0. 4 ge = Ti fe, WE (9.3.1) 式 ， 


dim |) Tif: P= fm S (a(t 8 fe), ve @ ge) = 0. (9.3.2) 
k=l 


REM T BRAT. Bh, To,- Imn 都 是 紧 算 子 . 现在 容易 
RHE Tj = Az Q- O Any Z 0 MRM Ay (i > 1) REE. iF 
毕 . 

由 定理 9.3.1 立 得 下 列 结 论 . 

定理 9.3.2 {o= A, OA 4+--- +A, @ Bn € BA, Q He). 

(i) 如 果 {A An} 和 {Fi,:-:, Bn} 都 线性 无 关 ， 则 更 K 
当 且 仅 当 A AB; BARAT. 

{ 过 更 紧 当 且 仅 当 存 在 紧 算 子 A, E, Espan{ Al,.… An} 
A Fie F, Espan {Bi1,… ,Bn} ER D = E gF tE oFp 

下 面 我 们 总 假定 A, C € BH), B, De BU) HH, Hl H 
MEERMAN. 

推论 9.3.3 ASB+COD 紧 当 且 仅 当下 列 条 件 之 一 成 立 : 

(0) FERT E, F 和 满足 十 cd =0 HR a, b,c Md 使 得 
A=aE, B=bF,C =cE M D =dF; 

(ii) A, B,C 和 D 都 是 紧 算 子 ， 
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(ii) A (或 B) 非 紧 ， 存 在 数 HA 中 = ”D (È A= rC), 但 
DM rA+C (MC AM rB+D) 紧 ; 

(iv) C (或 D) AER, AER 使 得 DD=rB ($ C =rA), 但 
B #rC+ BR AM B+rD) &. 

证 明 由 定理 9.3.2 立 得 .证 毕 . 

推论 9.3.4 A9h+heB R4 RAHA r, A=rh H 
B = -rh. 

关于 本 质 正规 的 算 子 张 量 积 ， 我 们 有 

定理 9.3.5 A ®---@A, 是 本 质 正规 算 子 当 且 仅 当下 列 之 
一 成 立 ， 

(i) MHA i A; =O; 

(ii) A; 都 为 正规 (RR) HF; 

{iii} WAR i, A; 本 质 正规 且 对 所 有 的 7 (Ai), A; BE RIE 
规 的 . 

证 明 ”由 归纳 法 ， 我 们 只 需 验 证 n = 2 的 情形 . 

因为 ASB 本 质 正规 当 且 仅 当 4A@B*B-Ad*@BB* K, 
故 充分 性 显然 ， 为 证 必要 性 ， 假 定 4 岛 B 本 质 正规 且 非 零 . 如 果 
A 既 不 正规 也 非 竖 ， 则 击 定 理 9.3.2, B*B 和 BB* 线性 相关 ， 从 
而 B 正规 . 2# LAOR RR. 所 以 [A 和 BBR. RRNA A 
本 质 正规 且 B 紧 正规 ， 证 毕 . 

推论 9.3.6 PEAS 是 具有 有 限 重 复 度 的 亚 正规 算 子 . 
WW ker A = ker B = {0} 且 下 列 陈 述 之 一 成 立 : 

人 4 和 如是 具有 有 限 重复 度 的 正规 算 子 ; 

(ii) 4 (或 B) 是 具有 有 限 重复 度 的 亚 正规 算 子 且 如 {或 4) 是 
KERST. 

证 骨 由 定理 9.1.4, 定理 9.3.5 并 注意 到 dim(ker(A@B)) < oo 
BRAM B 是 单 射 。 证 毕 . 

下 面 定理 的 证 明 是 显然 的 ， 

定理 9.3.7 AQLthH@OBAREMSARMCEMMAR 
“AR BEM. 
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更 一 般 地 ， 我 们 有 

定理 9.3.8 假定 4 和 0C MER. MAQB+COlIAAR 
正规 的 当 和 县 仅 当 C 是 正规 的 且 下 列 陈 述 之 一 成 立 ， 

们 4 或 吾 为 零 ; 

Gi) 4 和 B 正规 (或 紧 ); 

(iii) A (或 B) 本 质 正规 且 B (或 A) 紧 正规 . 

证 明 充分 性 显然 .下 证 必要 性 ， 假定 A, BAC ASE 
P=AGQB+CSI 40. 注意 到 只 要 我 们 证 明 C 是 正规 的 ， 则 定 
理 得 证 ， 

FR RUE, BECHEM, RIKATE. 

WẸ B EM, H [E] = [Ale B"B+[Clal KH [A] 40. HE 
E 9.3.2, 存在 实数 ” 使 得 [C] =r[A]. 于 是 三 = A] o (B*B+rI) 
和 B*B+rl 是 紧 算 子 . $ s= yor, MRNA [C+ sA] =0, 又 由 
FARCRMER, LAB AAC EM, FE. 因此 BEER. 

如 果 4 正规 ， 由 [E] = AAS [B] + [C] eI HREM, FE 
常数 r+? 关 0 使 得 [C] =rA*A. 这 表明 [B] +r] 紧 ， 但 由 命题 1.1.23 
知 ， 这 是 不 可 能 的 . 故 4 不 是 正规 算 子 . 

现在 由 于 [8] = A A9 B"B- AA* 9 BB*+(Cl@I RA ATA 
和 AA* 线性 无 关 ， 因 此 存在 实数 a 和 + 使 得 

[C] = sA*A—tAA*, (9.3.3) 
这 导致 BB+ sl ABB +t 都 是 紧 算 子 . 因此 sa=t<0 且 由 
(9.3.3) 式 知 ， [C] = 3[ 用 ,而 此 将 蕴涵 AAC 的 正规 性 ， 与 假定 
FA. 证 毕 . 


89.4 ”所 正规 张 量 积 算 子 


ET EBH), WR TTT HTT? 称 了 是 拟 正规 的 .本 节 的 

目的 是 讨论 算 子 张 量 积 A9B+0C8D 的 拟 正规 性 ， 为 此 ， 我 们 
先 讨论 下 面 的 三 阶 算 子 方程 组 : 

A‘ AC = aA’ A? + BAA*A, (9.4.1) 
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AA*C = AA" A? + yAA*A, (9.4.2) 


其 中 A, C 是 Hilbert 空间 H 上 的 未 知 算 子 且 a, 8, y, A, EC. 

E fo + [S| + AL + lo] #0. 

定理 9.4.1 算 子 方程 (9.4.1) 和 (9.4.2) HRA BAAR sz 
KE (A, C), 其 中 AAO, 当 且 仅 当下 列 条 件 之 一 成 立 . 

fi}at+S=A+y7A0, A EM, MEA) 约 化 C 且 Clg = 
(a + B) Alrmet a) `. 

(ii) AC = 0 HEA p =7=0, A? =0; BR a=-p+0(R 
A = -y £ 0), 4 BHERRT. 

(iii) 8 = 7 =0, à =a 40, 县 存在 空间 分 解 站 = H pD Ha 
使 得 


soo 2 
ooog 
eeoosn 
abo oo 

ə 

li 

So 
O ħħ es 
Corco 
ogos 


Ep N EH, DEEN AMA DF=0. 

证 明 充分 性 是 显然 的 . 

假定 (4, C) 是 联 列 方程 (9.4.1) 和 (9.4.2) 的 双 交 换 解 ， 显 然 
C* 与 4"AC Ai AATC 都 交换 ,从 而 rg (A) 和 IEC) 分 别 约 化 
C AEM ST, Bl Cga 和 Chaan 是 正规 算 子 ， 这 个 事实 将 
在 以 后 经 常 使 用 . 下 面 分 几 种 情形 来 考虑 . 

{a} AC = 0. 方程 (9.4.1) 和 (9.4.2) 分 别 成 为 


aAA? + 8AA*A =0, (9.4.3) 
4*42 + YAAA = 0. (9.4.4) 
WE oa MAER (BEA y FED), 我 们 必 有 a = 一 A (或 和 = 一 人力 
且 志 是 氢 正规 的 , 否则 当 有 =TY=0 时 , 有 A2=0 且 当 a= 和 =0 


时 ， 有 4 =0. 因此 定理 的 情形 (i) 成 立 ， 
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从 现在 起 ， 我 们 假定 AC #0. 
(b) A 氢 正 规 ， 那 么 方程 (9.4.1) 和 {9.4.2) 简化 为 方程 
AAC = (a + p)A*A?, (9.4.5) 
AA'C = (A+ JAA" A, (9.4.6) 
BRA a+ B=A+ 7. KFA H = mg(A") e ker A, 我 们 有 


a= (4 s) B c-( 9 0 ). 

0 0 0G 

其 中 Ci 正规 ， 由 方程 (9.4.5) 和 (9.4.6) 知 ， Ci = (a+ BAL. 所 
以 4 正规 且 定 理 中 的 情形 (i) 成 立 . 


(c) A 非 氢 正规 且 P=y=0. 在 这 种 情形 下 ， 方 程 (9.4.1) 和 
(9.4.2) 简化 为 下 列 形式 ， 


A'AC = aA‘ A?, . [9.4.7) | 

AA'C = dA‘ 42. (9.4.8) 
SR 入 = a H mg(Ct) Ah A 为 正规 算 子 ， 关 于 分 解 五 = 
rme(C*) B ker C, 我 们 有 


(EE) a (3) 
0 Az Cz 0 
其 中 A, 正规 ， CLA: = AC, A? = 0, AC = Co4 = 0 H 
AZC = C, Al. $ H = mg(A1) © ker A; @ ker Az Oker Ar. 现在 容 
易 证 明 ANC 具有 情形 Gi) 中 的 矩阵 表示 . 

(d) 4 非 拟 正规 且 6 或 者 7 RAE. 

MR BA0, 那么 关于 分 解 H = mgA yO ker A, ANC AH 
BEREAN 

(23) ($2) 
Ag 0 0 Cs 

其 中 C EW, CLA, = AC), 4201 = Code A AGC, = CA}. 方 
# (9.4.1) 2m 


Ag ATA + AAA? = 0. 


HEB BIMR PAO BREATHER P(P+9)=0, M P=0. 所 以 
我 们 有 Ag = 0, BP ker A 约 化 A HHT (9.4.1) 和 (9.4.2) 转化 为 


A AC = aA A? — BA, ATA), (9.4.9) 
A, AIC, = AAA? + YAL AI AL. (9.4.10) 
如 果 C 不 是 单 射 ， 那 么 按照 分 解 五 = mg) 甸 ker C, 我 们 有 
a(i) a (EA) 
0 0 0 Ar 
由 方程 (9.4.9) 知 ， 
aAA, + BAA Ae = 0. (9.4.11) 


所 以 Alz WERE Ay 非 拟 正规 ， 以 后 我 们 假定 C BER. 注 
MB AAO 且 由 方程 (9.4.9) 和 (9.4.10) 得 


ALAC] = AAP A, + BA'AA', (9.4.9') 
AA CY = AŻ Al + FATAL AT. (9.4.10") 


BA Aiz = 0 表明 41x = 0, 从 而 x = 0. 这 意味 着 A 是 单 射 且 
具有 秽 值 域 ， 于 是 方程 (9.4.9) 简化 为 


CYA, = GAA, + BA, Aj. (9.4.12) 
所 以 
Ci Cf A = |a’ ATA? + (8 + @B) ALATA, 十 | 有 32342347 (9.4.13) 
又 一 次 由 方程 (9.4.10) 和 (9.4.12), 我 们 有 
BARAI = AAT A] + (y — a) ALATA, 
且 方程 (9.4.13) 化 为 


CC} A = (lal? + BA)ATAT + (a6 + By) A, ATAL. 
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于 是 
C107 = sAj Ay +tA,Al, (9.4.14) 


其 中 s= lof? -4 8A At =ast+ By. 由 于 Cid, M CA 线性 无 
关 ， 故 由 方程 (9.4.12) 和 (9.4.14), 存在 常数 a 使 得 


COC? = aC? A, + aC, At, (9.4.15) 


HAH 4 EM, FB. 

mR 8 =0, Wy A0 A ker A* 约 化 4. BMH Sw 
矛盾 . wE. 

进而 ， 如 果 我 们 假定 ker 4 约 化 4, 那么 定理 9.4.1 有 相当 简 
单 的 形式 . 

推论 9.4.2 FE (9.4.1) 和 (9.4.2) 的 联 列 方程 组 有 双 交 换 解 
(A, C) 并 满足 ker A 约 化 A 当 且 仅 当 下 列 陈述 之 一 成 立 ， 

fi)at+tf=A+y7, AEM, mgA 约 化 C A Chaa = (a+ 
B)Almnga - 

(ii) a = —8,A=-7,AC=0 H AWE. 

现在 我 们 讨论 Hi eH: LREBRAT ASB+COD HEHE 
规 性 ， 其 中 A, C € B(HI), B, D e€ B(H:) H H, 和 Hs 是 可 分 的 
Hilbert 空间 . 

定理 9.4.3 2 (A, C) C BUH.) 和 (B,D) cB(Hs) RIES RM 
交换 算 子 对 . W BH, @ Hy) 上 的 张 量 积 算 子 ASB+CEDFO 
是 拟 正规 算 子 的 充分 必要 条 件 是 下 列 陈述 之 一 成 立 ; 

(i) 存在 复数 a 使 得 C = a4 (R D = aB), m AM B+aD 
{ 或 号 和 4+eacC) HEM. 

(ii) A, B, CM DWIEFMA WEE (1°) AC =0 (È BD = 0) 
BA (2°) Almgc, Chaga: Blagp 和 DlmgB 正规 

(iii) A (或 B) EM, CH DWE, Digs (或 Chaa) E 
规 且 存在 复数 a HE Clings = Alma (或 了 |maga =aBlmss) 并 
H B+aD (或 4+ac) HEM. 
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(iv) C (a D) EM, AM BHIEM, Blezo (或 Almgc) E 
规 且 存在 复数 a 使 得 Alssc = Clings {或 Blago = oDlago) 并 
HoB+D(RaA+C) HEM. 

证 阴 首先 注意 到 如 果 工 和 5 AMER, BATISUE 
规 当 且 仅 当 


[TKT +5) = (S(T +9) =0. (9.4.16) 
事实 上 ， 了 十 5 拟 正 规 当 且 仅 当 
ITT + S) = [5°](T + 3). (9.4.17) 


福 意 到 所 正规 算 子 是 亚 正 规 的 ， 故 由 定理 9.1.4 下 和 S 是 亚 正 规 
的 , 即 (T]> 08 [5S] 之 0. 于 是 方程 (9.4.17) REAN (9.4.16) 
RMU. MASK+CODMEMSARY 
A’ A°@ B* B?_AA’* AQBB* B+A*ACQB* BD-AA*C@BB"D = 0, 
(9.4.18) 
OOO D?-CC"C@DD" D+C*CA@D* DB-~CC* A@DD"B = 0 
(9.4.19) 
Abe 9.1.4 知 ， 4,B3,C AD 都 是 亚 正 规 的 . 
假定 A@B+C®@D 是 拟 正 规 的 . 
如 果 AC =0 MR BD = 0, 则 方程 (9.4.18) 和 (9.4.19) 简化 为 
A*A? @ B* B? — AA*A®@ BBB =0, 
C*C? @ D*D*® —-CC"C ® DD"D =0, 
由 定理 9.1.1, 容易 看 到 A, B, C 和 DD RAWEMN. 
如 果 AMC RK, METER a 使 得 C= ah, 于 是 由 
{9.4.18) 和 (9.4.19) 知 ， 

A’ A? Q (BB? + aB* BD) — AA*A® (BBB + aBB"*D) = 0， 
C*C* e (D*D? +07! D* DB) -CCO*C ®(DD*D+a7DD*B) =0. 
RAASB+COD #40, 再 次 应 用 定理 9.1.1, RIJA A 拟 正规 . 
x 

[BB + aD) =0, 


[DB + aD) =0, 


BE B+aD 也 是 拟 正 规 的. 
BRD 线性 相关 的 情形 可 类 似 考虑 . 
现在 假定 AC 和 BD 非 零 且 A 与 C (或 B 5 D) 线性 无 关 . 
MRA, B,CAD 全 是 报 正 规 的 ， 由 方程 (9.4.18) 和 (9.4.19) 
知 ， ， 
A’ AC @ B*BD — AA'C 9 BB*D = 0, 
C*CA® D*DB -CCAG DD*B = 0. 


根据 定理 9.1.1, AAC 和 AA*C 必 线 人 性 相关 ， 从 而 mge 约 化 A 
AMAT, Hl Amge HERAT. 类 似 地 ， Blago, Cha 和 
Dzs 也 是 正规 算 子 . 

MR BARWIEMN, MARS B*B?, BBB, B*BD 线性 
RES B*B?, BBB, BB*D RETS. 事实 上 , 我 们 有 BB? 
与 BB*B 线性 无 关 ， 如 果 存 在 复数 a, p, A 和 使 得 


B*BD = aB* B? + BBB'B, 
BB*D = \B* B* + yBB*B, 


则 由 推论 9.4.2, B 是 正规 的 , 矛盾 . 现在 假定 B*B?, BB*B, B*BD 
线性 元 关 ， 由 定理 9.1.1 和 方程 (9.4.18) M, FE 8, 和 ,YEC 使 得 


A‘ A? = BAA*C, (9.4.20) 
AA‘A = AAATC, (9.4.21) 
A‘ AC = yAA'C. (9.4.22) 


BS G=-AHy=1. PUA IEMA Aimee 正规 进而 方程 
(9.4.21) 表明 Aloo. = 0. 因此 A 正规 且 Claga = oAlmga 而 
a= 8), 于 是 方程 (9.4.18) 和 (9.4.19) 转化 为 方程 


[BJ{B + aD) =0, (9.4.23) 
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C*C? 8 D* D? —-CC"C @ DD" D + lal? A*A? @ [DIB = 0. (9.4.24) 


BR, CO? 与 A*A? REER. 从 而 由 定理 9.1.1, 存在 常数 上 使 
得 


D* D? = DD* D, | (9.4.25) 
[D]B = tDD*D, (9.4.26) 
C*C? — COC + tla P A*A? =0. (9.4.27) 


然而 ，(9.4.27) Mt =0. 所 以 C WD SEMA |D]B =0. 此 与 
(9.4.23) 一 起 列宁 


([B] + [D])(B + aD) = 0, 


E, BtoDHWiEM. Dias 的 正规 性 是 显然 的 ， 

B*B?, BB*B 和 BB*D 线性 无 关 的 情形 可 类 似 地 讨论 . 

BUR, 由 (9.4.18) 和 (9.4.19) 式 关 于 A, B, C AM D 的 对 称 性 ， 
必要 性 得 证 . 

充分 性 的 证 明 是 直接 的 ， 从 赂 .证 毕 . 

下 面 的 推论 与 定理 9.4.3 的 几 个 特殊 情形 有 关 . 

推论 9.4.4 WEH A 8 A.®--- OA, 40 拟 正 规 当 且 仅 当 
At, Az, :… An WEH. 

证 明 在 定理 9.4.3 中 , SCHAHB=D. RAB 
AQB zoMER AM B 拟 正规 .现在 由 归纳 法 可 证 
之 . 证 毕 . 

推论 9.4.5 Ag B-III WERAERA FIRE 
Mia 

(G) AA BEM. 

(ii) 存在 复数 o 和 投影 P ER A = oP (MB = oP) H 
B-a™I (或 4 一 a !7) WER. 

推论 9.4.6 4 名 7 一 T@B 拟 正 规 当 且 仅 当 下 列 之 一 成 立 ; 

i) AM BER. 
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(i) 存在 复数 a 使 得 4 = al (È B = al) H B -al (或 
A~ al) MER. 

推论 9.4.7 4@7-Tg4 所 正规 当 且 仅 当 4 正规 当 且 仅 当 
A@I-I@A ER. 


§9.5 Cp 类 张 量 积 算 子 


设 Hi- Hy, AWA Hilbert 空间 ， Ai; € B(A;), Aij #0. 
+ $ = PAYD- @ An; 为 张 量 积 空间 Hig- oHa 上 的 算 


j=l 
T. APHAWAEH OAC, 类 算 子 的 充分 必要 条 件 . 

定理 9.5.1 i A, € BCA), Ar 天 0 天 =1 ,n， 则 算 子 张 
量 积 A1@…@A 为 Cp BEF (1 <p < to) SERA Ar An 
均 为 C, BHF. 

证 明 由 定理 9.3.1, RR 1 < p< oo 的 情形 证 之 . 首 
先 假定 n = 2， 如 果 A, A 均 为 Cp 类 算 子 ， 设 {4AE 
和 {si(42)} 吕 1 分 别 为 A 和 Ao 的 s- 数 ， 则 存在 标准 正 交 基 
{us}21 C Hi, {w} C He 使 得 Ailu: = (Aj Ar) Pu; = si Aju, 


|Ag|w; = s;(A2)w;, H Dle) < œ, k =1,2. HF {u8 
wy} 是 M @ He 的 标准 正 交 基 且 

[A1® Al (u: @ wj) = Af Au; Q AR Aw; = 87(A1)87(Az)u; ® wj, 
HA 


J (J41 8 AaP (u: @ wj) u: @ wy) 
ijel 


即 A @ A, A A, @ H 上 的 Cp BAF. 
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反之 , 设 A @ h2 AC, 算 子 ， 定 理 9.3.1 BH Ai, A 为 紧 
SF. 记 An 的 s- BA {slAn k = 1,2, 并 取 标 准 正 交 基 
{ww} C Hi, {w} C He EH Alu = 9;(Ar)ui, |Azlw; = 
8;(Az)wy. 由 于 


($ra) (Era) 


= $ (A1 8 AP (us @ wy), ui @ w) < 00, 


ij=t 


从 而 必 有 Y, sFr) < 00, k =1,2. 因此 A, A: 为 Cp XAF. 
i=1 


现在 对 n ABAE, TAHER 9.5.1 成 立 ， 证 毕 . 
由 定理 O51 知 ， 若 每 个 hi WAC, 类 算 子 ， 则 更 = 》 Ay 
j=i 


Q-Q An DAC, BHF. RL, #0 AC 类 算 子 ， 一 般 说 来 
Ag 可 能 不 再 是 如 REF, 但 我 们 有 如 下 结论 : 

引 理 9.5.2 d= YA.8 Ani Že- -Hn LAK 

j=l 

BRAT, Ay AO APERT esr <n) ER {4n Arm} 
线性 无 关 ， 如果 D EC RAF (1 < p< 00), 则 对 所 有 的 i (Er) 
及 Í, Aij 均 为 Cp RET. 

证 明 当 2 = co, 931. M1 < p< 0. R 
失 一 般 性 ， 设 r= 1, Bf {Au Aim} 线性 无 关 . 记 Aj = Ajj, 
Ty = Az @-+- @ Any, K = Hy @---@ Hp, WS= SAS OT; A 

j=l 

H, SK EF. By Aj ¢span{ Az, Åm}, 存在 向 量 Try ty, 
Hiss Vs E Hi 使 得 


2 1, j=1, 
>》 (Ajr y) = | 7 (9.5.1) 
k=l 0, 7 =2,---,m, 


于 是 对 任意 的 f, gEK, 有 
F (alere f) 8 9) = (Df,g). (9.5.2) 


k=1 

由 定理 1.1.20 知 ， 对 于 1 < p < too, AF Be B(H,K) 
AC, 类 算 子 当 且 仅 当 对 所 有 的 X € Bll, H) RY € Bh,K) 
都 有 {(BXe,, Ver}, E ip MW, HHP {er}, AL 的 一 组 标 
准 正 交 基 . 根据 这 一 结果 及 (9.5.2) xf, RN KU T HC, 类 
BT. 对 (9.5.2) 式 中 的 向 量 zip ,zo w+ ,Ye © Ai, M S, 
T € Bly, H1) 使 得 Se, = ay, Tex = yk 上 二 1,-… ,8 则 对 任意 的 
X,Y eB(iz,K), HF &RMOK ENC, 类 算 子 ， 故 有 


oo 


So hi Xen Yel” 
i=1 
8 


= 》 | (P(S @ X)(ex @ ex), (T @ Yer Be 


a 


< P PTY MGS 8 Xer 8 e1), (T 8 YXer Bo) 
i=1 k=1 
< PY Y KES 8 X)(ex 8 ex), (T D Y)(er @ex))|? < 00, 
4 一 3 k=t 
MUTT, 是 直上 的 Cp RET. 
同 理 可 证 Tastee ,Tm 是 Cp 类 算 子 . 再 由 定理 9.5.1, 每 个 
Ay (i > 1) MAC, BHT. iE. 
定理 9.5.3 如 果 存 在 T, 3 使 得 T 关 &, {4- 1 Arm} 和 


{As sAsm} 线性 无 关 ， il) $= 》 Aye + @ Any A Cy RH 
j=l 


F (lS p < too) 的 充分 必要 条 件 是 每 个 Ay HC, RAT. E 
而 ， 当 更 为 迹 类 算 子 时 ， 也 有 


tr(@) = Şo trfdn) -e tr(An;). (9.5.3) 
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证 骨 由 定理 9.5.1 和 引 理 9.5.2 立 知 本 定理 的 条 件 是 充分 必 
要 的 ， 而 当 鲁 为 C1 类 算 子 时 ， (9.5.3) 式 可 由 迹 的 定义 直接 计算 
而 得 . 证 毕 . 

dh, Mr n= 2 的 情形 ， 有 

推论 9.5.4 #2O= >A OB; A H oH LOREMA 

i=1 


Ff, 1<psto. 

(1) 如 果 {Aq,---, An}, {Bi1,-… ,Bm} 线性 无 关 ， 则 更 为 Co 
类 算 子 当 且 仅 当 每 个 4;, B WAC, RAF; 

(2) © 为 CG 类 算 子 的 充分 必要 条 件 是 存在 Al, 
A, Espan{ 41,.. ,An}, Bi, BL espan{By,-:: , Bm} $B & = 


了》 AL @ B; H Aj, Bi BY Cp 类 算 子 . 
i=l 


证 明 应 用 定理 9.5.3 及 事实 : HT O=) AOR, 总 存在 线 
i=1 


性 无 关 的 算 子 组 {41,… ,A'} CopanfAl,---,Am}, {By,---, Bt} 
Cspan{B1,… ,Bm} EH O= 》 A, 8 Bi. 证 毕 . 


tzl 


更 一 般 地 ， 我 们 有 
定理 9.5.5 = 》 Alj@-…@hnj 为 Cp 类 算 子 (1 <p< 
j=l 


+00) 的 充分 必要 条 件 是 存在 Cp RET An, , Ap Cspan{An, 
im (6=1,--+ n) HS = SAL, ++ Ay 
j=l 


证 明 条 件 的 充分 性 显然 ， 下 证 必要 性 ， 由 推论 9.5.4 (2) 知 
当 n = 1,2 时 条 件 是 必要 的 . MERRY n-1 条 件 也 是 必要 
的 .我们 来 证 明 对 于 n 条 件 是 必要 的 ， 于 是 由 归纳 法 知 ， 定 理 的 
条 件 是 必要 的 . 为 此 , 记 A; = Ay, Ty = Aj D'e @ Any, 于 
EH =A, OTN +--+ 4An@Tn, 且 存 在 线性 无 关 的 算 子 组 
{Bi ,Be} Cepan{Ay,--- , Am}, TS ,S:} Cspan{Ti,.. , Tin} 
BD = Bi OS, +--+ B.S. RHEL 9.5.4, 6 AC, 类 
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AF, M BiM Si 都 是 C 类 算 子 ， 注 意 到 每 个 5; 都 具有 形式 
Si = 》 ajA O Ani 其 中 oj 为 复数 .应 用 归纳 假设 于 Si, 


j=1 


存在 Cp 类 算 子 组 {a} Cspan{Ay,--: Aim} ( = 2,… ,n) 使 得 
5; = 二》 A @ OA HRA © = BOS, 即 知 存在 


i=1 


Cp 类 算 子 Abs Al, Espan{ Az, --- » Aum} (i = Tere ;12) 使 得 
b= 5° A O Anj 证 毕 . 


jal 


§96 有 限 秩 张 量 积 算 子 


现在 我 们 转向 对 有 限 秩 张 量 积 算 子 更 = 5° Aj @---@ An 
jel 
的 讨论 . 为 叙述 方便 ， 以 下 称 MnO. OH, HEM zf1 GOE 
的 向 最 为 一 秩 向 量 ， 而 有 限 个 一 秩 向 最 的 线性 组 合 称 为 有 限 秩 向 
ik. 


BR, KET AM B 的 张 量 积 ACB 仍 为 一 秩 算 子 ， 由 
HSA, FA B 为 有 限 秩 算 子 ， 则 4 久 吾 也 为 有 限 秩 的 ， 反 过 
来 ， 如 果 刀 色 B 为 非 零 有 限 秩 算 子 ， 则 4 和 B 必 都 为 有 限 秩 算 
F. 事实 上 ， 若 {An}, 为 mg(4) 中 线性 无 关 的 子 集 ， 册 对 任 
意 的 By #0, {Azx @ By} 是 rng(4) 中 线性 无 关 的 子 集 ， 这 
里 mmg(4) RRS AR. cE, MR ASB EEA, Ml 
FEM u,v E H SH. 使 得 AGB = (-,v)u. ER coy HR 
Az @ By = (c@y,v)u #0, HESA u AWS H: 中 的 一 秩 向 
B, HEE xi € Hi y € Ae FRB u= zi 信访， 考虑 一 秩 算 子 
A* Q B* = (AQ BY = (u,-)u, Mv 也是 一 秩 元 且 v= zz eyz 所 
以 我 们 有 A8 B = (r1 @y1) @ (228 yo), PMA EB 9.1.1, A, B 
必 都 为 一 秩 算 子 . 现在 应 用 归纳 法 ， 事 实 上 我 们 已 证 明了 如 下 的 


事实 . 
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定理 9.6.1 算 子 张 量 积 41@.…@ An 40 为 有 限 秩 算 子 (或 
一 秩 算 子 ) 的 充分 必要 条 件 是 A1,… An 都 为 有 限 秩 算 子 {或 一 
KET). 

因 有 限 个 有 限 秩 算 子 的 线性 组 合 仍 是 有 限 秩 的 , 故 由 定理 9.6.1 
车 hi; 都 是 有 限 秩 算 子 ， 则 b=) A1j 8 … O An 也 是 有 限 秩 

j=l 
K. 反之， 我 们 有 
引 理 9.6.2 如 果 存 在 r MEGS {47.1,… ,Arm} RETR, 则 张 


量 积 算 子 更 = SA; 8 … @ Ay 为 有 限 秩 算 子 蕴涵 每 个 
j=L 


Ay GAr) WAARRAT. 
于 是 类 似 于 定理 9.5.3 和 定理 9.5.5 的 论证 易 知 下 述 定理 成 
定理 9.6.3 如 果 存 在 相 异 的 r, 8 使 得 {4- Arm}, 
{Asis Am} REEK, WHEFRER 6 = 》 Ay @… @ Anj 


j=l 


成 为 有 限 秩 算 子 的 充分 必要 条 件 是 每 个 A; 均 为 有 限 秩 算 子 . 
定理 9.6.4 =) Ajo- OA, 为 有 限 秩 算 子 的 充分 必 


j=l 


要 条 件 是 存在 有 限 秩 算 子 An Aj, Espan{An,… Aim} = 


j=l 
下 面 证 明 引 理 9.6.2. 
证 明 Fihi r= 1. 采用 引 理 9.5.2 证 明 中 的 记号 ， 我 们 有 
p = A OTit t Am Tm BFE zl1…… ,zs 殷 , ,Ys 使 得 
(9.5.1) 式 成 立 ， 把 Hok 中 的 一 秩 向 量 了 久 9 看 作 如 下 定义 的 
B(A,, K) 中 的 一 秩 算 子 :对 任意 的 yc H, (2 @o)y = ly, ag. 划 
由 (9.5.1) 式 ， 对 任意 的 f EK, 有 


Y S(t B f)ve = > (Sum ® np) Yk 
kal 


k=l \y=l 
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m 4 


= Dy Asef = TH. (9.6.1) 


j=l kel 
H 和 为 有 限 秩 的 ， 故 
dim span{®(x;, O f) | FEK, k=1,---,s} < dim mg(®) < co, 
从 而 

dim span{ 生 (zx ® fly, | TEK, k=1,---,8} < œ. 


结合 (9.6.1) 式 ， 易 知 dim rng(T,) < co, 即 为 有 限 秩 的 ， 
类 似 地 ， 五 ,…. ,Tm 也 是 有 限 秩 的 .于 是 根据 定理 9.6.1, 
Ai (i>1) 都 是 有 限 秩 的 ， iE. 
定理 9.65 6 = 》 Ayoo Any 为 一 秩 算 子 的 充分 必 
j=l 
要 条 件 是 存在 正 整 数 s,t 以 及 向 量 {frh {ou}, © Hi = 
n) 使 得 一 秩 算 子 


Dirt = (93) Fix € span An, , Aim} 


B t 
AG= SOS Dug Q Dakt 


k=1 i=4 


证 明 设 定理 的 条 件 成 立 . tu- Emo @ faks v = 


k=l 
t 
了 gu @… @ gm, 则 对 任意 的 z1 Bs San HS O Hn MH 
t=1 


6(11@---Or,) = Dune ‘Dyin = (01O++-OFn, v)u, 
k=1 1=1 
W a= (.,v)u 为 一 秩 算 子 . 
EZ, 设 È 为 一 秩 算 子 ， 于 是 存在 问 量 u,v E€ HiO -Q Ha 
使 得 &(-) = (vu. xt fae C E satay 有 (zı 8 "+ Qn) = 
SO Asset D O Ann = (21 Q Oty, vu, Mu DAA RRR 


j=l 
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B. RM, AO 也 是 一 秩 算 子 ，" DIAREE. FD v u 
可 表示 为 v= So fin ++ fan v= mm Bg. 于 是 对 任 


k=1 ist 
意 的 zl @--- Baz, € Hy @---@H,, 有 


Pr B+ Brn) = (Seras e mo) Sh Be B far 


k=l 
t s 
=} Dinz @ -O Dain 
t=1 k=l 
a t 
= (EF Du- Dau) (x1 @ Ta), 
k=1 {=1 


其 中 ， Diw 二 {,9a)fix 为 一 秩 算 子 ， 从 而 有 


m z t 
t=} Ajg e An = Y Din®...® Dakt 

j=1 k=l {=1 
最 后 ， 利 用 引 理 9.1.1 不 难 推 出 ， 对 于 i = 1,…-,n， 都 有 
Diri Espan{ Ai: t ,Aim}. WER. 

推论 8.6.6 设 {4 Am), {B1 ,Bm} 为 线性 无 关 算 子 

组 ， 则 张 量 积 算 子 O= A, OB, +---+A, 久 已 ,为 一 秩 算 子 的 充 
分 必要 条 件 是 存在 正 整数 s,t 以 及 线性 无 关 向 量 组 {x1,… ,z,}， 
{ya Me} C {fis Sel, fous: ge} C He 使 得 st = m, 
Cat = OYE Espan{ A1,- Am}, Da = tgi) fr Espan{Bi,---, 
Bm} H Ë =$ Cu @ Du. 


kat t= 
推论 9.6.7 设 {41,… Am}, (Bit ,Bm} 线性 无 关 且 m 
BRR. 则 更 = A QB +H tAm Bm 为 一 秩 算 子 的 充分 必要 
条 件 是 下 列 陈述 之 一 成 立 ; 
(1) 存在 zi 2m, yo € Hi 及 Jie fe, 90 E He 使 得 一 秩 
BF Ce = (york € span{Ay,---,Am}, De = (90) fe 
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espan{B,,---,2n} BA b= Sock @ Dz; 
k=1 
(2) 存在 Ta, Yis ,Yr E Hı 及 foD m E Hz 使 得 Ck = 
(-, Yk} to € span{Ay,--- Am}; Dy = (+5 9%) fo Espan{B1, , Bm} 
BA = La @ Dz. 


k=1 
89.7 ”应 用 :Ca 上 的 初等 算 子 


设 HE 为 可 分 无 限 维 复 Hilbert 空间 ， A, B; € B(H), i = 
Lem, AÇ) = 》 ACB: A BI) 上 的 初等 算 子 . AFH ER 


i=l 
Hilbert-schmidt 类 Ca = (H) 等 距 同 构 于 张 量 积 空间 HOR, 其 
HY HRS, HAF ran: XH AXB (X CG) BS 
价 于 张 量 积 AQB". 59.1896 中 所 得 有 关 算 子 张 重 积 的 结果 
可 应 用 于 Co 上 的 初等 算 子 A, 从 而 得 到 和 A ECG 上 为 自 伴 算 子 ， 
正规 算 子 、 亚 正规 算 子 . PEMA. C, <p < too) RHF, 
有 限 秩 算 子 以 及 一 秩 算 子 的 充分 必要 条 件 . 例如 ， 我 们 有 


定理 9.7.1 初等 算 子 A = AOB HO LAERT, C 


i=l 
类 算 子 (1 <p < +00) 或 有 限 秩 算 子 的 充分 必要 条 件 是 存在 相应 类 
WHATA, AL Espan{Ar +- Am}, {Bi , 8) } Espan{ Bi, 
… ,Bm} 使 得 AC) = 》 ACB, 
4 一 1 

定理 9.7.2 BA} 和 {B} :都 是 双 交 换 的 算 子 组 ， 则 

初等 算 子 A(-) = SAR 是 Ca 上 亚 正规 算 子 (或 正规 算 子 ) 的 
i=l 

充分 必要 条 忻 是 每 个 A; 和 BY (i = 1,2,--- n) 都 是 亚 正 规 算 子 
(或 正规 算 子 ). 

Co 上 初等 算 子 成 为 其 他 一 些 类 型 算 子 的 条 件 也 可 根据 前 几 节 
的 相应 结果 仿照 上 面 两 个 定理 给 出 ， 就 不 再 一 一 列 出 了 . 
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$9.8 Æ id 


初等 算 子 在 算 子 理想 C 上 的 性 质 20 世纪 70 FRU RAY 
多 文献 予以 讨论 , 例如 参见 [70], [119], [147—148] 和 [202] 等 , 后 来 
演变 为 算 子 张 量 积 的 相应 研究 . 本 章 的 内 容 主要 来 源 于 Hou [101], 
[102] 及 [104]. 

的 .1 一 -9.3 主要 取材 于 Hou (102). 初等 算 子 等 于 0 的 充分 必要 
条 件 首先 是 由 Fong, Sourour [72] 给 出 ， 定 理 9.1.1 HATER 
积 形 式 . 定理 9.1.4 可 看 作 是 文献 Li Shaokuan, Yan Shaozong [148] 
中 结论 的 推广 ， 那 里 给 出 亚 正规 初等 算 子 的 刻 面 .次 正规 的 广义 
导 算 子 的 刻画 是 Magajna (153] 得 到 的 ， 而 定理 9.2.3 及 其 推论 则 
属于 Hou [102]. HE 9.2.1 仍 未 得 到 解 次 ， 有 兴趣 的 读者 不 妨 一 
试 . 长 度 为 2 的 初等 算 子 成 为 拟 正 规 算 子 的 充分 必要 条 件 先 由 Li 
{147} 获得 ， 定 理 9.4.3 及 其 更 简明 的 证 明 则 由 Hou [101] 得 到 . 定 
理 9.1.3 以 及 §9.5—89.7 中 内 容 可 在 Hou [104] 中 找到 ， 其 前 期 的 
ET. HE SY BE [70]. 
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第 十 章 MER BLA TTS 


A LER HS TK EAE ae Oy RT, 研究 
EAR MA FE BON Ay I AA TRE RIS 
是 一 种 最 基本 的 代数 运算 ， 自 然 可 以 提出 类 似 的 乘法 保持 问题 ， 
即 研究 算 子 代数 上 的 保持 某 个 给 定 算 子 性 质 不 变 的 抽象 了 可 飞 映 射 
{满足 条 件 O(TS) = O(7)O(S) 的 映射 ) 如 何 刻画 的 问题 ， 这 正 是 
本 章 将 要 介绍 的 内 容 . 

第 一 节 先 讨论 矩阵 代数 上 的 保 秩 可 乘员 射 ， 并 给 出 可 乘 喘 射 
的 一 个 结构 定理 ， 应 用 第 一 节 的 结果 ， 第 二 节 讨 论 复 矩阵 代数 上 
REPE. 保 数值 半径 . 保 自 伴 性 和 保 正 规 性 等 可 乘 映射 的 刻画 问 
A. 第 三 节 处 理 无 限 维 的 情形 ， 著 得 BX) (X A Banach 空间 ) 上 
秩 一 不 增 及 保 秩 可 乘 映射 前 结构 性 质 ， 在 此 基础 上 ， 第 四 节 利 用 
TREA HEREHERE BX) 上 自 同 构 的 刻画 ， 第 五 节 央 给 
出 BH) 上 *- 自 同 构 的 一 些 刻 面 . 可 以 看 到 ， 在 适当 的 条 件 下 ， 
BOM Hy A ee MR Ra. 本章 最 后 一 节 ， 即 第 六 节 ， 
在 一 般 Banach 代 孝 情形 考虑 保 恒 等 积 可 敢 映 射 的 刻画 问题 . 


§10.1 SERB tA AT eR 


本 节 总 假定 F 是 任意 域 , BACAR MAF) 上 的 保 秩 
WR, FAM ELMAR AHEM. 

EX 10.1.1 RAM BARE LORM, 7 BRP LY 
态 ， 若 名 :A 二 B 为 环 间 态 且 满足 对 任意 的 和 EF 及 TE A, 有 
BOAT) = (A) BT), WK E BM AF BHRAS. 

RIE He SL RA RH. 

定理 10.1.1 Bö: M(E > ME ATREA mE SE 


某 个 一 秩 和 矩阵 映 成 秩 至 多 为 1 HE, WS 具有 下 列 三 种 形式 之 
.399 . 


(1) 更 把 秩 至 多 为 1 RH OR; 

(2) Fee ap REM R 并 且 存 在 某 个 把 秩 至 多 为 1 的 矩阵 
映 成 0 FEE EN HY FEHR St Bo: Mn(F) > M,_i(F) 使 得 对 任意 的 
TEM,(F), 有 


fl 0 | 
OT) =R (; nn 


(3) 存在 F 上 保单 位 元 的 单 射 环 同 态 7 MENPE R < 
M,(F) E Dah = RMU) R 对 所 有 的 (tij) € MalF) 成 
2, BR, & 是 M(E) 的 7+- RA. 

证 阴 充分 性 显然 ， 我 们 只 需 证 明 必 要 性 . 

任 给 一 秩 和 矩阵 了 = rof, HE ye, g € (F") 使 得 (2,9) = 
(y, f) = 1. 对 任意 的 一 秩 第 阵 S= zeh, 我们 有 


&(S) = &(z@g-r@f-y@h) = Bz @g\O(T)B(y Sa). (10.1.1) 


SHE BM T 使 得 OCP) = 0, URE RR S, 都 
H DS) = 0. 进而 , WARM REE rof, RNA O(0)O(2@f) = 
(x @ f)(0) = (0), 于 是 rg(H(0)) Crng(G(z @ f)) = {0}. 所 以 
(0) = 0, 从 而 定理 中 的 形式 (1) 成 立 . 

由 上 面 的 证 明知 ， 如 果 存 在 一 秩 矩 阵 工 使 得 OCT) o, 则 对 
每 个 一 秩 矩 隆 5, 都 有 B(5) A 0. 在 这 种 情形 下 ， 由 于 更 把 某 个 
一 秩 抵 阵 映 成 秩 至 多 为 1 的 矩阵 ， 再 由 (10.1.1) RM, © 保 秩 一 
性 . 因此， 以 后 我 们 总 假定 O 保 秩 一 性 ， 并 且 证 明理 具有 定理 中 
陈述 的 形式 (2) 或 (3). 

# 更 (0) £0, 则 6(0) 必 为 一 秩 短 等 元 ， 且 满足 对 任意 的 工 E 
M,(F), 有 ©(0)(T) = &(T)G(0) = G(0). 所 以 存在 非 奇 异 矩阵 R 
使 得 对 任意 的 7, 都 有 


10 
PB(0) =R (; a 


H OT) -x ( i att) Ja 其 中 Po: Mn(F) -+ Mai (F) 是 
RRA EEE TRES A 1 MERER O ER. 所 以 更 具有 
定理 中 的 形式 (2). 

若 O(0) = 0, 我 们 将 证 明 下 具有 形式 (3). 对 于 了 = 1 … n, 
2X P):F+M,(F) A 


P;(6) = diag {0,0,--- ,9, 4,0, -- . , 9}, 


BG P (b Æ G9) ATA b WHA IA 0 HAR. 因 OCP, (1) 
RES ic, REPRE w; 使 得 OP; (1))w,; = wj. 如 果 
i +j, MW OPO} = (RODER) w: = €Q)u = 0. w 
然 {ww e Wn) BI 的 一 组 基 ， 和 定义 矩阵 Wie) = w (i = 
1,2, “7. n). 容易 验证 &(P;(1)) = WP,;()wo! (j = 1,2, Ter n). 

对 任意 一 秩 矩 阵 4, 存在 一 秩 矩 阵 RE A= ARA WA 
保 秩 一 性 ， 由 方程 

PAA) = BAARA) = 6(A)G(AR)G(A), 

我 们 有 GAA) = OSA), 其 中 74 :了 一 下 是 数值 函数 ， 我 们 
断言 ra 与 A& 的 选取 无 关 . WE B EERME BA Z0 H Tp 
是 与 B 相应 的 数值 函数 ， 则 

7a()6(B)6(A) = SABA) = (BAA) = ra (NE(B)®(A), 
LAAM Ta = te. HC 是 一 秩 众 阵 且 满足 CA = 0, 那么 我 
们 可 选择 一 秩 和 矩阵 B 使 得 CB #0 H BAZO. 再 次 我 们 得 到 
Ta 二 TC 二 78. W Ta 与 4 的 选取 无 关 ， 以 后 我 们 用 7 来 表示 这 个 
数量 函数 . MEF 上 的 函数 7 HB AT) = T(EB(T) 对 所 有 
的 和 EF BEAREN Te M.O RL. PR ETR. 
对 于 7= 1,2, nk b #0, 有 

(P,(b)) = B(bP;(1)) = r)B(P;0)) 
= 70) WP(QW- = WPi) Ww. 


© RAA, WHA, WA rb) 40. 对 于 站 了 = 1,2… ,mn 


0, k # 3, 
Eyer = | ĉi, k=j. 
WE k £j, WW EP) = 0, Alt OB). = DE; Pk( we = 0. 
由 于 rank(E;) = 1, 我 们 必须 有 B(E)w; #0. 4 O(Byj)w; = 
biwi + bowa + +b, wn. one k Zi, uy P,(1) Ei; = 0, &w, = 
PPL(A) Eg )w; = O(0)w; =0 H bg =0. 所 以 
0, k# 3, 
(Ei; = 
( We | bao， k =j. 
进而 ， Emr Ers 三 Eme BiH bnrbra = bins AWA bybyi = bi = 1, 
by FO (注意 到 Eu = RO). 4 v = baw (i = 1,2,---,n). 
则 {v1, ¥2,-°° sUn} 是 Fr 的 一 组 基 . EE R R:n e 
(i = 1,2,.… ,n). 易 验 证 对 于 了 = 1,2,:…. ,nn， 
&(P;(b)) = RP (TOR. 
P( Eiz un = P(E; wk = brad Ei BP ) we 
0, WR k # J, 
bg bj, = byw, = vs, mR k= 3. 


因此 
PE) =R BR Wi,j=1,2,..,n. 
如 果 对 任意 的 S = (sij) E M(E), 有 RO(S)R“ = (ty). AA 
ESE; = 3B = Pi(sj) Eiz, 因此 
(ES Eijo; = (Pils) Eig = HP:s) BBs 0; 
= R` Plr (sj) ) Rui = (yi vi 

H 

P(E: )BS) P(E); = RUB RR (ty RRB, Ry; 


= Bo E(t E Rey = RO, jj Re; = titi 
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所 以 r (siz) = ty (i, 7 = 1,2,--> ,nm), 且 对 任意 的 (8:3) < Mal), 有 
S(lsy)) = R"(r(8:;))R- 从 上 面 的 讨论 知 7( 入 = 0 当 且 仅 当 
A=0, Ar) =1. Fibs 也 是 可 加 的 ， 对 任意 的 a, GCF, > 


110. ao O00 ... 0 
a0 90 0 B80 0 ... 
A=| 000 ... Of, B=1000 
D 0 9 D 0 0 0 0 
则 
a+8 0 0 
0 0 
$(AB) = & 、 . 
0 0 0 
Tat+B) 9 0 
0 0 0 
=R . . R, 
0 0 : 0 
$(A)4(B) 
r(1) 71) 0 … 0 tia) 0 0 … 0 
0 0 0 0 r(A) 0 0 0 
= R 0 0 0 0 o 0 0 0 IR 
0 0 0 .:.. 0 0 Od +: 0 
T(a}+7(8) 0 ... 0 
0 0 0 
=R-! . R 
0 0 0 


- AGB . 


因为 O(AB) = 0(A)O(8), 我 们 得 到 (fa+B) = (a) +7(8) 对 任意 
ile, Be F 成立. 因此 7 是 可 加 的 . 从 而 7 是 下 的 保单 位 元 的 单身 
环 同 态 ， 理 是 M 的 环 二 态 ， 且 对 任意 的 ER 及 任意 的 了 = 
(tij) € Ma(F), 有 AT) = TO ET), S((4;)) = RI(r(ty))R. 
S 具有 定理 中 的 形式 (3). 证 毕 . 

注 10.1.1 FE M.F) 上 的 非 平凡 可 乘 映射 将 每 个 秩 不 大 于 
1 PE Ry FER. 例如 : MT RE RE, 4 O(T) =T,; 
WET RARE, $ OT) = 0. 

对 任意 的 工 = (tis) € MC), ST = (Gj), 其 中 他 是 复数 域 

推论 10.1.2 令 下 为 实数 域 及 或 有 理 ( 实 或 复 ) 数 域 WA Q 
ROQ+ iQ). HO: M,(F) MF) EOFS. WS RP 
a we Rt 1 的 矩阵 当 且 仅 当 下 列 三 种 形式 之 一 成 立 : 

(1) © 把 秩 不 超过 1 前 矩阵 映 为 0 ER, 

(2) 存在 非 奇 异 矩 阵 R 并 且 存 在 某 个 把 秩 至 多 为 1 的 矩阵 
BRR 0 ERT So: MaE) 一 Milk) 使 得 对 任意 的 
Te MaE), # 


sn- (1 0 j 
0 FolT) 


(3) 存在 非 奇 异 和 矩阵 R E MaF) 使 得 OCT) = RITR 对 每 个 
Te MaD 成 立 ; RH O(T) = RITR WET T E€ M,(F) 成 立 ， 
特别 地 ， 理 是 MOF HG aR A A. 

证 明 由 定理 10.1.1, 我 们 只 需 证 明 在 定理 10.1.1 的 情形 (3) 
中 ， 对 任意 的 和 EF 有 (A) SA; ER A eB, 有 (为 三 站 

&PF=RHO 因为 是 下 土 保单 位 元 的 单 射 环 同 态 ， 那 么 
对 所 有 的 pe 有 7{p) =p 此 与 7 HEARE p Hg 
基 有 理 数 且 yp <r < gq, PA prir) <a WEARDE EA 
BMRA r EF, 有 7fr)=r. 令 于 是 有 理 复数 域 , 即 F = Q+iQ. 
A AMEE p <Q, E rip) = p, Ari) =r?) =7{-1)} = -1, 
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故 7( 让 =i 或 7(i) = 一 i 且 对 任意 的 和 EF 有 7(X) = 为 或 对 任意 
的 EF 有 7() 一 无 GE. 

同 顾 一 下 ， 更: M,F) > Ma) 称 为 保 秩 的 ， 如 果 它 把 每 
TIKA k 的 矩阵 映 成 铁 为 大 HERE, HE k 是 不 大 于 n HES 
数 ; 更 称 为 保 秩 的 ， 如 果 它 保 每 个 矩阵 的 秩 ， 更 称 为 者 等 元 秩 不 
增 的 如 果 对 任意 的 筹 等 元 P, rank(®(P)) <rank(P). 

由 定理 10.1.1 F, MARY 更: Ma > M,(F) 保 秩 一 性 
当 且 仅 当 它 具 有 定理 10.1.1 中 的 形式 (2) 或 (3). . 

TEER th TE FER y SLA a. 

定理 10.1.3 Hö: MaF) > M(H ERRA, W FZ 
述 等 价 : 

(1) & RR. 

(2) 存在 一 秩 和 矩阵 T 使 得 OT) £0 HS 秩 不 增 . 

(3) ERIE To 使 得 T) AOR OS 保 寡 等 元 的 秩 不 
增 . 

(4) 存在 F 上 保单 位 元 的 单 射 环 同 态 7 和 非 奇 异 矩 阵 
R € MaF) 使 得 

B((tij)) = R(T) ER 


对 所 有 的 (tiy) © MaF) R. EAE, 6 2M, i r- 代数 同 
#. 

证 明 (4) (1) >(2)>(3) BR. RARER (3)>(4). 

设 更 满足 条 件 (3), 则 (0) = 0 E a Rt. 由 定理 10.1.1 
知 ， (4) 成 立 . 证 毕 . 

类 似 定理 10.1.1 的 方法 ， 我 们 也 能 得 到 矩阵 代数 上 一 般 可 乘 
映射 的 结构 ， 其 在 下 一 节 中 要 用 到 . 

定理 10.1.4 Et: M(E > M,(F) AURA, WER 
件 之 一 成 立 : 

(1) © 把 秩 不 超过 一 的 矩阵 上 映 为 0 ERE; 


(2) 存在 非 奇 异 矩 阵 R, 正 整 教 (<n), 并 且 存 在 可 乘 映射 
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Po : Ma(E) + Ms_k(F) 满足 把 秩 至 多 为 1 MRR A OEE, 


om=r(t 0 jz 
0 p(T) 


(3) 存在 F 上 保单 位 元 的 单 射 环 同 态 r 和 非 奇 异 矩 阵 
Re Mn(F) 使 得 O((t;)) = R r(t) R 对 所 有 的 (tiy) € ME) 
成 立 ， 特别 地 ， © 是 ME 的 7- 代数 同 态 . 

证 阴 由 重 的 可 乘 性 ,我 们 有 OCP; (1)) (7 = 1,2,… ,n) AH 
等 元 . BRM ERM HEL Si AG on, A BROAR) = 
O(P,(1))O(P;(1}) = 80). BA B(0) = Oo 与 每 个 OP) X 
H, AER Sc Qi (i= 1,2,… ,n) 使 得 OCP) = Qo + 
Qi, 其 中 OQ; = QQ: = 9G #7) E OG: = Go = 0. 从 
而 rank(Qo)+rank(Qi)} + ---+rank(Q,) < n, & rank(Q;) (7 = 
0,1,.… ,mn) 中 至 少 有 一 个 为 0. 

如 果 rank(Qo) = k Æ 0, $ Mo A M RAE Qo MI- Qo 
的 值 域 .那么 DTS) = S(O)O(T) = 20) = Oo BH, KF 
ZAME F = My @ Mi, 有 &(T) = ( ‘ nD ) 其 中 & : 
Mn(F) 一 C(Ah) = Mnlf) 2A RE 更 1(0) = 0 AA 
rank(@;) + +--+rank(Qn) En- k fH 61(P,(1)) = i, 因此 至 少 
存在 一 个 i 使 得 DRO) = 0. 由 此 推出 $ 把 秩 至 多 为 1 WE 
ay OSE. BASRA RE 下 和 可 乘 映射 Bo: M,(F) 一 
Mn_xk(F) 使 得 更 具有 形式 (2). 

如 果 rank(Qo) = 0, 那么 至 少 有 一 个 了 HEA rank(Q;) < 1, 外 
而 rank($(P;(1)}) < 1, 现在 应 用 定理 10.1.1 可 完成 证 明 . 证 毕 . 


§10.2 ”和 窍 阵 代数 上 保 详 及 保 正 规 性 可 乘 上 映射 


作为 $10.1 节 结 果 的 应 用 ， 本 节 进 一 步 讨 论 了 矩阵 代数 上 的 


TRA AB. RNB F 是 复数 域 C. 
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MT T € MC), & o(T) #1 r(T) = max{|à] | à € (T) 分 
别 代 表 卫 的 谱 和 谐 半径 .回顾 一 下 ,映射 理 : Mn(C]) + MlO) 称 
为 保 谱 半径 ， 如 果 rT) = rfT) 对 每 个 了 Ee MO 成 立 ， 显然 
保 谱 映射 一 定 保 谱 半 径 . 

定理 10.3.1 HS: M,(C) > MaC AMF. MY ® Re 
半径 的 充分 必要 条 件 是 存在 非 奇 异 和 矩阵 RE M,(C) 使 得 ST) = 
ROTR 对 每 个 了 E MaC) 成 立 ; 或 OT) = ROTR 对 每 个 
TEM,(C) Raz, B® E M,(C) EA ARH RHH K A. 

证 明 条 件 的 充分 性 显然 .下 证 必要 性 . 

ko BRERA RH, ROA 20) = 0. AM, 
PO IES RSA r(B(O}) = 1. 这 与 r((0)) = r0) = 0 F 
iB. B O(P,(1)) BARS 1 = r( 忆 (1)) = r(O(PF,(1)), FRA 
在 单位 向 量 w E C 使 得 更 (Plan = wi (i = 1,2,--- ,n). 如 
Rij WAA = ARAPE Uw; = HOw; = 0. 
M {wi,Ww2,… ,wn} 是 O HAE. EER A: w > ei (i= 
1,2,---,n}. BRW O(P,)) = ARU) 显然 PRG) 是 一 秩 
矩阵 (i = 1,2,---,n). 由 定理 10.1.1 知 存在 上 保单 位 元 的 单身 
环 同 态 7 RETRE R E M,(C) 使 得 更 (fi = R71(7(tij))R 
对 每 个 (t;;) E MO 成 立 ， 注 意 到 对 任意 的 be C, 有 


|b| = r(Pi(6)) = (CRO) = rr (DR PDR) = |r), 


于 是 T 连续 . 故 对 任意 的 入 EC Ar) = 和; 或 对 任意 的 AEC 
A (A) =A. 证 毕 . 

推论 10.2.2 设 亚 :MtC) 一 Mn( ATRE. W 更 保 
谱 当 且 仅 当 存 在 非 奇 异 矩 阵 Re M,(C) 使 得 更 (T) = RITR 对 
Ht Te M,(C) 成 立 ， 即 更 是 MCO 上 的 自 同 构 . 

证 角 由 定理 10.2.1, 我 们 只 须 证 明 r FBC EMH. 
和 否则， 对 任意 的 EC 有 


{A} 一 OA) = 6 @(AD) = o (AT) =I, 
: 407 - 


这 是 不 可 能 的 .因此 ， ST) = ROTR 对 任意 的 人 < M,(C) 成 
y. 证 毕 . 

ELRR— F, JOR A 的 数值 域 和 数值 半径 分 别 定义 为 WA) = 
{(Az,z)|z eC, ell = 1} A w(A) =sup{]à| | A € W(A)}. 

定理 10.2.3 HO: M,(C) + M,(C) 为 可 乘 映射 ， 则 更 保 
数值 半径 当 且 仅 当 存 在 酉 第 阵 U c M,(C) 使 得 OCT) = U*TU 对 
任意 的 全 Ee M,(C) 成 立 ; Be G(T) = DU*TU 对 任意 的 了 EnafC) 

证 明 注意 到 再 (0) = 0. AM, O10) BIEFHS a. A 
此 1 < w(S(0)), FE. BOER be CF wP) = 加 
他 = 1,2,--- ,n), 故 类 似 于 定理 10.2.1 KEM, ESE RS 
Re M,(C) # (T) = R OTR 对 任意 的 TE M,(C) 成 立 ;或 
P(T) = R OTR 对 任意 的 荆 E M,(C) 成 立 . 

下 证 ， 若 对 每 个 全 € M,(C), 有 更 (7) = R'TR, MAA BH 
fe U 使 得 对 任意 的 了 了 < M,(C), & AT) = U*TU. 

事实 上 ， 对 任意 网 re, BR Rr Rs 线性 相关 B 
WW, 存在 zo € C E R zo 与 R"r 线性 无 关 . 由 于 Rl 2p@R* x 
BARAK BSH, Bie WR 1xo@ Rx) 是 以 0 和 1 为 焦 
点 的 椭圆 盘 . THA So 的 保 数值 半径 性 , 我 们 得 到 1 < wR Eg 
R'z0) = w(O(r9 Q z0)) = w(zo@ 20) = 1 矛盾 . 利用 引 理 2.1.3, F 
E Xo E C HB R = oR", 从 而 和 NRRR= R-1R=I= RRO = 
MRR", BH Ao > 0. SU = JKR, WU RAER P(T) = 0*TU 
对 任意 的 了 < M,(C) 成立. 

现在 假定 对 任意 的 了 Te M,C), § O(T)=ROTR. 我 们 将 证 
明 存 在 酉 矩阵 U 使 得 G(T) = U*TU 对 每 个 工 E MO 成 立 . 

注意 到 TS = (0) BW) = (TF = T". Wt R BA 
元 (或 5 AY) 当 且 仅 当 五 ABMS 自 伴 )， 我 们 断言 对 
任意 的 向 量 se, A Re 与 (Br 线性 相关 ， 否则 车 存在 
zo € Cn 使 得 Rm 与 R'e 线性 无 关 ， 由 于 O 保 数值 半径 ， 
我 们 有 1 < wH 2@R'z) = w(O(z @ z)) = wz & z) = 1, X 
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一 次 得 到 了 矛盾， 也 由 2.1.3, 存在 Ap EC 使 得 R = AR. 所 以 
AOR R= RIR = I= RR! =AgRR*, 页 ào >0 OU = SDR, 
WU BAILA OT) = UTU 对 任意 的 TE M,(C) 成 立 . 证 毕 . 

推论 10.2.4 i b: M,(C) > Ma0 ARH. WOR 
数值 域 当 且 仅 当 存在 西 矩 隆 U c MC) 使 得 G(T) = UTU 对 每 
4 TE M,(C) 成 立 . 

证 明 注意 到 对 任意 的 入 EC 有 有 W(X) = {A}， 因 此 定理 
10.2.3 中 的 后 一 种 情形 不 出 现 . 证 毕 . 

#T>O0> O(7)>0, ME D REH: BT =T > (TY = 
G(T), NRO 保 自 伴 人 性 ， 类 似 地 ， 可 定义 保 和 矩阵 西 性 的 碳 射 . 

定理 10.25 HOE: M,C) > MAO ARR. Me R 
TE (或 保 自 伴 ) E4 BI FARR SA: 

(1) © RIE (或 保 自 伴 ) 性 且 把 秩 不 大 于 1 的 矩阵 映 为 0 KR. 

(2) FERIERE U E [CD ERR k (<n) 以 及 保 正 性 
(或 保 自 伴 性 ) 的 可 乘 映射  : Mal 一 Ma- 满足 把 每 个 
秩 至 多 为 1 的 矩阵 映 成 0 矩阵 ， 使 得 对 任意 的 了 < Male), 有 
i 0 
0 (T) 

(3) FEB RM U € M,(C) 使 得 O(T) = UTU 对 所 有 的 
T € MaC) 成 立 ; OT) = UTU 对 所 有 的 TE MO RE. 

证 明 显然 只 需 证 明 条 侍 是 必要 的 ， 由 定理 10.1.4, 只 需 验证 
& PRS RAB AES Ee h IY Be T. 

假定 Qo = B(0) A 0. HF O00) REMRBEM, 因此 Go BR 
Æ. tH k =rank(Qo). WATE BEE U BQ = U* ( h 0 U. 
对 人 在意 的 了 $ BT) = US(T)U*. MY BRIE (RA FEE) 
的 可 乘 映 射 ， 并 且 满 足 TO) = é o} 注意 到 U(OU(T) = 


WTO) = 更 (0)， 此 与 定理 10.1.4 的 证 明 一 起 蕴涵 存在 保 正 性 
(或 保 自 伴 性 ) 的 可 染 映 射 Do: Mn(C) > Mn(C), 满足 把 秩 至 多 
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&(T) = U* 


为 1 的 矩阵 映 成 0 矩阵 ， 使 得 对 任意 的 了 € M,(C), 有 Y(T) = 
L 0 

( 0 go(T) ) 因此 > 具有 定理 中 陈述 的 形式 (2). 

假定 (0) = 0. 则 由 定理 10.1.4, 存在 C 上 保单 位 元 的 单 射 环 
同 态 7 和 非 奇 异 矩阵 R E MC) 使 得 对 任意 的 (si) E MAC), 有 
Pls h = RTs )R. 

现在 对 任意 的 S= (s), 定义 7(5) = (T{8i;)). HS 是 半 正 定 
RERE, A O(S) 也 是 ， 并 县 我 们 有 


R*r(SY (RY! = Bo'7(S)R. 


因此 对 所 有 的 半 正 定 上 矩阵 9, 我 人 有 RR*T(S)* = 7(S)RR*. 注意 到 
TE) = Ea, TÆER t= 1,2,- ,n, ARE = EuRR*. 由 
此 易 证 对 某 些 正 数 d, (i = 1,2,+-- n), RR* =diag{d),do,--- dy}. 

对 满足 AL <1 的 任意 AC C 及 任意 的 k, re {1,2,--- ,n}， 
k Ar, 令 和 矩阵 5 = (su), 其 中 spe = Spr = L, Shp = À, Spk 二 入 并 
B44 i,j ¢kr lit, A 56 二 0, 则 5>0. BM RR*T(S)* = 7(S)RR 
BB dr( = d TOJ. AMEER d 使 得 RR* = dI 且 对 任 
意 的 Xe C #70) = 70) $ U = iR, 则 可 是 西元 且 
O(T) = U*r(T)U. T > 0 BR 7(T) = UO(T)U* BA, K 
T(R) C 民 注意 到 对 任意 的 8 eQ, 有 r(6) = 6, 因此 对 任意 的 
Qa ER 民有 To) =a 所 以 要 么 对 所 有 的 入 EC r(A) =A, Ram 
MAK AEC, 7T(A) =A. 

TAMEO BRA EN FR. LEAH Ri. 证 毕 . 

FREE Fl RST Be RET FERN, 我 们 有 下 列 结论 . 

定理 10.2.6 4% &: MaC) + MO 为 可 乘 映射 W e 保 . 
正规 (RRE) 性 当 且 仅 当 下 列 陈 述 之 一 成 立 : 

(1) 更 保 正 规 性 (或 保 丁 性) HERAF 1 的 矩阵 映 为 0 4i 
Re. 

(2) FE BBR U E M,(C), ERR k (<n) 以 及 保 正规 性 

{或 保 西 性 ) AT FRR Bo: M,(C) 一 Mar 满足 把 每 个 秩 至 多 
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为 1 KERERE 0 矩阵 ， 使 得 对 任意 的 工 e MaC, 有 Or) = 
Ik 0 
0 (T) 
(3) FEAE U € MaC) 使 得 aT) = UTU 对 所 有 的 
TeEM,(C)) Raz, S(T) = UTU 对 所 有 的 荆 E M,(C) 成 立 . 

证 明 由 定理 10.1.4 和 定理 10.2.5 的 证 明 ， 我 们 只 需 考虑 情 
形 理 (0)=0 且 更 保 秩 一 性 ， 从 而 证 明 更 具有 形式 (3) BT. 

由 定理 10.1.4 知 ， 存 在 C 上 保单 位 元 的 单 射 环 同 态 + 和 非 
奇异 矩阵 Re Mn(C) 使 得 对 任意 的 (s) € Mn(C) 有 Pleg) = 
R! (T(s;; R. 

假定 更 保 正规 性 . MATER EME S = (sij) E M,(C), 
我 们 有 

R*r(S)*(R*) RS)R= RT(S)RRT(S)(R"). 

斯 以 
T(S) RR) IT(S) RR = (RR*)'r(S)RR7(8)". (40.2.1) 
注意 到 T(E) = T( = Eu, 我 们 有 
EulRR'Y E,RR* = (RR TEsRREs: Vi=1,2,...,n. 
(10.2.2) 
令 {RR*)-! = (wi) H RR* = (viz). 由 于 wi > 0, vi > 0 H (wis) 
各 (wiy) 的 任意 主子 方 阵 均 是 正定 的 ,因此 由 (10.2.2) 式 , 我 们 有 
> Wav Pik = Yo wivi Ei, 
k=1 


k=1 


* 


HH k At, Nl wri = vie =0. 所 以 RR" =diag{di,d2,:… da} 
EP di = vu. FHE d: = dj = d. 如 若 不 然 , OFRE k LEl 2, n 
Hd, Ad. SS = Ert En, WS AEREE (5) = 7(S)* = 
S. 由 {10.2.1) 式 ， 我 们 有 

(Er + En) (RREY (Er + Em) RR" 


= (RR*) Eri + Ew) RR (Em + Ete), 
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ik didz! = de "dy, BI d? = 2, 5d, A FR. 因此 RR* = di. & 
U =d-4R, 则 是 西 矩 阵 且 对 任意 的 矩阵 全 有 O(T) = U*7(T)U. 
BR, HT 是 正规 矩阵 ， 则 7(T) 也 是 ， 对 任意 的 和 EC, E 


T AD 0 
X00 ... 0 
T-|0 00- 0f, 
0 0 0 0 
则 了 正规， 因此 
1 rr 0 
r(A) 0 0 
0 0 0 ... 0 


也 是 正规 的 ， 由 于 TYT) = 7(TYr(TY*, i rO) = 70). 进而 
易 证 7 是 恒 等 映 射 或 共 辆 映射 ， 完 成 保 正规 性 情形 的 证 明 . 

假定 D 保 矩阵 的 西 性 ， 则 对 任意 西 答 阵 3 = (s) 有 

7(S)*(RR*)-'1(S)RR* = (RR) 17(S)RR"T(S)* =I. (10.2.3) 

+ 

Ue = En t'et Ew-i- + Bee + Epik) 

tet Ec yn t+ Eir + Basen t+- + Enn- 
显然 Un 是 本 矩阵 且 (Ue) = TV)* = Ue = Uf. 故 由 (10.2.3)， 
我 们 有 
Ua (RR*) Ua RR* = (RR) Ua RR Uy = 1. 

这 样 对 任意 的 1 € {1,2,---n}, Ug = RAV. 记 RR* = 
(viy), 通过 简单 计算 得 ， 


Ukk = V11 Vet = Vik, Vik = Va Vki = OK 对 于 (è Æ k,l). 
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因此 ， 存 在 正 数 d 和 实数 a 使 得 ws =d 且 当 1 天 了 时 ， 有 ui =a. 
下 证 a= 0. 任 取 正 整数 m, n, r 使 得 m? =n? +77. > 


2 fp 0 
mh å m 
2 Rogo 
mo å m 
S=] 9 o 1 0 |? 
0 0 O- 1 


则 S 是 本 矩阵 且 7(S) = 5. 由 (10.2.3) 式 得 SRR* = RR*5. 易 证 
ita = Ha =a. ka= 0. 所 以 RR*=dl. $ U= dR, MU 
基 西 矩阵 且 对 性 意 的 第 阵 了 有 PT) = Us (TU. 而 且 当 Ss 是 西 
矩阵 时 ， 我 们 可 证 T(S) 也 是 西 的 ， 对 满足 | 刘 = 1 的 任意 Xe C 
令 


二 XO 0 
m m 
-TX 2 0 0 
m Tit 
Sa = 0 0 1 0 |， 
0 0 0 1 
则 5 是 西 的 ， 从 而 
n rT 
m —t(A) 0 0 
Tr n 
——7(A) = 0 ... 0 
(5) = 0 0 1 0 
0 0 Q --- 1 


BEA. w rA) = 70), 且 对 满足 A = 1 的 任意 入 E GC, 有 
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TOJ = 1. 对 满足 [tl < 1 KEM LER, 令 


t y1- 0 e 0 
-y 1- t? t 0- 0 


T, = 0 0 1 of, 
0 0 0 1 
WT, 是 西 的 ， 故 
T(t) tíyl- t) 0- 0 
-VI 9 o- o0 
rT) = 0 0 1 .… 0 
0 0 0 .1 


也 是 西 的 ， 从 而 Ire <1. 因而 7+ 有 界 ， 故 可 证 + 是 恒 等 映射 或 
Hyg. WEAR. 

推论 10.2.7 HO: M,(C) > M,(C) BARRA. 若 P0) = 
08 ¢ 227+ -BHR RR BHR, MFARARSH: 

(1) BREW. 

(2) 更 是 保 自 伴 的 . 

(3) 更 是 保 正 规 的 . 

(4) > ERAR. 

(5) FEARS U c€ MaC) 使 得 OT) = UTU 对 所 有 的 
TEM,(C) 成 立 ， E OT) = UTU MRAM T E€ MaC) 成 立 . 


§10.3 B(X) 上 的 保 秩 可 乘 映射 


- AWARE X ALY EKRE (=R aC) ER Banach 空间 ， 
其 中 dimX = œ, 并 且 讨 论 BCX) 上 的 保 秩 一 性 和 保 秩 可 乘 映射 
的 刻画 . 
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设 MEX 的 子 空间 ， 如 果 存 在 子 空 间 N CX 使 得 Mn 
RN=foj 且 MT+N=X 称 站 是 M 在 天 中 的 补 子 空间 ， 记 为 
MIN =X. 4 F(X) 代表 和 上 秩 不 大 于 1 的 算 子 全 体 组 成 的 集 


CE 


定理 10.3.1 #6: BX) > BY) 是 可 乘 上 映射 ， 对 是 包含 
集合 {y | 存在 一 秩 算 子 T 使 得 y crng(O(T))} 的 最 小 闭 子 空间 且 
AAMT SH N. E 把 某 个 一 秩 算 子 映 成 秩 不 大 于 1 的 算 
F, 并 且 存 在 (k > 2) 秩 赛 等 元 忆 HH rank(@(Pp)) <rank(Po), 
则 更 具有 下 列 形式 之 一 : 

(1) 更 把 秩 不 超过 1 的 算 子 映 为 0. 

(2) 按照 空间 分 解 Y = Vit Yo, 对 任意 的 荆 e B(X), 都 有 


aT) = ( me) o ) 


其 中 ， Yo =rng((0)) FH dim = 1, Bo : B(X) > BUY) 是 把 次 
不 超过 HATRA 0 KRR. 

(3) FAN RARE (MRR) 算 子 AX > ML 和 把 
秩 不 超过 ! HAF RA OH ARR Do: B(X) + BIN), HAF 
在 映射 Piz: B(X) — B(N, M) 满足 更 ia(0) = 0 和 


,.(T) = ATA! Ao + (TP YT € B(X), 


其 中 Ay = Pall), P, = oll), AP, = 0, 使 得 关于 空间 分 解 
Y = M+N, WEH T € B(X), 都 有 


ATA-! (T) ) 


(7) = ( 人 


证 明 由 更 的 可 习性 知 , 若 存在 一 个 一 秩 算 子 工 使 得 OT) = 
0, 则 对 任意 的 一 秩 算 子 9 都 有 再 (5) = 0. 事实 上 ， 设 存在 cE X, 
f E X* FB Oe Bf) =0. May € X, fo E X* EB (cz, fo) = 
(ao, f) = 1. 则 对 任意 的 一 铁 算 子 5 = wu Qh, RATA Pugh) = 
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PuB fo)(x @ fto 8 A)) = O(u @ fo) B(x @ fB Oh). 又 注意 
到 对 任意 的 了 Ee BUX) 有 ONT) = $(T)G(0) = (0), 所 以 在 这 
种 情形 下 更 具有 形式 (1). 

现在 假设 存在 一 秩 算 子 了 使 得 OT) 天 0, 则 对 任意 一 秩 算 子 
S 有 更 (3S) 740. 由 于 使 得 蘑 个 一 秩 算 子 (AGRA Th) 秩 不 
增 ， 所 以 0 产 rank( 理 (Tb)) < 1, 故 rank(®(To)) = 1. 由 于 HVAT HR 
性 ， 易 验证 更 是 保 一 秩 的 . 

车 0) £0, 则 更 (0) BESS. > Yo =rng(H(0)), 则 
dim(Yo) = 1, H Yo 有 闭 的 补 子 空间 Y HAY = Y+ 现在 于 
HIREA > 具有 形式 (2). 

# (0) = 0, 我 们 证 明 此 时 钊 具有 形式 (3). 

断言 1 WHAT CAX) RACE 4 BAT) = ABT) 成 
WY; 或 对 任意 TE FX) RA EK, 4 OAT) = AHT) 成 立 . 

对 任意 一 秩 算 子 A, 都 存在 一 秩 算 子 RR A-ARA. 由 里 
的 保 一 秩 性 得 


SA) = BARA) = &(A)@(AR)O(A), 
于 是 存在 数值 函数 74 使 得 
DAA) = TA(A)@CA). 


FE 74 FARK. SRE, AB 是 一 秩 算 子 且 BAO, rg 
是 与 日 对 应 的 数值 函数 ， 我 们 有 | 


TB(NE(B)E(A) = BABA) = ®(BAA) = 7A(N EB)E(A), 


i, Ta= Te. FC 是 一 秩 算 子 且 CA=0, WIRI- ERT E 
ER CB #0 H BA#0, 从 而 有 Ta = Tc = TB. MER 
7 使 得 对 性 意 一 秩 算 子 了 及 和 AEE # OAT) = 7A) O(T). 于 是 


T(Ap}®(A) = (Ap) = r(A)r(n) (A), 


因而 7 是 可 乘 的 ， 下 证 7 也 具有 可 加 性 . 
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由 假设 知 Py 是 kB (k > 2) FEE rank(B(P)) < k, 
故 可 设 Py = ofo Ah, {z} CX {ila cX* A 
(Zi, fj} = bij (Kronecker 符号 ). 那么 


k k 
(> D(z, 的 n) (Po) = > (z; 的 fa 
k 
= (Fo) (> Piz: @ 月) ， 


{=1 


k k 
下 (i @ 月 | = &(Py) > Y B(x; ® fi). 
i=} 


i=l 


R Ba; 8 filaj @ 万 ) = O(a; @ HE D fi) = 0 (iA j) H 


k k 
@ (Ze @ n) = > (ri @ fi) = B(Po). 


i=l i=l 


对 任意 的 A EF, n< k, 我 们 有 


(Ee) 
(Eee) (Ge) 


- (> B(x, fi 中 (33 was) ® s) 


i=l 


一 全 


il 
M g 


{Aiz ® Fr) 


t 


| 
ma 


TAs} {r ® fr), 


ri 
pa 


- 417 - 


人 (人 
afee Es) (Semen 


= 5 rA fa). 


于 是 对 任意 的 À; EF, nok, 有 T ($~) -和 r(AN)， 即 了 是 可 


iz i=] 

mi. 故 了 是 非 零 环 同 态 . AF=R 由 7 的 正 性 及 有 理 数 在 实 
数 集中 的 稠密 性 知 7T(A) = 和 (ACR) AFC 我 们 断言 了 要 么 
ESR, ROBERN. AWA RET 是 连续 的 . 如 若 不 
然 ， 宙 泛 范 方程 理论 中 的 一 个 初等 结果 知 ， 了 在 0 点 的 任意 邻 域 
都 是 无 界 的 ， 因 此 存在 {An} € C WI [An] < 2-7" H ir(An)| 一 oo 
(n — 00). 因 dim = oo, 帮 存 在 可 分 空间 X CX. 由 [174; 定理 
1] 知 ， 存 在 序列 {zn} C Xi, {gn} C Xf 使 得 

(i) gn(zm) = mn (Kronecker 符号 ) (n,m = 1,2,..:); 

(ii) supn lzn lignll < b < +00. 

HX, = X, M fa = ga E€ X* (ne N). AX, AX, H Hahn- 
Banach 定理 ， 存 在 fa € X* 使 得 Mall = llgnl] E f(z) = gala) 
(zE Xi,n € N). & Pn = B fn, 则 {Pa} EH EIERE M 
元 序列 . 令 了 = > ,(》nPu), 那么 TE B(X)- 因为 


n=1 


oo oD 
ITI < $O An Pall < bY Anl <b < oo 
ni n=1 
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所 以 OT) € B8(Y)， 但 是 对 任意 单位 向 量 y erng(O(P,)), 由 于 
DPn) 是 一 秩 短 等 元 ， 故 有 


STY > ST) yall 
= le (5 AmPm) (Paya | 


= [PAn Panl] = I7{An}| > oO, 


这 是 一 个 矛盾 ， 所 以 r 是 连续 的 非 零 环 同 态 . 

林 失 一 般 性 ， 可 设 (A) 三 入 对 于 (A) 三 入 的 情形 ， 可 类 
似 地 证 明 . 对 任意 ze Xf € 和 定义 了 = {z8@h|heX*}, 
Ry ={uQf|ue xX}. 

断言 3 HEE eX, fe xX, 存在 y€ Y,g E€ Y* 使 得 
(Lz) C Ly, B(Ry) C Ry. 

EERE z eX, 取 fe X* 使 得 (o,f) = 1, WHA y € Y, 
g E Y*, ER Piro f) =yOg. MER Tgh E Lr, > Hagh) = 
voli WA 


v@l= Er 8h) =B(2Of-cBh)=y8g-vOl=(v, gy @l. 


M (zs O kh) ec Ly, Bl O(L,) C Ly. 同 理 可 证 B(Rr) C Ry. 

断言 3 令 ZGo=1{9| 存 在 一 秩 算 子 了 使 得 OT) = yg}, M 
对 任意 的 非 零 向 量 ye M, 存在 gE Zo HE (v9) FO. BI ZR 
EM. 

& Mo = {y € Y | 存在 一 秩 算 子 全 使 得 y ermg( 亚 (T))}， 对 
任意 的 y E Mo, 存在 s E X HH OL.) C Ly 取 f eX* 满 
E (z,fp=1, B$ Oc ef) =yog 注意 到 & RRFL, K 
(y,g) = 1 #0. 

由 断言 1 易 证 FM = Mo. FER y, yo € Mo, Hn, y BHA 
K, 则 yty € Mo, 进而 存在 g E Zo 使 得 (i tyg) 40. Hv, 
ya 线性 无 关 ， 则 存在 线性 无 关 的 21, co & X 使 得 OL.) C Ly, 
(i = 1,2). RA, fe © X* 使 得 (ei, h) = 5; (7 = 1,2). 4 
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(2,2 fi) =H Ogi, M (y gj) = 6 (7 = 1,2) H (y +y g? 49. 
因此 ， spanMo 在 相对 拓扑 o(spanM, Zo) 下 是 Hausdorff 空间 ， 
进而 spanMo 在 此 拓扑 下 的 完备 化 是 包含 M 的 Hausdorff 空间 ， 
所 以 Zo 决定 M. 

新 言 4 下 限制 在 Ry 上 是 可 可 的 ， 进 而 当 Tr{A) 三 入 时 是 线 
性 的 . 

Br, Of Ry (i 一 1,2). 由 断言 2, TS O(c. Of/p=y Og, 
$((z1 十 ZT2) 久 月 二 加 2 89. 因为 

Pugh- (zı +79) $ J) = (z1 + x2,h) E(u® f) 
= G(u@h-2, @f)+B(u@h: r28 f), 
# 
vOl-y21@g=vOl-(w +y) Og, 
即 
(iz, fe @ 9 = (Mh + ye, Dy Ba, 
ZE, v@l=Gu@h) H uM h HERE MAA 3, 立 得 
yi = y1 +y 所 以 ， 对 任意 的 ri 和 zo, 都 有 
B((2, +22) 8 f) = P(r, Q f) + P(e @ F), 
MATA HAM, & 限制 在 Ry 上 是 线性 的 . 

MES M cLat{O(T)|T € BX)}, 其 中 Lats 是 算 子 集 S 
的 不 变 子 空间 全 体 构 成 的 集合 . 

断 青 6 定义 d: BX) > BM) 为 G(T) = Tl, 则 当 
TIA 三 入 时 ， & RL, 上 基线 性 的 . 

类 似 于 断言 4 的 论证 ， 只 需 证 明 OAL, LHW MH. 设 
(Da) C Ly, WERE fi, 和 E€ X 及 任意 一 秩 算 子 4 久 g, Wid 
Pre fi) = yg ed (fit fe) yan Bush) =vOl. R 
EBE 1 得 

Hr @ (fit fo) u@h) = B(2@ fi-u@h}+ Oe fz ugh), 
因此 (v, go) = (w, g +o} 对 任意 的 v EM 都 成 立 ， ITA 
Sulm = sila + gala, 
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M4 r(A Rt, 6: 在 L。 上 是 线性 的 . 

Re? 存在 可 逆 有 界线 性 算 子 AX -M 使 得 对 任意 一 秩 
Bf c@f, A Dla f)=Areacf, KF C= (At 

WERAES RK 2 eX RA, fE X*, @ 是 Ry, (或 Ry,+j) 
到 某 个 Ro, (或 Roig.) 中 的 线性 映射 ， 因 而 存在 线性 映射 A; : 
X ~» M (或 A: X > M) 使 得 bilr f) = Ar eg; (或 
ilze (A + fe)) = Anr @ (91 +9) i 二 1,2. 不 失 一 般 性 ， 可 假 
Ah hRS. AA 3 限制 在 L 上 是 到 某 个 Ly 的 线性 
单 射 ， 故 由 和 go 也 线性 无 关 ， 于 是 由 


Ayer ® (g + go) = O1(2 @ (fi + fa)) = Ar 8g + A8 o 
得 


Air = Ayr = 22， 
故 存 在 线性 单 射 ASX + M 使 得 D1 (2 @ f) = Ax @ gy. 
类 似 可 证 存在 线性 单 射 C: M* 一 X* 使 得 tze) = 
AroCf. 
进而 ,由 于 (Az, Cf }AuDCh = $ (uQ f agh) = (x, f) AU@CH, 
HAMBP ce X R f EX, 都 有 


(Av, Cf) = (x, f} (10.3.1) 
设 zn > 2, Az, > y, WA 
(Azm Cf) > (y, Cf), 
(Attn, Cf) = (tn, f} > (a, f) = (Ax, Cf}. 
所 以 ， 对 所 有 的 f eX", 都 有 
(Az, Cf) = CP). 


XA Az, ye M 且 由 断言 3, rng(C) 张 成 的 线性 子 空间 在 M* 中 
A, 故 必 有 4z =y RE, 所 以 ARAR, 从 而 有 界 . 又 由 (10.3.1) 
式 ，A*O = 了 根据 JM 和 和 的 定义 ， 知 4 已 经 是 有 界 单 射 稠 值 


RAT, A WMA C= A. 
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断言 8 ”对 任意 TE B(X), 有 更 (7Z) = ATA" 成 立 . 
事实 上 ， 对 任何 算 子 了 任何 向 量 x RE SLA 


$i (T) Az @ Cf = ITz@ 门 =4Tzg@Cf 


因而 ， BT)A = AT, i d(T) = ATA“, 

断言 9 更 具有 形式 (3). 

根据 上 述 断 言 ， 因 为 M 是 每 个 算 子 OT) 的 不 变 子 空间 而 且 
可 补 ， 其 补 空间 为 N. 关于 空间 分 解 Y 二 MON, HT) 可 表示 为 
2x2 算 子 矩阵 

S(T) = ( (T) (T) ) | 
0 (T) 

其 中 (T) € B(M), P(T) € BIN), S(T) € BIN, M). BR 
(T) = ATA! 对 任意 T € B(X) 成 立 By : B(X) > B(N) 
YR, MERE Bolar) = abot), 且 把 每 个 一 秩 算 子 映 为 0; 
®12 : B(X) > BIN, M) MERE 


Pis (oT) = a8,(T), 


$12(TS) = ATA" 10(S) + G12(T)B0(5). (10.3.2) 
在 (10.3.2) APS T =I Hid A = al), 得 
Aoo(S)=0 VS € BX). (10.3.3) 


显然 (10.3.3) wee A Aoo = 0, 其 中 Py = Bo( 了 ) 是 B(N) 
中 的 寡 等 算 子 .在 【10.3.2) the 9 = 工 则 得 


(T) = ATA Ao + 813(T) Po (10.3.4) 


对 所 有 的 Te BX). 证 毕 . 

注 10.3.1 存在 非 平 凡 可 悦 有 映射 盏 使 得 对 任意 TE 三 (XX) 有 
HT) = 0 成立. Hu, +H & Hilbert €H, KH) 是 五 上 的 紧 
SFE, 1: BCH) 一 B(H)/K(H) 是 典 则 映射 .7 : BUH) /IC(H) 
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— BUK) 是 C*- 代数 B(H)/K(A) 在 K 上 的 表示 . WHE 更 = 
Ton: BH) + BK) 是 把 所 有 紧 算 子 映 为 0 的 可 多 映射. 

MFT e€ BX), 线性 子 空间 入 C XX, FT RTENE 
的 限制 . 

定理 10.3.2 Oo: B(X)—> BY) AFM, M 的 定义 
同 定理 10.3.1. 则 下 列 氢 述 等 价 

(1) $ EREK. 

(2) 存在 一 秩 算 子 To 使 得 DT) 40, AS RRR. 

. 3) 存在 一 秩 算 子 To 使 得 (To) £0, 生 O RRRS THK 

不 增 . 

(4) FED WAAAY HRA ASX + MURS 
mgit) 中 元 均 交 换 ， 值 域 为 M MBSR Oc BY), 使 得 关于 
空间 分 解 了 =rmng(Q)+rng(I — Q), 对 每 个 TE BX), 都 有 


sm = ( ATA” 0 ) 


0 {T) 


其 中 G2(-) = U- Q)E()hngu-g) 是 把 有 限 秩 算 子 映 为 0 MAH 
BN. 

证 明 (4) > (1) = (2) > (3) 是 显然 的 ， 我 们 只 证 明 (3) > 
(4). 

E T MERG). 下 面 分 几 步 证 之 . 

断言 1 TRR, 

由 条 件 (3) 知 存在 一 秩 算 子 Ty 使 得 To) 40, 从 定理 10.3.1 
的 证 明 过 程 知 对 任意 一 秩 算 子 9 有 亚 (3) 关 0. RO RABBI 
秩 不 增 ， 故 更 保 一 特 团 等 元 ， 再 由 下 的 可 药性 易 得 更 是 保 一 秩 
的 . 

HE2 按照 空间 分 解 Y ~ MLN, 对 任意 TE 8(X) 有 


sm = ( ATA-! la(T) ) 


0 %o(T) 
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HPA: X+M AWMPARARHERKMANET, $9: B(X)- 
BIN) AAR AEM T E€ F(X), 有 tT) = 0, 映射 D: 
B(X) + B(N, M) 使 得 加 2(0) = 0 且 满 足 方程 


$,o(T} = ATATA + 42(T)P, YT € B(X), 


其 中 Ag = all), Py = oli) H AoA = 0. 

因 O(0) = 0, 再 由 定理 10.3.1 知 此 断言 成 立 . 

RES 是 秩 不 增 的 . 

对 任意 了 E F(X), FERGA 已 使 得 T= PT H rng(T) = 
mg( 卫 ), 因此 P(T) = O(P)O(T), AF o RES HK, RA] 
4 

rank®(T) < rank®(P) < rankP = rankT. 


断言 4 对 任意 了 < F(X) 有 toT) =0 H me($,2(T}) C 
mg(ATA~*). 

METE, WEET Cc F(X) 使 得 toT) A 0 BK rng(B2(T)) E 
rog ATA!) i 


-1 
rank ATA #12(T) > rankT, 
0 (T) 


与 断言 3 矛盾 . 

NES FERESE Q 使 得 mmg(@) = M 且 对 任意 Te B(X) 
有 QUT) = O(T)Q. 

记忆 Ee BY) AMY ENE M EMR, +N, = kerb), 
Nz =rng(So(1)). MER T < B(X), + OO(T) = P$i2(T)|w, 
PPT) = Pë). 由 断言 2 关于 空间 分 解 Y = MLN +N, 
我 们 有 


ATA! ATA-iA: $y(T) 
aT) = 0 g 0 ， 
0 0 (T) 
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其 中 A, = 690, @ : BX) > BIN, M), 满足 等 式 
STS) = ATASS) + BYTES) 
AS, : BX) + B(N2) ROR. Ae 是 秩 不 增 的 ， 故 对 任意 
T € F(X), 我 们 有 
ATA! ATAA, ATAA 
ET) = 0 0 0 = CTD, 
0 0 0 


其 中 Ay = O19 (0), 


c =] 0 E B(X,Y) , 
0 
D =(A7 ATA, AMA, ) € BIY,X) . 
容易 证 明 DC =I. 4 Q=CD, W QR =CDCD=CD=@, HQ 
TEH, H mg(Q) =rng(C) =M, 
Q(T) = CDCTD =CTD=CTDCD=(T)Q YT € F(X). 
因为 F(X) 在 B(X) PERAN, MOREE {Ta} F(X) 使 
B I =w-lim,T,. 所 以 日 = CD =w-lim,CT\D. 对 任意 T € B(X), 
我 们 有 
QO(T) = w- lim( CT DE(T)) = w- lim &(7,T) 
= w-limCT)TD = CTD, 
B(T)Q = O(T)(w-lim(CT,D)) = w-lim(G(T)CT,D) 
= w-lim(®(7)®(7))) = w-lim &(7T}) 
= w-limCTT,D = CTD, 
BBQ 5 me(®) 中 元 交换 , M S(T) = QS(T)Q+U-Q)9(T)U-Q), 


从 而 再 满足 (4). 证 毕 . 
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在 定理 10.3.1 和 10.3.2 H, FER M 有 闭 的 补 子 空间 的 假 
设 ， 则 对 任意 的 工 E BX), O(T) 的 矩阵 表示 仍 成 立 ， 但 M 的 补 
子 空间 N 可 能 不 内， (T), BolT), G2(T) 不 可 能 总 是 有 界线 性 
AT., l 可 能 也 不 是 有 界 的 . 进而 我 们 有 下 述 定理 ， 这 些 定理 在 
后 几 节 中 将 多 次 用 到 . 对 任意 的 线性 空间 N, M, 用 LCN, M) ( 当 
M =N WHICH LLN)) ERA N BM 所 有 线性 变换 的 集合 . 

定理 10.3.1 2: BX) 一 BY) 是 可 乘 映 射 ， M 是 包含 
集合 {y | 存在 一 秩 算 子 了 使 得 y crng(O(T))} 的 最 小 闭 子 空间 ， 
NEM 的 补 子 空间 , 若 理 使 得 某 个 一 秩 算 子 秩 不 增 且 存在 k- 秩 
(k > 2) B70 Po 使 得 rank(S(Po)) < k, 那么 更 具有 下 列 形 式 之 

(1) WHER T € Fi(X), 有 BT) = 0, 

(2) 按照 空间 分 解 了 = Y+, 对 任意 的 了 Ee BX), 有 

aT) = ( Bol?) 0 ) 
0 1 

其 中 Yo =rng(®(0)) H dim(Yo) = 1, Bo : B(X) > BY.) 是 把 秩 不 
超过 1 的 算 子 映 为 0 的 可 乘 喘 射 . . 

(3) 存在 可 逆 有 界线 性 或 共 三 线性 算 子 A: X 一 M, TRR 
St Bo : B(X) — E(N), 并 且 存 在 映射 Diz: B(X) > LIN, M) 满足 
$12(T) = ATA! Ao + S(T)P, (WT € B(X)), 其 中 Ag = B12(7), 
P, = Bo(1) B 4oP = 6, 使 得 校 照 空间 分 解 了 = M+ ,对 任意 
Te B(X) 有 

sm ATA-! (T) l 
0 (T) 

定理 10.3.7 HS: B(X) 5 BY) ETRE, M 的 定义 
如 定理 10.3.1 BB, SUF BRS ot: 

(1) 更 tk. 

(2) 存在 一 秩 算 子 Ty € B(X) 使 得 T) 40 AS 是 秩 不 增 


的 ， 
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(3) 存在 一 秩 算 子 Te B(X) 使 得 G(T) #0 A ORE 
的 秩 不 增 . 

(4) 存在 值 域 为 M BA mgt) 中 每 个 元 都 交换 的 竺 等 算 子 
Q:Y 一 了 了, 存在 可 逆 有 界线 性 或 共 筑 线性 竺 子 A: X > M, 使 得 
按照 空间 分 解 Y =mg(Q) +rng(J ~ Q), WHER T € B(X), 都 有 

(T) = ( ATA-! 0 ) 
0 (fT) 
其 中 G2(-) = U- QO) imgu-q) 是 把 所 有 有 限 秩 算 子 映 为 零 的 
Fy FE RRB. 

推论 10.3.3 RH 更: BX) 一 BY) 是 弱 连 续 且 保 一 秩 的 环 
间 态 的 充分 必要 条 件 是 更 是 可 苞 的 长 度 为 一 的 初等 算 子 (MEK 
初等 算 子 ), MRARKEAARHEATC:X oY RD:Y OX 
满足 DC =I, HOT) = CTD 对 任意 的 了 E BX) 成 立 ， 要 么 
存在 有 界 共 轿 线 性 算 子 C:X3YRD:Y >X WE DC =I, 
使 得 G(T) = CTD 对 任意 的 T e BX) 成 立 . 

注 10.3.2 4 A Al BRE Banach Sh) X MY 上 的 标准 
BFR, €:A>BAw RBM, WEH 10.3.1, 10.3.2, 10.3.1, 
10.3.2 均 成 立 ， 其 中 X 上 的 标准 算 子 代数 A 是 包含 了 和 F(X) 
的 BCX) BY AIF HER. 

BT € B(X), MR dim(X/mg(T)) =n < œ, WA T RER 
秩 n, WA corank(T) = n. 应 用 定理 10.3.2, 下 面 给 出 保 余 秩 可 乘 
映射 的 刻 面 . 

定理 10.3.4 WH, K X Hilbert Sf], ©: B(H) -> B(K) 是 
REFRESH. 令 M 为 定理 10.3.1 中 所 述 的 子 空间 . 如 
REEARRAT Th 使 得 O(%) #0, 则 下 列 叙 述 之 一 成 立 ， 

(1) Ko = rng(®(0)) Æ 工 维 的 ， 且 存在 Ko 的 补 空间 K, 使 得 
按照 空 但 分 解 K = Ki + Ko, 对 每 个 TE B(H) 都 有 

S(T) 0 
sm= ( “ys ) 
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其 中 go : BUH) BC) 是 把 秩 不 大 于 1 HAF RH 0 的 保 余 秩 
BY Few. 

(2) 在 在 值 域 为 M AY mge) 中 每 个 元 都 交换 的 知 等 算 子 
Q: KOK, 存在 可 道 有 界线 性 或 共 辐 线性 算 子 4 : 百 >M, 使 得 
按照 空间 分 解 KK =rng(Q) +rog(J 一 Q), IER T € B(X), 都 有 


g(T) = ATA! 0 
7 0 Tn J’ 


其 中 tal) = U QPC- 满足 Bl) = 1-0, 是 把 所 有 有 
RKAT RAS AMARA RRS TRA IRA T ay Fem 
Bt. 
证 朋 首先 证 明 是 保 秩 一 的 . > 
S= {meN| 存在 非 零 有限 秩 投影 P 
使 得 D(P) A 0 H rank(P) = m}. 

令 也 BST AMA ARMNRB, 那么 To = Pol. HAR S(T) A 
0, 我 们 有 (Pp) A 0, WM rank( Po) E S. HS 中 的 最 小 元 为 m% 于 是 
存在 m 秩 投影 Qo 使 得 S(O) 40. $ P EEK n 秩 投 影 则 存在 
始 投 影 为 Qo, 终 投 影 为 王 的 部 分 等 距 Y 使 得 Qo = VPV. 由 此 可 
得 (V*)O(P)O(V) = (Qo) 40, 因此 OCP) 40. 进而 , RHA 
PP) 的 秩 为 1, 取 久 为 一 秩 投影 使 得 -QP = PU-Q) 是 mn 一 1 
秩 的 , 则 OU -OQ) 和 OP) 是 正 交 的 , 而 且 亚 (已 ) < I-S6U-Q). 由 
于 OF -Q) 的 余 秩 是 1, 0 Arank(S(P)) <rank(J 一 至 他 一 名 )) = 1, 
Bf rank(®(P)) = 1. 下 证 P 的 秩 也 是 1. 用 反 证 法 . Bie rank(P) = 
n>l®RAn+L 秩 的 投影 . 类 似 于 上 述 讨论 易 知 ， 于 (RB) 的 秩 最 
多 为 2. BRntitn Ree Pi, Pan s Pari < REREN PHE 
两 个 的 乘积 都 是 m 一 1 RN. 于 是 [O(P,), OCF), +, OCP} 是 
R—H SRT HERR, HFA O(P)+6(P2)+---+O( Pasi) < BR). 
所 以 1<m+1l<2 从 而 = 1. EMA So HARE, BNA 
rank(@) =rank(Q’) AW rank(®(Q)) =rank(®(Q’)). 因此 更 是 保 
秩 一 的 . 
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情形 1 再 (0) £0. 

由 定理 10.3.1 易 知 本 定理 的 结论 (1) 成 立 

情形 2 (0) =0. 

我 们 斯 言 O 保 投影 的 秩 ， 对 任意 的 秩 投影 Pi PERA 
P=P,+Pa+-:-+Pr, 其 中 {Pi} 是 秩 一 投影 的 正 交集 ， 容 易 验 证 
@(P,)+-:-+O(P,) < O(P). 因为 8(P)S-P) = (1 -PB P) = 
0, 故 有 OP) <I-OU 一 P)}. 又 由 于 ERAR, BROA 


rank(®(P)) < rank(Z — (7 — P)) 
< corank(®(I — P)) 
= corank(I — P) 


= he 


由 此 可 知 ， BPL) + B(P,) = SP), 从 而 rank(®(P)) = n. 
现在 容易 看 出 RREH HEMS 103.2, 存在 可 逆 有 界线 

福 或 有 界 共 罗 线 性 算 子 A: H' = M, 存在 与 mgt) 中 每 个 算 子 

都 交换 的 矫 等 算 子 Q & BK), 使 得 关于 空间 分 解 KK = rng(@) + 

mg({I—Q), 

ATA“ 0 


0 (T) ) YT € BA), 


(T) = ( 
其 中 af) = -QPro 是 把 有 限 秩 算 子 映 为 0 HATER 
射 因为 四 是 保 余 秩 的 ，s 显然 把 有 限 余 秩 算 子 映 为 mgl- Q) 
ENR. RAW OU) BRR 0 HESHT, HOA 
(I) =I, 从 而 B2(2) = 1- Q. iE. 
H 上 算 子 4 的 余 秩 还 可 定义 为 corank(A) = dim(rng(A)). 
按 此 定义 的 余 秩 ， 定 理 10.3.4 仍 成 立 , 仅 有 的 改动 是 t MARE 
PAT RAREST. 


§10.4 B(X) EISH De #5 HH) Za E 


& X MY 是 Banach 空间 H dimX = oo， 本 节 我 们 应 用 
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§10.3 节 的 结果 进一步 讨论 BCX) 上 的 乘法 保持 问题 ， 同 时 给 出 一 
些 从 B(X) 到 BY) EH BH Be DAY e ed i. 

AFM) AX 上 秩 不 大 于 1 的 算 子 全 体 构 成 的 集合 ， 如 果 
A RBH OS CBX) LMA TN T > OT) T), 
则 称 更 是 S LRA. 

定理 10.41 SD: BX) BY) 为 可 乘 映射 . A rng) 包 
含 了 上 所 有 的 一 秩 堵 等 元 且 $Æ F(X)U{T € BCX) | (T) 二 0} 
上 是 单 射 ， 则 更 是 从 BX) 到 BY) LRA, Ble 
在 有 界线 性 或 共 思 线 性 算 子 AX 一 Y 使 得 对 任意 的 卫 EB(Xh， 
4 bT) = ATA" 成 立 . 

WEAR 我 们 分 几 步 来 证 明 . 

断言 1 4&(0)=0. 

由 D 的 可 滋 性 得 $(0)? = (0) 且 对 任意 的 S e B(X), 有 
tPS) = 再 (9) 更 (0) = 0). A rng( 吏 ) 包含 Y 上 的 所 有 一 
Ken, BH Y 上 的 任意 一 秩 办 等 元 了 有 OO) < T, 进而 
rank((0)) = 0 或 1. # rank($(0)) = 1, 则 存在 ye Y,geEY* 使 
得 yg} =1H O00) =ye@g @T=u@h, HhucY, heY* 
E yh) = 0, TÆ y@g = B(0) = THO) = (u@h)(y@g) = 0, F 
fA. 所 以 rank($(0)) = 0, BA &(0) = 0. 

断言 2 更 是 保 一 秩 的 ， 

注意 到 mgd 包含 上 的 所 有 一 秩 窒 等 元 ， 所 以 存在 非 零 算 
子 工 使 得 rank(@(T)) = 1. HS HIRED 更 是 秩 一 不 增 的 ， 又 
H SEFA) LERN, he Oo 保 一 秩 . 

断言 3 更 保洁 等 元 的 秩 . 

SPEnKESr, WHE n SHEER MH -REST R 
{i= 1,2,--- a) fH P=P+ Pte t+ Pa Ho HIRES 


验证 > OP) < O(P). X ERIP) = O(P;)O(P,) = (0) = 0 


G Za) 由 断言 2, RATA n =rank(S > G(P,)) <rank(@(P)). 4 
i=1 
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rank{®(P)) > n, 则 存在 n+ 1 SHA ER HRS c9 fi (i = 
1,2,-->,n+1) 使 得 (Pile, ® fi) = le @ fJO(P) #0. BA 
eB Erng(®) (i = 1,2,- ,n+1) E & Æ {T € B(X) | 8T) =0} 
上 是 单 射 , 故 存在 9; 使 得 EQ) = epf LQ =0 0 47). 对 任 
意 一 秩 算 子 了 ,我们 有 (POT) = (OPT), 所 以 PQT = Q,PT 
(¢=1,2,---,n+1). 因此， PQ; =Q:P 40 G =1,2,---,2+1). 
然而 这 与 rank(P) =n 矛盾 . 所 以 rank((P)) = n =rank(P). 

WE 4 FENDAAREREPRERT AX OY 使 得 
&(T) = ATA! 对 任意 的 Tc B(X) 成 立 . 

HMCX Se 103.2 中 的 相同 ,由 断言 2 和 3, 更 满足 定 
理 10.3.2 中 的 条 件 (3), 所 以 按照 空间 分 解 Y =M +N, 对 任意 


T EBX) 有 
ocr) = ATA 0 
0 &(T) }’ 


HA: X + M BAMA RIES. 事实 上 ，N =O. 
否则 ， 存 在 线性 泛 函 f < M+ 及 向 量 ze N 使 得 (zf) = 1. 而 一 
秩 第 等 元 z 名 了 关于 了 = 好 十 站 有 矩阵 表示 


0 0 
0 seer ` 


另 一 方面 ， 因 ref emg(), KF P € BX) 使 得 


aP) = 0 0 _f APA* 0 
0 z 儿 上 0 (P) J 


注意 到 APA +0, MAN = 0, HB a(T) = ATA 对 所 有 的 
T € B(X) 成 立 . 证 毕 . 

注 10.4,1 定理 10.4.1 中 的 条 件 “ me(S) 包含 了 上 所 有 一 
秩 宕 等 元 ”不 能 去 掉 . Win, + H 是 可 分 Hilbert SM, {en}%1 


E H 的 一 组 标准 正 交 基 . 在 这 组 基 下 ， 五 上 的 有 界线 性 算 子 可 
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表示 成 算 阵 的 形式 . + 


o o =e 0 
o =. o o 
Po o a 
© > °c & 


w 

Il 
> oc o F 
Do O o m= 
> Gera 
orem o o 


EY 6: BA) > BA) 使 得 对 任意 了 < B(H) 有 O(T) = ATB. 
Wik © E FHU {T € B(H)| O(T) = 身上 的 可 乘 单 射 且 
el De, grng(ð). BAA. 然而 , 在 定理 10.4.1 中 , #XMY 
均 是 Hilbert 空间 ， 此 条 件 可 减弱 为 “ rng( 别 ) 中 包含 了 上 的 所 有 
一 秩 投 影 ”. 

推论 10.4.2 ik &: B(X) > BY) 是 可 乘 映 射 , 且 me(S) 包 
AY EMRAH KEEL, WE RRS HT 

(1) ® Æ F(X) U{T € B(X) | O(T) = 0} 上 是 单 射 . 

(2) 更 是 保 秩 的 . 

(3) 存在 一 秩 算 子 Ty € BX) 使 得 S(T) 关 0 H 更 是 秩 不 增 
的 . 

(4) 存在 一 秩 算 子 T E BUX) 使 得 O(To) 40 BO RMS oe 

的 秩 不 增 . 

(5) ® 是 从 B(X) 到 8(Y) 上 的 同 构 或 共 轿 间 构 . 

证 明 利用 定理 10.3.2 和 10.4.1 的 证 明 及 结果 易 得 ， 证 毕 . 

51 10.4.3 #4: B(X) 一 BY) 是 可 乘 映射 . BO HH 
个 一 秩 算 子 的 秩 不 增 且 存在 Ty © F(X) 使 得 当 GAT) = (To) 
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Bt, AA=1, MO HE Fi(X)U{T € B(X) | O(T) = 0} 上 是 单 射 ， 

证 明 由 假设 易 证 (To) 4 0, 类 似 于 定理 10.3.1 相应 部 分 的 
证 明 可 得 更 是 保 一 秩 的 且 存 在 C 土 的 数值 函数 > 满足 7(1) = 1, 
使 得 BOAT) = APT) 对 任意 的 入 EC 及 了 E F(X) 成 立 . 下 面 
证 明 7) =1 BMA=1. 否则， 存在 a 关 1 使 得 r(a) = 1 FR 
(aT) = +(e) ®(T>) = (To), 与 假设 矛 于 ， 进 而 可 证 得 $B(0) = 0. 
事实 上 , 如 若 不 然 , 则 对 任意 的 入 E 人 有 7(A)G(0) = (4-0) = 更 (0)， 
故 r(A) 三 1, 与 假设 (AT) = (Tp) 推出 入 = 1 FA. 

我 们 断言 (T E B(X) | (7) = 0} c {0}. BEL, FT #0, 
WHE z € X 使 得 |Tel #0 HERDEIRA fe XA 
Tz @ f) #0, Bh B(T) 40, T ¢ {7 € BLX) | (TY) = 0}. 由 此 , 
& € {T € B(X)| OT) =0} 上 是 单 射 . 

FEDEA) 上 是 单 射 . 

否则 , 假设 存在 两 个 互 不 相同 的 一 秩 算 子 并 积 9 使 得 OT) = 
P(S), 我 们 考虑 下 面 的 三 种 情形 . 

Mii 了 与 3 线性 相关 . 

FEME AZW Aec HATH=AAS. 因此 ， 

P(S} = BT) = SAS) = (APS). 
从 而 r(A) = 1, HA= 1, HB. 

情形 2 TSS BEAK, MIER ce XA Trä Sz 
线性 相关 . 

由 引 理 2.1.3, 存在 y E€ X 及 线性 无 关 的 g, p E X* 使 得 
T=yQq,S=y@q. Moe X HH (2,9) = 1, (2,92) = 0. 于 
是 对 任意 的 f oX*, 有 

(Tr f) = B(y Bg - 2B f) = Sy @ f) £0, 
O(Sz @ f) = Py @ g2-7@ f) = G(0-y@ f) =0. 
KSPRAB, 


(Tz ® f) = O(T)8(e@ f) = (8) ®(2@ f) = (Sr f). 
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情形 3 了 与 5 线性 无 关 ， 且 存在 x € X 使 得 了 Tz 与 5x 线 
HET. 

这 种 情形 下 ， 存 在 六 < X* 使 得 (Tx, f) = 0 fit (Sz, f} = 1. 
则 

(Tro f -S2@ f) = Tr®f) £0, 
&(Sz @ f-Te® f) =G(0-Se@ f)=0. 

但 

&(Tz @ f) = (T)®(c @ f) = HNS f) = (S28 f), 


矛盾 ， 故 假设 不 成 立 . HO FX) 上 是 单 射 证 毕 . 

推论 10.4.4 设 更 : B(X) 一 BY) ETRS, H rng(®) 
包含 Y 上 的 所 有 一 秩 竹 等 元 . BRE T € A(X) 满足 OOM) = 
(J) A 入 = 1, 则 存在 可 逆 有 界线 性 或 共 轿 线性 算 子 A: xX > 
Y E P(T) = ATA 对 任意 的 TE BCX) 成 立 . 

TER ”由 假设 条 件 所 有 一 秩 知 等 元 包含 于 mgt) 知 (Cl) C 
CI H BAO RAC LW RAM 7 使 得 OAD) = rA 对 任 
BMAcCCMM. HO MAH, BHO) = 了. 进而 对 任意 的 
AEC RT € BX), & PAT) = r(A). 现在 应 用 引 理 10.4.3 
及 定理 10.4.1 可 完成 证 明 . 证 毕 . 

推论 10.4.5 WO: BX) + BY) BURR. 车 对 任意 一 
BESO, 其 原 象 IQ 存在 且 仍 为 一 秩 算 子 ， VRAD 
界线 性 或 失声 线性 算 子 A: X >Y 使 得 OT) = ATA 对 所 有 
i) T e B(X) 成 立 . 

证 明 由 假设 知 存在 一 秩 算 子 To 使 得 1 =rank( 亚 (To)). 所 以 
t ERER. ETE C 上 的 数值 函数 了 EPS (1) = 1 且 (AT) = 
(NBT) 对 所 有 的 入 eC 及 TE F(X) 成 立 . H B(0) FO, Ml (0) 
是 一 秩 福 等 元 ， 由 假设 20) 的 原 象 为 一 秩 算 子 ， 这 与 rank(0) =0 
FE. BT AO, WHE x eX 使 得 Tx 关 0, 所 以 对 任意 非 零 元 
了 EX 有 于 (Tz@ 放 是 一 秩 的 ,于 是 ST) £0, BN O(T) =0 4A 
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仅 当 工 =0. HFEME a ALM ae C HH (oe) =1. re X, 
SEX" WR (x, f} =1, U Blarg f) = O(2 @ f) L-KRESH, 
但 ar f 关 工 岛 闻 ,与 假设 了 矛盾， 所 以 7(X) = 1 4BRMY4A=L 
类 似 于 引 理 10.4.3, 可 证 多 在 万 (发 )U {T € B(X) | (7T)=0} 上 
是 单 射 ， 再 由 定理 10.4.1, 该 推论 得 证 .证 毕 . 

下 面 我 们 讨论 保 谱 可 乘 映射 , 为 此 要 求 Banach 空间 是 复 的 . 
对 任意 SC B(X), 令 LatS 2S 中 算 子 的 公共 不 变 子 空间 全 体 组 
成 的 集合 ， 且 Yr 为 了 的 有 限 维 子 空间 全 体 组 成 的 集合 ， 

定理 10.4.6 2S: 8(X) > BY) 为 可 乘 上 映射 ，rng( 生 ) 包含 
两 个 不 同 的 一 秩 算 子 且 Lat(rng()) C YrUY, WEARS HH: 

(1) $ 保 谱 . 

(2) 更 RAH. 

(3) $ HATENE. 

(4) 存在 可 逆 有 界线 性 算 子 A:X =Y E OT) = ATA 
对 任意 的 了 © B(X) 成 立 . 

证 明 我 们 只 证 明 (3) (4). 

令 A,W 是 了 上 的 两 个 不 同 的 一 秩 算 子 且 OR, W erng(), m 
存在 S AO 使 得 了 (5) = R RW. KH O(S) = R. 注意 到 O 
的 可 和 滋 性 及 至 保 一 秩 算 子 的 谱 ， 易 证 理 是 保 一 秩 的 ， 事 实 上， 还 
有 S0) = 0, 否则 对 任意 一 秩 算 子 T 有 O(T) = 亚 (0)， 这 与 假设 
rng(®) 包含 两 个 不 同 的 一 秩 算 子 巴 盾 . 

假定 存在 cE C 及 yeY HB ty Sy 线性 无 关 ， 与 定 
Æ 10.3.1 证 明 中 的 断言 3 一 样 ， 我 们 可 分 别 定义 M, Mo, Zo. 显 
& M ELat(rng(@)). 令 {x;} C 及 是 一 列 线 性 无 关 的 向 量 , 则 存在 
{fy} CY 使 得 (La) C Ly, (i 二 1,%,…). 因此 {y} CM 且 线 性 
EX, Hdim(M) = co, MUM=Y Hye M. 从 而 存在 非 零 向 量 
列 {yn} C Mo 使 得 llya- yll — 0 (n 一 oo). 车 对 任意 的 自然 数 
n FE {An} EF O(cD) yn = Anya 则 存在 {An} BRATI {An } 
使 得 An, 一 Ao AO. 进而 有 秋 (c7)y =limn ooAn Yn, = Ay, F 


盾 . WOR y e Mo RA O(cly Sy 线性 无 关 ， 由 定理 10.3.1 证 
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明知 存在 9 € Zo 使 得 (y,9) = 0 (P(cl)y,9) = k #0 且 存 在 一 秩 
AFT 使 得 OT) 二 y Og. 所 以 talr gg = EB(CT). 于 是 


{0,1} =0 (zeen) = ze(®(T)) = {0}. 


这 个 矛盾 说 明 存 在 C ERR rE OAT) = T(AJ7 对 任意 
的 和 EC 成立 . 令 忆 是 任意 一 秩 赛 等 元 ， 由 


{A, 0} = o(AP) = o(@(AP)) = 1(A)o(&(P}) = {r(A), 0} 


可 得 对 任意 AC Cr) =. 再 由 定理 10.3.1, 此 定理 得 证 . 证 
毕 . 

定理 10.4.7 HO: 8(X) 一 BY) ATREA, M 如 定理 
10.3.2 中 所 定义 ， 则 理 保有 限 秩 算 子 的 特征 值 及 其 重复 度 的 充分 
必要 条 件 是 存在 与 melt) 中 等 个 元 都 交换 的 值 域 为 M 的 者 等 算 
F P, 使 得 关于 分 解 了 = mg(P) + mgl- P), HERH T BX) 
都 有 
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(r) = ( 0 ,(T) 

HHA: X -好 为 可 道 有 界线 性 或 共 辐 线性 算 子 ， d: 是 将 
有 限 秩 算 子 映 为 OM BR AERA T € B(X}, $s(T) = 
(I — P)®(T)| mgr P)- 

证 明 我 们 具 需 证 明 必要 性 . 若 GLO) 0, 划 1 G0} 的 特征 
值 , 这 与 0 无 非 零 特 征 值 矛盾 . Ra eX, fex 使 得 {2,f) 关 0. + 
Q 为 任意 n RBI, 则 O(Q) BRB. HAA rank($(Q)) = 
n. 最 后 利用 定理 10.3.7, 完成 该 定理 的 证 明 . EE. 

定理 10.4.8 HO: BX) + BY) WHR, WT RR 
等 价 : 

(1) 更 保 谱 半径 ， 存 在 一 秩 算 子 Th EGO E Ch LTM, 
rngf 和 更) 中 至 少 包 含 两 个 不 同 的 一 秩 算 子 且 Lat(rng()) c Yru 
{Y}. 
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(2)® 保 一 秩 算 子 的 谱 半径 ， 存 在 一 秩 算 子 T HAO CK 
EWM, mgit) 中 至 少 包 含 两 个 不 同 的 一 秩 算 子 且 Lat(mg(®)) C 
yp U{¥}. 

(3) 更 保 谱 半径 ,存在 秩 不 小 于 2 ESIC PS ER rank(S(P))) 
<rank(Po}, rog) 中 至 少 包含 商 个 不 同 的 一 秩 算 子 且 Lat(rng($)) 
Cc Yr U {Y} 

(4) R-KRATMBER, FERRAT 2 HRSA Po 使 
得 rank(@(Po)) < rank(Py), mg(S) 中 至 少 包 含 两 个 不 同 的 一 秩 算 
FH Lat(mg(®)) c Yr LU {Y}. 

(5) 更 REFE, t ET 上 是 单 射 并 且 mg) 中 包含 Y 上 
所 有 一 秩 宕 等 元 ， 其 中 了 = {Ae C|] [A] =]}. 

(6】 存 在 可 逆 有 界线 性 或 共 罗 线性 算 子 4 : X 一 了 使得 
G(T) = ATA! 对 所 有 的 工 E B(X) 成 立 . 

证 明 我 们 只 省 证 明 (2) => (6), (4) > (6) 及 (5) = (6). 

(2) > (6). 类似 于 定理 10.4.6 我 们 可 证 明理 是 保 一 秩 的 ， 所 
以 由 定理 10.3.1 的 证 明知 ， 存 在 妃 上 的 数值 画 数 7 使 得 OT) = 
TAST 对 所 有 的 和 EC 及 TE F(X) 成 立 . 易 证 7 BARN. 
因 更 保 一 秩 算 子 的 湾 半 径 ， 则 对 于 入 EC, 有 ir) = 人. ae 
REE Th € P(X) 使 得 EC ETME, TEHER à, 
BECK 


T(A + ST) = D(A + 4) Zo) = BAT) + (To) 
= (r(A) + 7(u)) (To), 


ir E CEREZAS. His 2 C LMS RN RR, 
下 证 更 (9)} = 0. 否则 ， 对 任意 的 一 秩 算 子 工 有 OT) = (0), 这 与 
© 保 一 秩 算 子 的 谱 半 榴 矛 盾 ， 又 M cLat(rng(>)) H dimM = œ, 
所 以 M =Y. 由 定理 10.31, (6) 成 立 . 

(4) > (6). RUFLBEBRNA 更 R-K, 者 (0) =0 H 


M=Y. 由 假设 ， 并 利用 定理 10.3.1, (6) RZ. 
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(5) => (6). 车 (0) £0, 则 (0) 是 非 零 寡 等 元 ， 由 于 保 谱 半 
径 得 1=r(E(O)) = r(0) = 0, FA. WA oC) =0. $T ZO, 则 存 
E zex, fEX* 使 得 (Te, f)=1. A 


1=r(Tz8 f)=r(O(Te@ f)) = r(@(T)@(z@ f)), — 


K (T) 4 0, 从 而 证 得 本 了) = 0 当 且 仅 当 了 = 0. 对 任意 的 数 à, 
因 (XD H rng(®) PEHEZ mgit) 中 包含 Y ELMAR 
Soo, WO(Cl) CCl. 特别 地 ， 由 更 HAREM OD = FE 
存在 C ES aS r 使 得 BOL) = tO) 对 任意 的 和 eC 成 
L. 显然 ， 7 是 可 乘 的 ， rt = 1, 7(0) =0 E |r) = fA] Re 
限制 在 TT 上 是 单 射 ， 其 中 T 代表 单位 圆周 ， 类 似 于 引 理 10.4.3 
TE E EAX) 上 是 单 射 . 利用 定理 10.4.1, 本 定理 得 证 . 证 毕 . 

&O2 BX) 到 其 自身 的 映射 ， 若 对 任意 的 4 c BX), 存在 
一 列 与 4 有 关 的 自 同 构 (Pa) 使 得 算 子 列 {%,(4)} 依 范 数 收 敛 于 
P(A), ME $ Æ B(X) 到 其 自身 的 局 部 逼近 自 同 构 映射. 车 对 任 
意 的 Ac BX), 存在 与 4 有 关 的 自 同 构 O, 使 得 O(A) = al), 
M @ BX) 到 其 自身 的 局 部 自 同 构 映 射 . 

定理 10.4.9 io: BUX) + BX) 为 可 乘 映 射 且 rog(d) 中 
包含 了 上 的 所 有 一 秩 算 子 ， 则 更 是 局 部 逼近 自 同 构 的 充 要 条 和 件 
Æ ® E B(X) 上 的 自 同 构 . 

证 明 ito BBX) 到 其 自身 的 局 部 逼近 自 同 构 可 乘 映 射 ， 
HERA REARS IP, > rank(P) =n. 则 亚 (P) 是 n RES TMH 
范 数 极限 .下 证 rank(®(P))} <n. 

事实 上 ,存在 充分 大 的 m 使 得 | 要 (已 ) 一 亚 m (PP)‖ < 1/2. 因 对 
任意 的 单位 向 量 x Crng(S(P)) 有 


|1 = ]@n(P)zll| < PCP) — Em (P) < IOP) — Bm PN < 1/2. 
BH Om(P)c #0. 所 以 重 m(P) 限制 到 eng(S(P)) LEAH. 于 是 ， 


dim rng(®(P)) < dim mg(®,(P)) = n. 
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Ao RABE RMARM. HERBIER ACC BT EBX) 
有 POT) = AG(T). 故 由 定理 10.3.2 和 10.4.1 知 ， 本 定理 为 真 . 
推论 10.4.10 设 更 :8(X)] > B(X) HARM A me(S) 中 
包含 了 上 的 所 有 一 秩 算 子 ， 则 更 是 局 部 自 同 构 的 充 要 条 件 是 更 
是 B(X) 上 的 自 同 构 . 
注 10.4.2 令 .4 为 Banach 空间 上 的 标准 算 子 代 孝 ,更 : A 一 
作为 可 乘 映射 ， 则 上 述 结 论 同 样 成 立 . 


§10.5 B(H) 上 可 乘 映射 及 *- 同 构 的 刻画 


在 本 节 中 , 除非 特殊 说 明 , DEEH ME 是 复 Hilbert 空间 ， 
五 上 的 自 伴 竹 等 元 称 为 投影 Aaya ©: BL) 一 BK) 为 线 
性 REESE TE) 双 射 且 对 在 意 的 Te BUA) A S(T") =T), 则 
OK D Æ BCH) 到 B(K) 上 的 *- 间 构 {或 共 轿 *- 同 构 ). 众所周知 ， 
p È B(H) 到 BK) 上 的 *- AW RR *- 同 构 ) 的 充分 必要 条 
件 是 存在 王 算 子 (或 共 辑 丁 算 子 j) U: H K #4 OT) = UTU* 
对 所 有 的 Te BCH) 成 立 . 

定理 10.5.1 设 更 : 8CH) + B(K) 为 可 乘 映射 . # rng(S) 中 
包含 玉 上 所 有 的 一 秩 投 影 ， 则 下 列 叙 述 等 价 : 

(1) 对 任意 的 A, Be B(H), A*B=0 4 (A)E(B) =0. 

(2) 存在 西 算 子 或 共 辐 西 算 子 U € B(H,K) 使 得 OT) = 
UTU" 对 所 有 的 T ¢ BA) RY. 

证 明 显然 只 需 证 明 (1) = (2). 

断言 1 对 和 任意 投影 P, (I-P) = I-P). 

HOF EH 10.4.1 可 证 更 [0) = 0. # 已 是 投影 ， 则 

(PRI — P) = &(P(I — P)) = BU — P)S(P) = 0. 


因此 ， U- P)<I- SP). 下 证 (I —P)+0(P) =]. 
HO 一 了) + O(P) < 1, 则 存在 一 秩 投 影 @: € BK) 使 得 
QBP) + BE ~ P)) = 0 因为 Q1 exng(®), 存在 R e BUH) 使 得 
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(R) = Qu. 由 
&(R)*S(P) =0 = (RBU — P) 


得 RP = R*(I-— P)=0. FE R= R=0, 5 RRETA. 

断言 (P) 是 投影 当 且 仅 当 尸 是 投影 . 

车 PP 是 投影 则 严 ( 人 一 六 = 0 于 是 (PoU - P) = 
T(P) (I — O(P)), 从 而 B(P)* = O(P)"O(P), 即 D(F) 是 投影 . 

HATE, HOP) 是 投影 ， 则 PRR. 

断言 3 OP) 是 一 秩 投影 当 且 仅 当 PP 是 一 秩 投 影 . 

先 证 P£-BRERE OP) 是 一 秩 的 ， 如 车 不 然 ， 则 存在 
HRE Po € BUH) A rank(D(Py)) # 1. TH rank(O(Po)) = 人 0 
或 rank((Po)}) > 2. 

车 rank(®(Pp)) = 0, NI (Po) = 0 E O(Ph)"H(Po) = 0. 由 条 
fF (1), P= PPr 启 = 0, 与 假设 矛盾 . 

车 rank(®(Po)) > 2, 则 存在 两 个 就 范 正 交 向 量 et, e2E 攻 使 
得 span{e,,e2} C rng(®(F)). A mgit) 包含 K 上 所 有 的 一 秩 投 
影 ， 故 存在 投影 Pi, P: HR OP) =e. 8e (i= 1,2) HPP = 
P,P, = 0. 注意 到 (Pole; @ ei) = (ei @ e(o) = es Qe; FO 
(@=1,2), At RP, = PiP £0 (i = 1,2), SR rank(P) =1 F 
A. 

类 似 可 证 OP) ARREA P 为 一 秩 投 影 . 

断言 4 更 是 秩 不 增 的 . 

假设 存在 ”= ERE Q 使 得 rank($(Q)) = m >n. MAE m 
就 范 正 交 向 量 61,e2,…… ,em 使 得 spanfei ea,…- ,em] =rmmg{(9)). 
由 断言 3, 存在 一 秩 投 影 Q: 使 得 PQ) = ei Be (¢ = 1,2,--+ ,m), 
BR, QQ = 0045). 我 们 也 有 DOPA) = (9) 4(Q,) = ei@ 
e: #0, Bl &(Q;)6(Q) 是 非 零 投影 . AMA 2.0.0 也 是 非 零 投影 . 这 
Hj rank(Q) = n FA Bh, 对 任意 投影 已 有 rank(S(P)) <rank(P). 
MS RFR ORR. 
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对 任意 有 报 秩 算 子 E, 4 P EE PERRE, W PE =E, 
从 而 rank®(£) = rank®(P)S(£) < rank®(P) < rankP = rankE. 

断言 5 FETMAARERERRERT 4 :万 到 使 得 
对 任意 的 TE B(H) 有 再 (7) = ATA“, 

&MCK 定义 同 定理 10.3.1. H rgt) 中 包含 K 上 所 有 的 
一 秩 投影 ， 由 断言 3 有 M= K. MA Oo REE 10.3.3 的 条 件 
(2), 故此 断言 成 立 ， 

HEG FELBERT RHERPART U: H >K 使 得 对 任意 的 
T € B(H) $ BT) = UTU”. 

只 需 证 明 对 任意 的 了 € BH), 有 WT) = HTF. EMA 
E 是 线性 的 或 共 固 线性 的 ， 故 只 需 对 自 伴 算 子 工 证 明 上 式 成 立即 
可 . 

令 了 是 吾 上 的 自 伴 算 子 . 则 全 是 五 上 正 交 投影 实 线 性 组 合 
RAR, BA a 

T= Jim 》 Am Pn 
&=1 


所 以 O(T) = lim, oo SB(P,,) 是 天 上 的 自 伴 算 子 . 再 由 断言 


k=l 

54, © 2 BUH) 到 BK) EBI * W *- 同 构 ， 证 毕 . 

定理 10.5.2 % ©: B(H) > BK) ARE EH A RR. 
E mg?) PADAS K 上 的 两 个 一 秩 投 影 ， 且 Lat(rng(*)) c 
KF uk, 则 下 列 叙 述 等 价 ， 

(1) © APR. 

(2) 更 是 保 点 谱 的 . 

(3) $ 保 一 秩 算 子 的 谱 . 

(4) FERAT U : 吾 一 关 使 得 对 任 章 的 人 了 € BH), 有 
(T) = UTU". 

证 明 由 定理 10.4.6 28. IEH. 

类 似 地 , 我 们 可 以 通过 讨论 保 谱 半径 的 可 乘 上 映射 来 刻画 BCH) 


到 BUA) 上 的 本 MARHE *- 同 档 ， 
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下 面 讨论 保 数 值 域 和 数值 半径 的 可 乘员 射 - 

定理 10.5.3 1: BH) - BK) ATERA. WP AMA 
等 价 : 

(1) 更 RAER me(d) 中 包含 K 上 所 有 的 一 秩 投 影 ， 

(2) © RRM, mes) FEDER K 上 的 两 个 不 同 的 一 - 秩 
投影 ， 且 Lat(rng(S)) c Kr U {K}. 

(3) $ R-KAF HRM, mgt) 中 至 少 包 会 天 上 的 两 个 
木 同 的 一 秩 投影 ， 上 且 Lat(rng($)) c Ke U{K}. 

(4) 存在 西 算 子 UV : HO K 使 得 对 任意 的 个 € BH), 有 
(T) = UTU*. 

证 明 显然 ， 我 们 只 需要 证 明 (1) = (4) 和 (3) = (4). 

(1) = (4). 由 于 更 PAR, BE 更 (0) =0. AT 40, WE 
E zeH PB Tel =1. 于 是 


WTB @ 2) B(T*)) = W(E(Tr BT z)) = W(Tz @ Tx) = [0,1]. 
故 项 T AO, 则 OCT) AO. 注意 到 ， 
{A} = W(AD = WE(AD). 


PRL, BOL) = Al. 从 而 对 任意 的 和 EC 及 TE BH), 8 GOT) = 
AO(T). 类 似 于 引 理 10.4.3, TES F(X) 上 是 单 射 . 利用 定理 
10.4.1, FEMA AAT A & BCH) 使 得 OT) = ATA’. 下 证 ， 
AEB AT U ¢ B(H) HB OT) = UTU*. 

事实 上 ， 对 任意 的 z E H, WA A's 与 Ate 线性 相关 ， 否 
则 ， 由 引 理 2.1.3, 看 在 ze 五 使 得 (4 1)*z 与 Ac 线性 无 关 .、 易 
证 W(8(2 @ z) = WW(A(z x)A4-!1) EMAR. 而 > MARA 
ff 

W(8(z @z)) = Wie z) = (0, 1, 


矛盾 .所 以 存在 Mo EC 使 得 A= HAY. tk 


1 = (4z,(4-1)*z) = (Az, AgAz) = Jol Act), 
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从 而 A> 0. SU = YR, 则 妆 是 酉 算 子 且 对 任意 的 全 E BH), 
&(T) = UTU”. 

(3) > (4). $ M, Mo, Zo 定义 同 定理 103.1 及 其 证 明 中 那 
样 . 类 似 于 定理 10.4.6 可 证 更 是 保 一 秩 的 ,下 (0) =0 且 M = 天 ,下 
WHR AEC CH GOD = 7( 和 I. BM, 存在 ce CC 及 ye 长 使 得 
Bely 与 y 线 性 无 关 , 再 如 定理 10.4.6 可 证 ye Mo, BFE ue Zo 
及 一 秩 算 子 了 使 得 {yu = 0, (B(cDy,u) = k £0, B(T) = y Qu, 
LO(cI)y@u = tO(cT). 注意 到 W 们 加 (cD)y ox) ERRE M 
(0,1), 而 Wig u) EAR, FE WESCT)) EW) 这 与 下 
保 一 秩 算 子 数值 域 的 假设 矛盾. DUR RES PH 


AW(P) = WiE(AP)) = T(A)W (@(P)) = r(A) W(P} 


所 以 ， 对 任意 的 和 eC 有 TEE 入. 

利用 定理 10.3.1, 易 证 (4) E. EE. 

下 述 定 理 刻 画 了 保 数 值 半径 的 可 乘 映射 ， 

定理 10.5.4 ho: B(H)— BK) ARRE. UPAR 
等 价 ; 

(1) 保 数 值 半 径 且 存在 一 秩 算 子 T 使 得 $ 在 CT 上 可 
m, me) 中 至 少 包 售 K 上 的 两 个 一 秩 投影 ， 且 Lat(rng(S)) c 
Ar U {K}. 

(2) 更 保 一 秩 算 子 的 数值 半径 且 存 在 一 秩 算 子 T 使 得 OH 
Clo 上 可 加 ， mes) 中 至 少 包 合 K 上 的 两 个 一 秩 投影 ， 且 
Lat(rng(®)) C Kr U {K}. 

(3) 更 RRB RAPER KA > 2) BSP ER 
rank(@(Po}) < k, me(d) 中 至 少 和 包含 K 上 的 两 个 一 秩 投 影 ， 且 
Latfrngf 末 )) c Kr U{K}. 

(4) 保 一 秩 算 子 的 数值 半径 且 存 在 某 个 k- H (k > 2) RS 
元 Po 使 得 rank(G(Po)) < k, rmg( 亚 ) TEDER K 上 的 两 个 一 秩 


投影 ， 且 Lat(rng($)) C Kr U {K}. 
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(5) 更 保 数 值 半 径 且 至 Mie TY LETH, mg) 中 包 
含 太 上 所 有 的 一 秩 投影 . 

(6) FEHR ST RHRBR TU: HOOK 使 得 对 任意 的 工 E 
B(H) 有 B(T) = UTU". | 

证 明 证 明 与 定理 10.4.8 类 似 . 只 种 注意 若 存 在 单位 向 量 zx 
使 得 Ar 与 (4-1)*z 线性 无 关 ， 则 得 如 下 矛盾 ， 

1<wAr®(A Ns) = vr @ z)) = wr @z) = 1. 

证 毕 . 


810.6 ”保重 等 和 的 可 乘 映射 


设 更 是 两 个 含 单位 元 的 代数 之 问 的 映射 ， 若 4 二 互 = 工 推 
出 (A) + P(B) = I, KO RASA; 车 4 十 加 = 了 当 且 仅 当 
P(A) + P(B) = 了 称 更 双边 保 恒 等 和 ， 本 节 刻 画 双边 保 便 等 和 的 
BY FEB AT. 
TEMAM TAM Banach 代数 上 保单 位 的 单 射 环 
同 态 . 
定理 10.6.1 令 4 和 矿 是 依 单 位 元 的 复 Banach 代数 ， 设 
@:ASBAMRAN. US 双边 保重 等 和 的 充分 必要 条 件 是 鹿 
是 保单 位 的 单 射 环 同 态 . 
证 明 RO MURS, A A+B =I ARK OA) 十 
O(B) = 工 FRA 
1 1 1 1 
(I) = (1) (2 (57) +9 G0) =6 (37) +% (#7) =I, 
故 更 是 保单 位 的 ， 下 证 ， 理 是 可 加 的 . FA, BCAB A+B 
逆 ， 则 
A(A+B}!+B(A+B)!=1, 
(AT((A+ B)*) + E(B)E(A+ B)“) =L. 
H (A+B) ERLEA, M 


(A+ B) = ©(A) + O(B). 
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对 任意 的 4e .4, AT A Wie ofA) 是 C 中 的 有 界 闭 集 ， 所 以 ， 
HERH A, Be ABLE Ag o(A+B)Uo(B), MA+B-A KR 
B-A Hi. Ak, 


B(A + B- XI) = A) + BH- M) = B(A) + E(B) + O(-AD), 
(A+ B -— AI) = B(A + B) + (AL). 


故 对 任意 的 A,B € A, # O(A + B) =0(A)+8(B). 

AFET ECA 使 得 OT) = 0, 则 e(r) +E) = 1. 因此 
全 十 T= 了 ,从 而 工 =0. 

反之 显然 ， 证 毕 ， 

推论 10.6.2 $ X MY #2 Banach 空间 ， dimX = œo. 设 
® : BX) 一 BY) AM RRA, rgt) 中 至 少 包含 了 上 的 两 个 
一 秩 投影 ， 且 Lat(rng()) C Yr U{Y}, 则 双边 保 恒 等 和 的 充分 
必要 条 件 是 存在 可 逆 有 界线 性 或 共 轧 线性 算 子 A: X Y 使 得 对 
HERH T e B(X) 有 (T) = ATA. 

证 明 由 定理 10.6.1 MS 是 保单 位 的 环 同 态 且 亚 (0) = 0. 由 
BRAE S? 保 一 秩 且 M =Y. 于 是 由 定理 103.0 可 得 存在 可 道 
有 界线 性 或 共 斩 线 性 算 子 4 : X >Y 使 得 对 任意 的 TE B(X) 有 
®(T) = ATA™}, 

反之 显然 ， 证 毕 ， 

推论 106.3 令 上 和 总 是 有 单位 的 复 Banach 代数 且 Be 
AY. 2b: A+B RRHTRAN. Wo 双边 保 恒 等 和 的 充分 
必要 条 件 是 理 是 保单 位 的 六 代数 同 构 ， 其 中 C 上 的 同 态 T 是 单 
射 ， 且 当 入 是 有 理 复数 时 有 r(A) =A R r(A) =A. 

证 明 由 定理 10.6.1 AS 是 保单 位 的 单 射 环 同 态 .显然 对 尾 
MMACCRTEAF OAT) = PADET) = ATSAN. HE 
ROS 是 满 射 且 BRAT, MOAI) = rA. 显然 是 单 射 环 
fea A. 

ER g EQ, A rla) = 4. A ri)? = 7(~1) = -1, M rli) =i 


Mri) = i. 因此， 对 任意 的 p, gE Q, A r(p + ig) = pt ig BE 
T(p+ ig) =p—ig. 证 毕 . 

推论 10.6.4 令 和 4 和 6 是 有 单位 的 复 Banach KRHA BE 
AF. £O: ASB RARHEARH. WO 双边 保 恒 等 和 的 充 
分 必 变 条 件 是 再 ABH HA ah Se Hh Te A. 

证 阴 由 定理 10.6.1 知 更 是 保单 位 的 环 同 态 . 对 任意 的 入 e 它 
RTEA, & OAT) = HADET) = PTBA. 由 假设 知 是 满 
射 且 如 是 因子 , R60) =7Al. 显然 了 是 连续 的 单 射 环 同 态 . 
HA, r REGRA. Ak, & Bea. 
证 毕 . 

推论 10.6.5 4 AA BRASH *-Banach TR, B 是 因 
T. HG ASB AD RBH. WARES: 

(1) $ MWR SAH AT + BHI e P(A)" + O(B) = 1. 

(2) ® E * ERIE He * 同 构 . 

证 明 由 推论 10.6.3, FE C LW ARAMA 7, 使 得 更 ER 
单位 的 7- RA. FER TS A WT 十 (I 一 7T*) = I 于 是 有 
®(7*)4+O(1-T*) =I A O(T)*+ 60-7") = 1. k T) = OT)", 
BO Rh * 运算， 所 以 对 任意 的 和 EC 有 


TANDI) = OD) = PAD) = BD = TANE). 


由 上 式 易 知 T(R) CR, 从 而 > EC LARA RRR. i 
(2) 成 立 . 

反之 显然 . WH. 

定理 10.6.6 4 HA K Æg Hilbert 空间 ， dimH = œ. 设 
©: BH) > B(K) AW RBRR. F rgt) 包含 K 土 所 有 的 一 秩 
RH, UFWRRS Ht: 

(1) © RARESA A+B =I > b(A) + O(B) = 1. 

(2) @ 是 *- MRS *- t, EBA TRH T 
U:H > K 使 得 对 性 意 的 Te BCA) 有 O(T) = UTU". 
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证 明 设 (1) 成立， 由 定理 10.6.1 MO 是 保单 位 的 单 射 环 同 
i. HUES 保 * 运算 . FE, O(P) 是 一 秩 投 影 当 且 仅 当 了 为 一 
秩 投 影 . 

若 已 是 一 秩 投 影 , BR OP) 是 投影 . 假设 rank(B(P)) > 2, 则 
存在 就 范 正 交 向 量 e1,e2 € HR (ec, @e,)B(P) = Peige) = 
e;@ei, (i= 1,2). HF mgt) 包含 K 上 所 有 的 一 秩 投影 ， 故 存在 
Qi € B(H) E O(Q,) = e Be, (i = 1,2). 注意 到 更 的 单 射 性 , 我 
们 有 QiP = PQ; = Qi (i = 1,2). 因 rank(P) = 1, 于 是 Qi = Qu, 
这 与 Qu Qz 的 取 法 矛盾 ， 进 而 证 得 rank( 和 (P)) = 1. 

RZ, O(P) 是 一 秩 投影 , 因 BAH A O(P?) = O(P)? = 
(P) = O(P)*, 故 P? = P = P*, 即 P 是 投影 .类似 上 述 证 明 可 
得 也 是 一 秩 的 . 

任 取 一 组 相互 正 交 的 一 秩 投影 族 {Pa} $ P=} Py. FE 


&(P) = 》 O(P,). HD HITT, BRA 》, (Ps) < O(P). B 
设 及 = O(P)— 》 OP.) #0. 则 存在 一 秩 投 影 已 使 得 HP) < 
RIEP l 
&(Py)B(P) = (PIB(P) = (Py), Po = PP). 
另 一 方面 , 因 O(P.)@(Po) = 0, AE PaPo = 0, AMA Po = PP = 
0, 矛盾 . 
FER AEC, 则 (X17) 与 KK 上 的 任意 一 秩 投 影 均 交 换 ， 故 存 


在 马上 的 函数 7 使 得 OAD) = TA) (vA EC). 易 证 7 是 单 射 环 
同 恋 . 令 和 EC 满足 Pl <1, 由 更 是 保单 位 的 环 同 态 可 得 


{1— PAPH = B) ~ BAT) ED = @((1 — DD > 0. 


Hr 是 有 界 的 . 所 以 EC LO RSRH Ra. BiH 
任意 的 T € BH) 有 SOT) = 09(7); 或 对 任意 的 工 E BA) 有 
BAT) = XE(T). 
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由 定理 11.12 W, KiE 更 是 满 射 ， 只 需 证 明 mgt) 中 包含 
KK 上 所 有 的 投影 . 

令 @ 是 天 上 的 投影 则 存在 扩 上 的 一 组 相互 正 交 的 一 秩 投 
ER {Qa} 使 得 Q= 》, Qa. 注意 到 O 的 单 射 性 及 假设 mgt) 


中 包含 K 上 所 有 的 一 秩 投 影 ， 则 存在 H 上 的 一 组 相互 正 交 的 一 
秩 投影 族 {Ps} 使 得 (Pa) = Qa. 令 P= 》, Po, N P 是 投影 且 


B(P) = > (Pa) = Qa = Q, Bl Q ermg(®). 
综 上 可 得 (2) 成 立 . 证 毕 . 
§10.7 注 iz 


早 在 1969 年 ， Jodeit 和 Lam [130] 就 对 矩阵 半 群 上 的 可 乘 映 
射 作 了 相当 诬 入 的 探讨 ， 同 年 ， Martindle 在 [156; 推论 1] 中 给 
出 一 个 有 关 可 蒋 映 射 的 纯 代 数 结果 ， 在 许多 算 子 代数 4 {如 4 是 
维 数 不 小 于 2 的 Banach 空间 上 的 标准 算 子 代数 ) | AIH A 
动 具有 可 加 性 . 与 算 子 代数 上 线性 喷射 的 情形 比较 ， 算 子 代数 上 
可 乘 映射 方面 的 成 果 并 不 够 丰富 ， 到 1994 年 Hochwald 发 表 了 文 
章 [121], 证 明了 矩阵 代数 上 的 保 谱 可 乘 映射 是 自 同 构 . 进而 ,他 推 
测 当 对 上 映 射 加 上 满 射 性 条 人 忻 时 此 结论 对 无 限 维 情形 也 应 成 立 ， 这 
篇 文章 首次 把 可 张 映 射 的 研究 与 保持 问题 相 结 合 ， 激 发 了 后 来 人 
们 对 算 子 民 数 ， 尤 其 是 无 限 维 空间 算 子 代 数 上 可 乘 映 射 研究 的 热 
W. 1998 年 ，Hou 在 [107| 中 刻画 了 使 茶 个 一 秩 算 子 秩 不 增 且 满 
ER O(a!) = aB(1) 的 可 乘 映射 的 结构 ， 在 此 定理 的 基础 上 ， 
KATRE, HEEE, RRA, ARE, EYE, RE 
ESR M ARAM, MEK EAST Hochwald 的 上 
述 猜 测 . 1999 fF, Lajos Molnar 在 [165], [166] 中 对 BCH) 上 的 可 
FORM HET T iE, HUE TP aR: ho: BCA) -> BH) 
APRN ES a Te, EP H 是 准 数 不 小 于 3 的 可 分 Hilbert 
SiH, WHA AREAT RA RHRRER TTS: HOHE 
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得 (4) = 了 43 对 所 有 Ac BUH) 都 成 立 ， [166] 中 还 刻画 了 保 
PRMEBA RBH BH) 上 的 保 谱 t- HMA. ATR 
持 问 题 最 近 的 一 些 工作 可 参见 Cheung, Fallat, Li [401. 

A §10.1—§10.2 的 内 容 主 要 来 源 于 An, Hou [4]. §10.1 中 
有 些 结果 如 定理 10.1.4 也 可 直接 由 Jodeit 和 Lam [130] 的 结果 
推出 ,但 这 里 前 证 明 方 法 不 同 且 较 简明 ， 时 0.3 一 810.4 则 取材 
于 An, Hou (3), 其 中 定理 10.3.1 HHT Hou [107] 中 的 附加 条 
fF laI) = a@(7). 定理 10.3.2 则 用 不 局 的 方法 从 两 个 方面 推广 
了 Molnar [166] 中 的 主要 结果 : (1) 对 映射 去 掉 了 连续 性 假设 ， 
(2) 把 空间 由 可 分 的 Hilbert 空间 情形 推广 到 了 一 般 的 Banach 空 
UT. E 10.3.4 也 是 [166] 中 相应 结果 的 推广 ， 红 0.5 属于 
An, Hou (2. 值得 注意 的 是 许多 对 线性 观 射 有 意义 的 保持 问题 对 
可 乘 映射 却 是 平凡 的 . Ain, RES, RRR, $ 
等 . 自然 会 提出 如 下 问题 : 什么 样 的 保持 问题 对 可 荚 鼎 射 有 意义 ? 
§10.6 可 以 说 是 对 这 类 保持 映射 所 作 的 一 种 尝试 . 
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